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Resumen

Este estudio muestra un modelo éptimo para determinar la superficie minima en contacto con el suelo para zapatas combinadas en forma
de T, tomando en cuenta que la superficie estd parcialmente a comprimida, es decir, una parte de la superficie debajo de la zapata en
contacto con el suelo estd a compresion y la otra parte la presion es cero (presion lineal sobre el suelo). Hay trabajos que muestran la
superficie minima para zapatas combinadas en forma de T, pero la superficie bajo la zapata en contacto con el suelo trabaja completamente
a compresion. El modelo se desarrolla por integracion y/o por las propiedades geométricas de una piramide de base triangular para obtener
las ecuaciones de la fuerza resultante y los dos momentos (ejes X e Y) para los quince casos de flexion biaxial y tres casos para flexion
uniaxial (M,; y M,z son iguales a cero). Se presentan tres ejemplos numéricos con los mismos datos: El ejemplo 1 es para diferentes
momentos; El ejemplo 2 es para momentos M y Mx2 iguales a cero; El ejemplo 3 es para momentos M, y M2 iguales a cero. Ademas, se
realiza una comparacion con el modelo actual (4rea trabaja completamente bajo compresion) y el nuevo modelo (4rea trabaja parcialmente
bajo compresion). Los resultados muestran que se puede lograr un ahorro de hasta un 31.40 % en el area de contacto con el suelo. De esta
manera, el modelo de superficie minima sera de gran ayuda para los especialistas en ingenieria de cimentaciones.

Palabras clave: area 6ptima; zapatas combinadas en forma de T; superficie minima; superficie esta parcialmente comprimida.

Optimal area for T-shaped combined footing assuming that the
contact area with the soil works partially in compression

Abstract

This study shows an optimal model to determine the minimum contact surface with the soil for T-shaped combined footings, assuming that
the surface is partially compressed, this is, a part of the surface under the footing in contact with the soil is compressed and the other part
the pressure is zero (linear pressure on the soil). There are works that show the minimum surface for T-shaped combined footings, but the
surface beneath the footing in contact with the soil is fully compressed. The model is developed by integration and/or by the geometric
properties of a pyramid with a triangular-based to obtain the equations of the resultant force and the two moments (X and Y axes) for the
fifteen cases of biaxial bending and three cases for uniaxial bending (M, and M,: are equals to zero). Three numerical examples are
presented with the same data: Example 1 for different moments; Example 2 for moments M,; and M2 equals to zero; Example 3 for
moments My and M, equals to zero. Also, a comparison is made with the current model (area is fully compressed) and the new model
(area is partially compressed). The results show that savings of up to 31.40% can be achieved in the area of contact with the soil. In this
way, the minimum surface model will be of great help to foundation engineering specialists.

Keywords: optimal area; T-shaped combined footings; minimum surface; surface is partially compressed.

1  Introduccién distribucion de la presion depende de estos factores, y es
fundamental considerarlos en el disefio y la construccion de

La presion del suelo bajo una zapata se ve influenciada las zapatas para garantizar su estabilidad y seguridad.
por diversos factores, como el tipo de suelo, la rigidez del La Fig. 1 muestra la distribucion de la presion del suelo
suelo y de la zapata, y la profundidad de la cimentacion. La  bajo la superficie de contacto de una zapata, segin el tipo de
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suelo para una zapata rigida. La Fig. 1(a) presenta una zapata
rigida sobre suelo arenoso. La Fig. 1(b) muestra una zapata
rigida sobre suelo arcilloso. La Fig. 1(c) presenta la
distribucion uniforme utilizada en el disefio actual [1].

La industria de la construccién tiene una amplia variedad
de usos para las zapatas combinadas; sin embargo, estas son
algunas de las situaciones en las que se utilizan a menudo las
zapatas combinadas en la industria de la construccion:

1. Cuando se construye una columna junto al limite de la
propiedad, pero la zapata no se puede extender por
delante de este.

2. Cuando dos zapatas tienden a traslaparse, y en este caso
se utiliza la zapata combinada.

3. Cuando el peso de la edificacion debe distribuirse
uniformemente sobre el terreno.

4. Cuando la capacidad portante del terreno es baja y el area

necesaria es mayor que la de cada zapata se puede

utilizar una zapata combinada.
Los tipos mas comunes de zapatas combinadas son:
rectangulares, trapezoidales, de correa, en L y en T. Las
zapatas rectangulares se utilizan cuando las cargas de las
columnas son iguales. Las zapatas de correa son dos zapatas
aisladas unidas por una viga de concreto. Las zapatas
trapezoidales o en T se utilizan cuando la carga en una
columna es mucho mayor que en la otra. Las zapatas en L se
utilizan para zapatas en esquina.
El modelo propuesto considera que la distribucion de la
presion sobre el suelo es lineal para zapatas combinadas en
forma de T sometidas a flexion biaxial en cada columna.
Los estudios de capacidad de carga mediante métodos
analiticos y/o experimentales para diferentes tipos de
cimentaciones han sido investigados por varios autores, tales
como: Shahin and Cheung [2], Dixit and Patil [3], Erzin and
Gul [4], Colmenares et al. [5], Cure et al. [6], Fattah et al.
[7], Uncuoglu [8], Anil et al [9], Khatri et al. [10],
Mohebkhah [11], Zhang [12], Turedi et al [13],
Gnananandarao [14], Gor [15]. El valor de la capacidad de
carga ultima podria ser significativamente diferente
dependiendo del método de equilibrio limite utilizado.
Las investigaciones mas importantes sobre zapatas aisladas
rectangulares para el manejo eficiente de problemas de
interaccion suelo-zapata se han llevado a cabo mediante el
uso de métodos analiticos por Chaabani et al. [16], Vitone
and Valsangkar [17], Michalowski [18], Ozmen [19],
Aydogdu [20], Girgin [21], Al-Gahtani and Adekunle [22],
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Figura 1. Distribucién de la presion del suelo debajo de una zapata.
Fuente: Montes-Paramo et al., 2023.
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Rawat et al. [23], Lopez-Machado et al. [24], Lezgy-
Nazargah et al. [25], para graficos o ayudas de disefio como
Teng [26], Highter and Anders [27], Galvis and Smith-Pardo
[28], y para métodos analiticos y graficos o ayudas de disefio
por Rodriguez-Gutierrez and Aristizabal-Ochoa [29, 30].
Estos documentos se desarrollan para obtener la capacidad de
carga axial y el momento biaxial de la zapata, o la
distribucion de presiones en el area de contacto de una zapata
aislada rectangular rigida apoyada sobre el suelo, y las
dimensiones de la zapata se obtienen mediante un
procedimiento iterativo.

Las contribuciones mas importantes en los estudios de
zapatas combinadas han sido desarrolladas por varios
investigadores, tales como: Para zapatas rectangulares por
Maheshwari y Khatri [31], Konapure y Vivek [32], Vivek et
al. [33], Reddy y Kumar [34], Kashani et al. [35]; Para
zapatas trapezoidales por Al-Douri [36], Luévanos-Rojas et
al. [37]; Zapatas en forma de T por Luévanos-Rojas et al. [38,
39], Moreno-Landeros et al. [40]; Para zapatas de esquina por
Aishwarya y Balaji [41], Moreno-Hernandez et al. [42]; Para
zapatas de correa por Luévanos-Rojas et al. [43]. Estas
investigaciones toman en cuenta que el area en contacto con
el suelo trabaja completamente a compresion. Estos trabajos
se desarrollan por diferentes métodos para disefios
completos.

La capacidad portante ha sido investigada para zapatas
aisladas sometidas a flexion biaxial, que toman en cuenta una
distribucion lineal de la presion del suelo y el area de contacto
con el suelo trabajando parcialmente bajo compresion [19-
23,25,28]. El area oOptima para zapatas combinadas
rectangulares asumiendo que la superficie de contacto con el
suelo trabaja parcialmente en compresion ha sido investigada
recientemente por Montes-Paramo et al. [44].

Las justificaciones de este trabajo son: 1) Algunos disefios se
han desarrollado por el método de ensayo y error para determinar
las dimensiones de las zapatas. 2) Otros autores muestran la
superficie minima para zapatas combinadas en forma de T, pero
la superficie debajo de la zapata en contacto con el suelo esta
completamente comprimida. 3) Varios investigadores han
desarrollado algoritmos para diferentes tipos de zapatas que estan
comprimidas parcialmente para determinar la capacidad portante
del suelo, pero no para zapatas combinadas en forma de T.

Los articulos mas relacionados al tema de zapatas
combinadas en forma de T son: Luévanos-Rojas et al. [38]
aportaron un modelo analitico para obtener las dimensiones
de zapatas combinadas en forma de T en contacto con el
suelo. Luévanos-Rojas et al. [39] desarrollaron un modelo
matematico de disefio para determinar el espesor y el acero
de refuerzo para zapatas combinadas en forma de T. Moreno-
Landeros et al. [40] propusieron un disefio de costo 6ptimo
para zapatas combinadas en forma de T de concreto armado.
Todos estos trabajos se desarrollan bajo el criterio de que el
area en contacto con el suelo de la zapata trabaja totalmente
en compresion.

Asi, la revision de los estudios previos muestra que no
existen trabajos con el nivel actual de conocimiento sobre el
area minima de zapatas combinadas en forma de T,
considerando que el area esta parcialmente comprimida.
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En este trabajo se muestra un modelo analitico para
obtener el area minima para zapatas combinadas en forma de
T asumiendo que la zona en contacto con el suelo estd
parcialmente comprimida, es decir, una parte del area de
contacto de la zapata estd sometida a compresion y la otra
parte sin presion (presion cero). Este articulo muestra los
quince casos posibles de zapatas sometidas a flexion biaxial
(caso I, asume que toda la superficie inferior de la zapata
trabaja esta comprimida, y los casos II a XV, asumen que
toda la superficie inferior de la zapata estd parcialmente
comprimida, lo cual constituye la principal contribucion de
esta investigacion) y tres casos especiales de flexion uniaxial
(My; y M, son iguales a cero). La fuerza resultante R y los
momentos ortogonales en los ejes X e Y se obtienen por
integracion y se verifican mediante las propiedades de una
piramide de base triangular para flexion biaxial y las
propiedades de un prisma triangular para flexion uniaxial. En
este articulo se presentan tres ejemplos numéricos: El
ejemplo 1 corresponde a flexion biaxial; el ejemplo 2 es el
mismo ejemplo 1, pero My; y M., son iguales a cero; El
ejemplo 3 es el mismo ejemplo 1, pero M,; y M, son iguales
a cero. Cada ejemplo presenta cuatro tipos de restricciones:
la restriccion 1 corresponde a una zapata con lados sin
restricciones, la restriccion 2 corresponde a una zapata con
un lado restringido en la columna 1, la restriccion 3
corresponde a una zapata con un lado restringido en la
columna 2 y la restriccion 4 corresponde a una zapata con dos
lados restringidos (lados opuestos). Ademas, se realiza una
comparacion con el modelo actual (drea trabaja
completamente bajo compresion) y el nuevo modelo (area
trabaja parcialmente bajo compresién) para observar las
diferencias.

2 Formulacion del modelo

En este trabajo se hacen las siguientes consideraciones: la
zapata es completamente rigida y reposa sobre suelo elastico
y homogéneo, es decir, la presion del suelo sobre la zapata se
comporta linealmente segiin Bowles [1], Das et al. [45],
McCormac y Brown [46].

Figura 2. Zapata combinada en forma de T con extremos libres.
Fuente: Autores.

La Fig. 2 muestra una zapata combinada en forma de T
(lados libres en sus extremos) que soporta dos columnas
alineadas sobre un eje Y (eje longitudinal), y cada columna
transfiere a la zapata una carga axial y dos momentos
flectores en los ejes X e Y.

Las propiedades geométricas de la zapata combinada en
forma de T vista en planta son:

A= (a1 - az)b + azhy (1)
— ay)b? + azh,’
. (a; — ap) az Ny )
2[(a1 - az)b + azhy]
_ (2hy = b)(a; — a)b + azhy,’ )
Yo = 2[((11 - az)b + azhy]
2
. ahy,b(a; — az)(hy —b) [azhy +b(a; — ay)]
X 2
4[(a1 - az)b + azhy] (4)
N (a; —ay)b® + azhy3
12
- ba,® + (hy — b)a,® )

Y 12

donde: 4 = Area de la zapata en planta (m?2), y, = Distancia
del centro de la zapata al extremo positivo (m), y» = Distancia
del centro de la zapata al extremo negativo (m), /. = Momento
de inercia sobre el eje X (m*), I, = Momento de inercia sobre
el eje Y (m*).

2.1 Flexion biaxial

En esta subseccion se presentan los quince casos posibles
para una zapata combinada en forma de T sometida a carga
axial y dos momentos ortogonales en cada columna.

Para el caso I, se asume que toda la superficie inferior de
la zapata estd comprimida. Las presiones generadas por el
suelo sobre la zapata se determinan mediante la siguiente
ecuacion (ecuacion de flexion biaxial) [31-42]:

R M M,rx
= xTY + yT (6)
A1, L,

donde: ¢ = Presion admisible del suelo (kN/m?), M,r =
Momento total respecto al eje X (kN-m), M,r = Momento total
respecto al eje Y (kN-m), x = Distancia en direccion X desde el
centro de la zapata hasta el punto en estudio, y = Distancia en
direccion Y desde el centro de la zapata hasta el punto en estudio.

Nota: R, Myr y M,r se pueden determinar mediante la
suma de fuerzas y la suma de momentos de la siguiente
manera:

R=P1+P2 (7)
Myr = Myq + Myz + Py(ye — L) — Po(hy — v — L,) (3

Myr = My, + My, ©)
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Para los casos IT al XV (Todos los casos posibles cuando
la presion méaxima se localiza en el vértice 1), se supone que
toda la superficie inferior de la zapata estd parcialmente
comprimida, es decir, parte del area de contacto no hay
presion, y por integracion y/o por las propiedades
geométricas de una piramide de base triangular, se
determinan la fuerza resultante R, el momento en el eje X M,r
y el momento en el eje Y M, (Estos casos se analizan porque
en algunas condiciones el caso I no alcanza la presion
maxima y en estos casos se garantiza la presencia de la
presion maxima).

Las presiones generadas por el terreno sobre la zapata se
determinan mediante la ecuacion general del plano de
presiones, a partir de tres puntos conocidos.

La ecuaciéon general de un plano de presion
tridimensional del suelo sobre la zapata es:

Figura 3. Area totalmente comprimida.
Fuente: Autores.

Ax+By+Co,+D =0 (10)

Para los casos Il a XV, los tres puntos conocidos del plano  2.1.1Caso 1
de presion son:
Las ecuaciones generales para la presion del suelo en cada

a; a, a, - . e g . .
1 (7, e, Gmax): Py (7 A 0); P (T'yt an vértice de una zapata sometida a flexion biaxial se obtienen
de la Ec. (6) de la siguiente manera:
—Ly1,0)
R M Myra
o = xTyt+ yT 1 as)
donde: p;, p2 y p3 son las coordenadas de los tres puntos A L 2L,
conocidos de la zapata (ver Fig. 4).
La ecuacion general del plano de presion se determina de oy = R + Myrye  Myray

- . 16
la siguiente manera (Tomando como pivote el punto 1 “p;”): A I 21, (16)

a; R Myr(ye—b)  Myra;
x—(;) Y= 0z~ Omax 03 =2+ I o (17)
ay ay Y
FTLba=(3)  %-0)  0-opu| (12 M) M
— a
23 yLn-0G0 0-o =77 XT? o0 (18)
2 2 t y1 t max x y
Resolviendo el determinante de la Ec. (12) y aislando “o.” oy = R + Myr(ye —b)  Myrap (19)
se obtiene la presion en cualquier punto de la base: A L 21,
o = Omax|2Lx1(Lys + ¥ — ¥¢) + Ly1 (2x — ay)] a3) oy = % + MxT(:;It —-b) M;,;Lh 20)
2Ly Ly, x y
_ 5 _ MxT(hy - yt) + MyTaZ (21)
La ecuacion de la recta que forma el eje neutro se obtiene 97 =7 L 21,
suponiendo “o.” igual a cero en la Ecuacion (13) (Esta es la
definicion del eje neutro): . R Myr(hy—y:) Myra, 22)
g =—— —
A I, 21,
2Ly (Lyr +y —ye) + Ly (2x —a;) =0 (14)

A continuacion, se presentan las ecuaciones generales de

La Fig. 3 muestra el caso I asumiendo que toda la R, Miry Myrpara los casos Il a XV.
superficie inferior de la zapata esta comprimida.
La Fig. 4 muestra los casos Il a XV asumiendo que toda 2-1.2Caso II
la superficie inferior de la zapata trabaja parcialmente bajo a
compresion. e 2
k= f Li (e=Ly1=y)Liy oz dxdy 23)
Ve—Lyy I G

Ly

54
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_ UmaxLleyl

(24) _ Y 2
6 Myr = ey G o xdxdy 7
Yt—Lys 2+ Ly
Ye 2 UmaxLleyl (2a; — Lyy)
— = 28
Myr = f L  Getyrmy)ie, OV XY 25) M,y o (28)
Ye—Ly1 7+L—y1
donde: o4 es la presion maxima admisible del suelo, Ly,
Moo = OmaxLx1Lyr (4e = Ly1) (26)  es la distancia paralela al eje Y medida a partir de omer 0 07
r 24 hasta el eje neutro, L,; es la distancia paralela al eje X medida
a partir de g.ax 0 07 hasta el eje neutro.
2.1.1Caso III
Yt 2
R = f ) fﬂ [ o,dxdy 29)
Ye=b 2+7Ly1
3
OmaxLzr |Lyr® = (Lyr — b
R= max xl[ y1 2( y1 ) ] (30)
6Ly,
Yt 2
My, = f f ety TeYXY (31)
y1
3
o Imaxka [y (47 = L) = (L = B) (49 =35~ L) 32
X 241,
Yt %
S N (33)
Yeb T
y1
3
OmaxLx {Ly14(2a1 —Ly1) — (Lyl - b) [ZalLyl - Lxl(Lyl - b)]} 34
MyT = 3 ( )
24L,,

(a) Caso 11

(b) Caso 111
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(c) Caso IV (d) Caso V

(e) Caso VI (f) Caso VIL

Area sin t‘ﬁ‘mprimjr
Area eOmprimida .~

(g) Caso VIII (h) Caso IX
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b ity

Aren sin comprimir -~

Area sin comprinir. g’
" Aren Compripnfdi

) (m) Caso XIV (n) Caso XV
Figura 4. Area parcialmente comprimida.
Fuente: Autores.

2.1.2Caso IV

a a
e 3 Yemb 7
R= o,dxdy + o,dxd
a,  (Ve~Ly1=y)Ly, 729XEY 21 (Lys=b)~Ly1(@1-a2) Ja; (Ve-Lys—y)Le 029X4Y (35)
Yeb T yemb 2L 2t L
y1 X1 y1
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_ Omax {81‘9513 [Lyl3 - (Lyl - b)3] + [ZLxl(Lyl - b) - Lyl(al - az)]3}

R
48Ly1 Ly

az
Ve 7 Ye=b >

My = f Ll (J/t_Ly1_Y)Lx1 Uzdedy + f 2Lx1(Ly1—b)—Ly1(a1—az) .Ll ) (Yt_Ly1_Y)Lx1 Jzdedy

yi—b - yi—b 5t

2 Ly, 2L, Ly,

_ Omax [ZLxl(Lyl - b) - Lyl(al - az)]3[2Lx1(4'}’t —-3b-— Lyl) + Lyl(al - az)]

Xt 384Ly1 3Ly, 2
OmaxLax1 [Ly13(4yt - Lyl) - (Lyl - b)3(4yt —3b- Lyl)]
* 24Ly,*
Yt > Ye=b %
Myr = f ) fﬂ [T o xdxdy + f  2b(lyb)-Lya(@s-ay) fal (GeLys=Y)ias o xdxdy

Yemb g Iy ye=b 2L; 27 Iy

_ Omax [ZLxl(Lyl - b) =Ly (a; - az)]3[Ly1(a1 +3ay) — ZLxl(Lyl - b)]

e 384Ly, %Ly, °
OmaxLx1 {Ly14(2a1 —Ly) — (Lyl - b)3[2a1Ly1 - Lxl(Lyl - b)]}
* 24Ly,°

2.1.3Caso V

a a
e (7 yesb o3
R = o,dxdy + o,dxd
-b ﬂ+(Yt_Ly1_Y)Lx1 z Yy -h ﬂ+(Yt_Ly1_Y)Lx1 z Y
Ye 2 —Ly1 Ye=ny © —Ly1

_ Omax {81‘9513 [Lyl3 - (Lyl - b)3] + [ZLxl(Lyl - b) - Lyl(al - az)]3 - [ZLxl(Lyl - hy) - Lyl (al - az)]3}

R
48Ly1 "Ly
Ve 7 Ye—b %
M,r = f f o o,ydxdy + f o o,ydxdy
x Ye—b %+(J’t LJ[/;qY)Lxl z ye—hy %+_(yt L{;qy)llxl Z

Mo = Omax {[ZLxl(Lyl - b) - Lyl(al - az)]3} [(4‘yt —3b - Lyl) + Lyl (al - az)]
xT —

384L,,%Ly,°

_ Umax[ZLxl(Lyl - hy) - Lyl(al - az)]3[(4yt - 3hy - Lyl) + Lyl(al - az)]
384L,,°Ly, "

+ UmaxLxl [Ly13(4‘yt - Lyl) - (Lyl - b)3(4’yt —3b - Lyl)]

24Ly,°
e % Ye=b 7
MyT = J:yt_b f%+(yt_L}i;:y)Lxl szdxdy + J;It_hy f%_*_(yt_l‘}l/;:y)l‘xl Uszxdy
_ Umax[ZLxl(Lyl - b) - Lyl(al - az)]3[Ly1 (al + 3a2) - ZLxl(Lyl - b)]
T 384Ly, Ly, °

_ Omax [ZLxl(Lyl - hy) =Ly (a; - az)]3[Ly1(a1 +3ay) - ZLxl(Lyl - hy)]

384Ly1 Ly,
OmaxLx1 {Ly14(2a1 —Ly) — (Lyl - b)3[2a1Ly1 - Lxl(Lyl - b)]}
+ 3
24Lyq
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2.1.4Caso VI
2Ly4(Ly1—=b)-L +
Veb az Yeb x1(Ly1 21x1y1(a1 a) %
R= o,dxd o,dxd
f—b 2L (Ly1=b)- Lyl(a1+a2)f z y+ _n a; (e=Ly1=y)Lx1 2 y
Yt 2L, 2 Ye—hy > —Ly1

Yt 2
+ dxd
fyt_b I%eraz xay

Ly

Tmax {ZLy13[4Lx13 + 53012 + @5%)] = 8Ly1 (Lys = b) {Lia*(Lys = )" = 3azLya[Lus (Lys = b) — @y yl]}}

R =
48Ly1 Ly,
3
_ Omax [ZLxl(Lyl - hy) - Lyl(al - az)]
48Ly1 Ly,
Ve—b azz ye=b 2Lx1(Ly1_zg;fy1(a1+a2) %
Myr = f 2Ly1(Ly1—b)- Lyl(a1+a2)f o ydxdy + f Ol a,ydxdy
Ye—b 2L 2 Ve—hy L—yi
Ye
f f (Yt Lyi— Y)Lx (szdxdy
Ly,
3
— JmaxLley1(4yt - Lyl) _ Umax[ZLxl(Lyl - hy) - Lyl (al - az)] [ZLx1(4‘yt - 3hy - Lyl) + Lyl (al - az)]
XT 24 384L,,°L,,
3
O—max(4’yt —3b— Lyl) {4LX13(L_’)11 - b) - 3Ly1a2 [ZLXI(Lyl b) Lylal] y1 az }
96Ly1 %Ly, "
3
Omaxa2 {4'[Lx1(Ly1 - b) - Lylal] - Ly12(a12 - azz)[3Lx1(Ly1 - b) - 2Ly1a1]}
96Ly1°Ly,
ye=b % Yeeb 2Lx1(Ly1—12;fy1(a1+a2) %
MyT - J- 2Ly (Ly1—b)~ Ly1(a1+a2)f o xdxdy + f a1 (Ve-Lyr=Y)Las o,xdxdy
Ye—b 200 2 yi—hy L—yl
Ye
f f (Ye-Ly1=y)Lxs o,xdxdy
Ly1
3
I {Lir®Ly1*(2a1 = Lu1) = Ls*(Lys = b) [2@1Ly1 = Lia (Lys = B)] = Lys*@2%[Lyay = 2L (Lys = b)]}
v 2401 Ly,°
3
_ Umax[ZLxl(Lyl - hy) - Ly1(a1 - az)] [Lyl(al +3a,) — ZLM(L},1 — hy)]
384Lyy%Ly,°

2.1.5Caso VII

v B ye-b 2
R—ftfz dedy+ft fzadxdy
- — — z z
ye—b %+—(y : L3L'11y sy ye—hy -5
y

O {Laa® [y + (0= 131)° ] + 3Ly1ax(b = 1y)[Lyras = Laa(2Lys = b =y )]}
- 6L1Ly?

a

N

t ye—b
My = f f o o,ydxdy + f o,ydxdy
¥ Ye=b %+_(yt Lﬁ,ly)_Lm ’ Ye—hy /- ‘

NI
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Mo = Omax@zLx1?(hy — b){4Lyy (b? + bhy + hy?) + 3Lyy(ay — 2Lyy) (b + hy) — 6Y¢[Les(b + hy — 2Ly1) + ay Ly |}
xT —

12Ly, Ly,
3 3 (56)
+ OmaxLx1 [Lyl (4yt - Lyl) - (Ly1 - b) (4yt —3b— Lyl)]
24Ly,"
Yt % yi—b %
M =f f o o xdxdy+f f o xdxdy 57
Ty Sy bt oy -2 (57)
4
Oman {Ls” [(b = 1,2)" = Lyn*] + 2Laablynas[b2 = 3Lya (b = Lys)] = 202°L0° (b — b)) (58)
T =
g 2411l
2.1.6Caso VIII
_ Yt % dxd Yt—LYI(izll_al) % dxd -
k= f Ly1x=as) f 4 oz0xay + f _1;11 (e=Ly1=y)La gzaxady (59)
Ye— ~ -3 Yt—Ly1 7+7Ly1
UmaxLyl [Lxl3 — Ly — a1)3] 60
R= z (60)
6L,
B Yt 2 dxd J’E—Lyl(%:l_al) % dd 61
Mar _f Ly1(Lx1—a1)fa1 ozyax y+J- 0, (Ve=Ly1=¥)La ozyaxay (61)
Y., T2 Ye—Ly1 7+—Ly1
M = OmaxLy1 [Lx14(4'yt - Lyl) — (Lyy — a1)3[4Lx1yt — Ly (Lyy — al)]] 62
e 241,
_ Yt 71 dxd Yt—Lyl(lLill_al) % dxd 63
S e | ety R B
Ye— Lot -3 Ye—Ly1 5+ Ly:
_ Jmaxa13Ly1(2Lx1 - al)
yT = 2 (64)
24L,,
2.1.7Caso IX
R Ve % ded yt_%:l_al) % . B
a f _Lyl(L’ﬂ_al)fal gzaxay +J‘ b a, (J/c—Ly1—y)Lx1 ozaxay ( )
Ye— [ -2 Ye— 7+L—yi
3 3 3 3 3
R= Omax {Lyl [Lxl = (Ly1 —aq) ] — Ly (Ly1 - b) } 66)
- 6L 2Ly
B Yt 2 dxd J’E—Lyl(%:l_al) % dxd 67
Myer _f Ly1(Lx1—a1)fa1 02yax y+J- a, (Ve=Ly1=¥)Lx1 gzyaxay ( )
)’c—L—xl -2 Ye—b 74.l‘—y1
3
Mo = Omax {Ly13{LX14(4yf - Lyl) = (Lyr — a1)3[4Lx1yt - Lyl(Lxl - al)]} - Lx14(Ly1 - b) (4yt —3b— Lyl)} ©9)
o 24L,, %Ly, "
_ Yt % dxd Yc—Lyl(l[‘,):l_al) % dxd 69
MyT _J- Lyl(Lxl_a1)J-a1 Oz Xax y+f a, (Yt—Ly1—y)Lx1JZx xay ( )
J’c—L—xl -2 Ye—b 7+L—y1
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_ Omax {a13Ly14(2Lx1 - al) - Lx13(Ly1 - b)3[2Ly1a1 - Lxl(Lyl - b)]}

My = (70)
T 24L,,%Ly,°
2.1.8Caso X
_ Y % dxd J’E—Lyl(lll,zll_al) % dxd
R _f Ly1(Lx1—a1)fa1 0z4% y+J- b a, (;Vt—Ly1—ZV)Lx1 ozaxdy
yt_L—xl 2 Ye— ?+L—yl (71)
b az
Yt 2
+ J- b 2Lx1(Ly1—b)—Ly1(a1—a2) a, , (yt_Lyl_y)Lxl szXdy
e 2Ly 2 Lys
3 3 3 3 3 3
R= Omax {8Ly1 [Lxl - (Lxl - al) ] - Lxl (Lyl - b) + [ZLxl(Lyl - b) - Lyl (al - az)] } (72)
B 48L,1°Ly,
. 5 e o
Mt _f Lyl(Lxl—al)fal ozydxdy +f .Ll (e=Ly1=y)La ozydxdy
Ve T2 Ye=b 7+T 73)
az
Ye=b 2
+f L 2Lxa(Ly1=b)=Ly1(a1-a3) Ja;  (Ve=Ly1=¥)Lxs o, ydxdy
Ye=b 201 21 Lyt
3
M Omax {Ly13a1 [Lx1(3Lx12 —3Lyay + a12)(4yt - Lyl) - Ly1(Lx1 - a1)3] - Lx14(Ly1 - b) (4yt —-3b— Lyl)}
T =
* 24Ly %Ly ° 74)
3
N Umax[ZLx1(Ly1 - b) - Lyl(al - az)] [ZLx1(4'yt —-3b- Lyl) + Lyl(al - az)]
384Ly; Ly,
. o nlleey g,
My _f Lyl(Lxl_al)fa1 oxdxdy +f ty (Ve-Lyr=3)lns o,xdxdy
2 " AT (75)
az
Ye—b 2
+ J- b 2Lx1(Ly1—b)—Ly1(a1—a2) J;.l ) (;Vt—Ly1—ZV)Lx1 UZdedy
Yem 2L, 21 Ly
3
Moo = Omax {a13Ly14(2Lx1 - al) - Lx13(Ly1 - b) [ZLylal - Lxl(Lyl - b)]}
yT = 24Lx12Ly13 6
3
+ Omax [ZLxl(Lyl - b) - Lyl(al - az)] [Lyl(al + 3(12) - 2Lx1(Ly1 - b)]
384L,,%Ly,°
2.1.9Caso XI

2Lx1(Ly1_b)_Ly1(a1+az) ap

R = o 2t : d dV + o 2 Zd dV
g,ax a,ax
b ZLxl(Lyl b) Ly1(a1 az) a, (Yt Ly1 y)Lxl z b ZLxl(Lyl b) Ly1(a1 a,) a,
V- >+ V- —

a2

2Ly Ly 201 (77)

Lyi(Lx1—@1) a4 ay

Y Lx1 2 Ve 5
+J- Ll+wazdxdy+f _MI_% o,dxdy
L

-b =1 =1
Yt 2 ) Yt [

R= Omax {4[Ly1a2 - Lxl(Lyl - b)]3 + Ly13[4Lx13 = 4(Lyy — a1)® +3az(a,” - azz)]} OmaxQ2 (Ly1 - b)(a1 —ay)

= (78)
24Ly %Ly, " 2Ly
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b 2Ly1(Lys—b)—Ly(as+a,) a, ay

4 2L 2 ye=b 2
M,r = = o,ydxdy + o,ydxd
xT b 2Ly1(Ly1—b)~Lyi(a1-az) a, (Ye=Ly1=y)Lx 24 Y 2Ly (Ly1=b)~Lys(as +a;) 2y Y
Ve 201 2 Ly, Ye=b 201 2
Lyi(lya—a)) ay a;
LR dxdy+ [ ? G ydxd
o,ydx o,ydx
a1 (ve- We—Ly1=Y)Lxr Y)Lx1 zY y Ly1(Lx1 a;) zY y
ye—b L1 SO PR 2
y1 x1

Myr =

Omax(4ye = 3b = Lys) {4]Ly10, = Lis (Lys = b))’ = 3Ly 2a5(ay — 43)[4La (Lys = b) = Ly (ay + a,)]}

96Ly1° Ly
Omax@z {4Las (Lys = b) = Lysas] = Ly1?(a12 = @,2)[3Laa (Lys — b) = 2Ly 1|}
96Ly1°Ly,
+ OmaxLy1 [Ly1(Lx1 —a;)* — 4Ly (Lyy — a1)% + Loy * (49 — Lyl)]
24L,,°

b 2Ly (Ly1=b)-Lyi(a1+ax) a, ay

M ” 2 ’ axdy+ [ ® oyxdxd
= o, xdx | Ozxdx
yr b 2Ly1 (Ly1=b)—Lys(a1—az) a, (Ve=Ly1=Y)Lx1 2 Y b 2Lyy(Lys—b)- Lyi(ai+az) | z y

Ve 201 2 Ly Ve 20,1

Lyi(lxi—a1) gy a,

¢ Lyt 2 dxd Ve 5 ed
+f a; (Ve=Ly1=y)lxs TaXx y+f Ly (Ly1— a1)f 2 XGXCY
Ye=b 7+L—y1 Ve 2
4 3
Omazx [LXI4(Ly1 — b) ~ 2a1LX13Ly1(Ly1 - b) - 2a23Lx1Ly13b + Ly14(a13 +a33)(2Lyy — a1)]

M =
T 24L,,%L,,°

2.1.10 Caso XII

2Ly1(Ly1=b)-Lys(as+a;) ay az

R 7 2 ’ dxd 7 ® ,dxd

= o,axdy + o,dx

_n (Yt Ly1=y)Lg1 % y b 2Ly1(Ly1=b)-Lys(as+a;) z y
Ye—hy Ly Y 201 2

_Ly1(Lx1 a1) a a;

t [ 71 Yt
+J- J;l (e-Ly1=y)Lxs szxdy+f Lys(Las— a1)J- o,dxdy
Y —Ly1 Ye— —Lxl 2

Omax{(ay + ¢7L2)2[Ly1(0t:l +a,) — 6Lx1(Ly1 - hy)] —24L,,a4a; (hy - b)}
4812
2 2
 Omax {6Ly105(Lys = )" = (Lys = hy) [2Las(Lys = hy) = 3Lya(as — a3)]}
12Ly,

R =

b 2Lx1(Ly1_b)_Ly1(a1+az) ap ap

Ye= 2L 2 ye=b 2
My = f a1+(Yt—Ly1—Y)Lx1 ozydxdy +fy . ZLxl(Lyl_b)_Lyl(a1+az)fa2 ozydxdy
27 L, = 2

Ly 2Lxq
Lyi(Lxi—a1)  ay a;

¢ Lx1 2 dxd Ve 5 ed
* f J;'l (yt—Lyl_y)Lxl ozydxay + J- Ly1(Lx1 a1)J. Gzyaxay
7 T-{—L—yl Yem 2

Myr =

UmaxLyl{(4yt B Lyl)Lxl4 - (Lxl B a1)3[Lx1(4‘yt B Lyl) + Lylal]} _ Omax xl(Lyl - b)3(4‘yt —3b— Lyl)

24L,,° 24Ly,"
, Omax[2La(Lys = b) = Lys (s = @) [2Lxy (492 = 35) = Lys 2Ly = @1 + )]
384L,,%Ly,°
 Omax[2Laa(Lys = b) = Lya(@y + @) [2Lys (49, = 3b) = Ly1 2Ly — a3 — @3]
384L,,%Ly,°
 Omax[2Laa(Lys = By) = Lya (a2 = @) [2La (42 = 3hy) = Lys 2Ly — a1 + a))]
384Ly, %Ly, "
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2Ly (Ly1=b)-Lyi(a1+ax) a, ay

2

Ye—b 2Ly, > Ye—b
M, = agyxdxdy + o,xdxd
yT _n ﬂ+(3’t_Ly1_J’)Lx1 Z y b ZLxl(Lyl_b)_Lyl(a1+a2) _ap z y
Yemlty 2 Ly Ve 20,1 2
Lyi(Ly1—a1) a a
%‘% 71 Ye 71
+ o, xdxdy + oyxdxd
-b ﬂ+(yt_Ly1_y)Lx1 z y _Ly1(Lx1—a1) _ay z y
Ye 2 —Ly1 Ye L 2

4 3
_ Omax [Lx14(Ly1 - b) - Zale13Ly1(Ly1 - b) - 2a23Lx1Ly13b + Ly14(a13 +a;3) 2Ly — a1)]

T 24L,,%L,,°

+ Omax [ZLxl(Lyl - hy) = Ly, (a; - az)]3[Ly1(a1 +3ay) - 2Lx1(Ly1 - hy)]
384Ly1 Ly,

2.1.11 Caso XIII

a Lyi(Ly1—a1) a a
R = Lo (L o,dxdy + o,dxdy + o,dxdy
Lyi(xi—ay) | ay —b ﬂ+(}’t—Y)Lx1_L —hyJ-%2
Yt La1 2 Yt 2 Ly x1 Yemhy 2

_ Omax {3a2Lx12Ly1 [(Lyl - b)z - (Lyl - hy)Z] - Ly13(Lx1 - a1)3}

R
6Ly1°Lyy
3
O {La® [Ly2® = (Lys = b)’| = 3a1a5Lss Lys*(hy — b)}
6Ly1°Lys”
Ye % J’t——Lyl(ll‘l):l_al) % Ye—b %
M,r = f _ f o,ydxdy + f f _ o,ydxdy + f o,ydxdy
%‘%}ial) —% Ye=b ﬂ‘*‘%‘%ﬂ Yye—hy —%
M Omax{azhy®[2hy — 3(Lyy + yi)] + b?[2b(Lyy — az) + 3ay(Lys + y:)]}
xT 6Ly1
N Omax(Lx1 — a1)3[Ly1(Lx1 —ay) - 4Lx13’t] N Umaxaz(b - hy)[z}’t(al —2Lyy) — a1(b + hy)]
24Ly,* 4L,
3
. OmaxLnt [2Ly12(2Ly1yt —3b2) — 3b* — 4y,(Ly; — b) ]
24Ly,°
Yt % yt_—Ly1(i>;11—a1) % Ye—b %
MT=f _ f oxdxdy+f f dexdy+f f o,xdxdy
Y Yt_Lyl(lZ;ll a1) _% ‘ Ye—b %+(ytzi’/3Lxl—Lx1 ‘ ye—hy _% ‘

_ Omax {Lxls(Lyl - b)3[Lx1(Ly1 - b) - 2a1Ly1] + Ly13[a13Ly1(2Lx1 - al) + 2a23LX1(hy - b)]}

T 24L,,%L,,°

2.1.12 Caso XIV

a

e o Ye=b 2
R =fy bfal o,dxdy +J;] . ZLxl(Lyl_b)_Lyl(a1+az)fa2 o,dxdy
t— t

x1 2

2Ly1(Ly1—b)—Lyi(as+ay) a,

4 ye=b 2Le1 2 dxd
0,dx
_p Pa(lyi=b)=Ly1(a1-02) Jay =Wy, * y
Yt 2 7 Iy x1

b

X1

_ Umax{Ly12a23 + 3Ly12a2(2Lx1 —a;)? —12Ly1b(a; — az)[Ly1(a1 —2Ly) + Lx1b]}

R 2
2412 Ly,
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a; “
= g 2 e 2
My J' J- . o,ydxdy f 2ha(Lye—b) Ly (@s--as) f : o,ydxdy
Ye=b =5 Ye=b GTo _g
97)

2Ly1 (Ly1=b)~Lyi(as+az) ap

Ye=b 20 > ed

+ o,ydx

b 2Ly1(Ly1=b)=Ly1(a1=a2) Ja,  (ye=y)Lys . zyaxay
ye 2Lyq 2" Lyq x1

2
_ Omax {azLy13[a1a22 - (ZLxl - a1)3] - 24‘Lx13yt(a1 - az)(Lyl - b) }

Myr =
* 48Ly; Ly,
_ Omax{b(as = a3)[3Ly1a1 2y: = b) + 2L b(3Lys — 2D)]} ©08)
12Ly1Lyy
+ TmaxLy1{3a1yela1a; + 4Ly (Ley = a5)] = a5°(Lys — vi)}
24L,,°
Ve % Ye=b %
Myr =f fal o,xdxdy +J- ZLX1(Ly1_b)_Ly1(a1+a2)J-az o,xdxdy
nebie yeeb 2 -7
ZLxl(Lyl_b)—Lyl(a1+a2) a, (99)
yeob 2Ly 2 dxd
+ f 2Ly1(Lys—b)—Lyi(a;—a,) Ll =)Ly ozxaxay
b 2Ly 27 Lyy Ly1
Omax{2La1[0:°b + a5*(Lys — b)] - Ly1 41057}
Myr = 2 (100)
24L,,
2.1.13 Caso XV
Yt % Ye—b %
R = f fal o,dxdy + J- 2Lx1(Ly1—b)—Ly1(a1+a2)faz o,dxdy
Ye=b /=5~ Ye—b cTo _%2
p_2ln(lyi=b)-Lyi@ita) a (101)
+ f " Hon z dxd
_ ozaxay
Ye—hy o O LﬁLxl_Lm
3 2 2
R Omax {ZLxl [Ly13 — (Lyl — hy) ] - 3Ly1(a1 - az) [Z(Lyl - b) — (Lyl — hy) ]}
- 2
12L,, 2 o
_ Umax{6Lx1(a1 - az)[4a1b —hy(a; — az)] + Ly [(Lx1 —a; —ay)® —12L%(a; — az)]}
48L,, 2
Ve % Ye=b %
My = f J-al o,ydxdy +f 2Lx1(Ly1_b)_Ly1(a1+a2)faz o,ydxdy
S b 2 =
2Ly1(Ly1=b)=Lyi(a:1+az) a, (103)
+ f e o z dxd
ozyaxay
Ye—hy = +(yt;j,?LX1_LX1 z
3
My = Jmax {[LXI(LYI =b) = Ly1ay] " [Lx1 (43¢ = 3b) = Lys (Ley = @1)] = Ly * (Lax — @1)*[4Larye = Lya (La — al)]}
T 24Ly; Ly, "
3
+ Imax [LX1Ly13(4yf = Ly1) = Ly1(Lys = b) " (4y. — 3b — Lyl)]
24Ly,*
3
4 Fmax2Lxa (Lys = b) = Ly1 (@3 = az)][2Ly (4ye = 3b) = Lys (2Ls = 01 + )] (104)
384Ly, %Ly, "
3
_ Omax[2Li1(Lyr = b) = Ly1 (a1 + @)] " [2Lsy (49, — 3D) — Ly1 2Ly — a4 — a5)]
384Ly, %Ly, "
3
B O'max[ZLxl(Lyl - hy) —Lyi(a; — az)] [2Lx1(4-yt - 3hy) — Ly 2Ly —ay + az)]
384Ly; Ly,
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Ye=b

az

a4
Y 2 -
Myr =f fal o,xdxdy +f ZLX1(Ly1_b)_Ly1(a1+a2)faz o,xdxdy
Ye=b =% Ve—b — _a;
b 2Ly (Ly1=b)-Lyi(a1+ay)  a, (105)
+ f o o z dxd
oyxdxdy
Ye—hy = +(ytzzzLx1_Lx1 z
3
o Omax {16a13Lx12Ly1(2Lx1 —a;) + [2Ly1(Lys — b) = Lys(ay — az)] " [Lys(ay + 3az) — 2Lys (Lys — b)]}
a 384L,,°Ly,°
3 3
Imax {LX13(L3’1 = b) [2Ly1a1 = Laa (Lys = b)] + [Laa (Lys = b) = Lysaa ] [Lya s + Laa (Lya — b)]}
B 2 3
i 24Lyy°Ly, 106)
_ Omax| 2L (Lys = b) = Ly1 (a1 + ap)] [Lys (a1 = 3a5) = 2Ly (Lys = D)]
384L,,%Ly,°
3
B Omax|2Lx1(Lys — hy) — Lys(ay — a2)| [Ly1(as + 3a,) — 2Ly (Lyy — hy)]
384Lyy%Ly,°
2.2 Casos especiales Omaz(Lys = Ve + )
o, = I (109)
y

Hay dos casos: Caso X) cuando los momentos M,; y M
son cero; Caso Y) cuando los momentos M,; y M, son cero.

22.1.Caso Y

La Fig. 5 muestra los tres casos posibles para una zapata
combinada en forma de T sometida a una carga axial y un
momento alrededor del eje X proporcionado por cada
columna (M,; y M, son cero).

Para el caso Y-I, se asume que toda la superficie inferior
de la zapata estd comprimida y se utilizan las Ec. (15) a (22).

Para los casos Y-IIA y Y-IIB, se asume que toda la
superficie inferior de la zapata estd parcialmente
comprimida.

Las presiones generadas por el suelo sobre la zapata se
determinan mediante la ecuacion general del plano de
presiones, a partir de tres puntos conocidos.

Ahora, los tres puntos conocidos del plano de presion son:

P1 (%'yt' Umax)i P2 (_%')’t' Umax)i p3 (%')’t

(107)
— Ly1,0)

La ecuacion general del plano de presion se determina de
la siguiente manera:

a,
X—7 Y=Yt 0z~ Omax
—a, 0 0 (108)
a — a4y
2 _Lyl ~Omax

Resolviendo el determinante de la Ec. (108) se obtiene la
presion en cualquier punto “o.”:

65

Para el caso Y-IIA, las ecuaciones para R y M,r son:

a az
Yt 2 Ye=b 2
R= 2f f o, dxdy + 2[ f o,dxdy (110)
y¢=b 70 Ye—Ly1 V0
Omax [016(2Ly; = b) + ay(Lys — b)’]
R = d id (111)
2Ly1
Ye % Ye=b %
Myr = Z-f f o,ydxdy + 2f f o ydxdy  (112)
ye=b 70 Y=Ly, Y0
Myr
_ O'maxb(a1 - az)[sz + 6Ly1yt - 3b(Ly1 + yt)]
6Ly, (113)
+ Jmax{azLylz(?’yt - Lyl)}
6Ly1

Para el caso Y-IIB, las ecuaciones para R y M7 son:

a

Yt 2
R= 2f f o,dxdy (114)
Y=Ly, 70
JmaxalLyl
= - 7 115
5 (115)
Y 71
Myr = 2f f o,ydxdy (116)
Yt—Ly1 70
Omax1Ly1(3y: — L
MxT — max“1 yl( Yt yl) (117)

6
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(a) Caso Y-1

(c) Caso Y-1IB

Figura 5. Caso Y para flexion uniaxial.
Fuente: Autores.

2.2.2.Caso X

Limitadas en las dos columnas: L; = ¢,/2 'y L, = ¢3/2.
Nota: ¢;y c3 son los lados de las columnas en la direccion

Para una zapata combinada en forma de T sometida a Y.

carga axial y un momento alrededor del eje Y proporcionado
por cada columna (M,; y M;> son cero).

Para el caso X, se deben utilizar todas las ecuaciones de
la flexion biaxial, porque puede existen un momento
resultante M.r.

2.3 Area optima para zapatas combinadas en forma de T

La superficie minima (funcion objetivo) para todos los

casos es:
Apin = (aq — az)b + ah,, (118)

En la Tabla 1 se muestran las ecuaciones de las funciones
de restriccion para la flexion biaxial en cada caso.

Las funciones que deben limitarse en la direccion del eje Y son:

No limitadas: L; > ¢;/2y L, > c3/2.

Limitadas en la columna 1: L; = ¢;/2y L, > ¢3/2.

Limitadas en la columna 2: L; >c¢i/2y L2 = ¢3/2.
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Tabla 1.
Funciones de restriccion para flexion biaxial.

Caso Funciones de restriccion
1 Ec. (1)-(5), (7)-(9), (15)-(22), 0 < 0y, 02, 03, 04, Os, O, G7, O3 <
o-max
11 Ec. (1), 2), (7)-(9), (24), (26), (28), L,; <b, Ly; <a;
11 Ec. (1), (2), (7)-(9), (30), (32), 34), Lys 2 b, Lu < a;
v Ec. (1), 2), (7)-(9), (36), (38), (40), L,; > b, L,; <a;
\ Ec. (1), (2), (7)-(9), (42), (44), (46), L,; = hy, L.y <a;
\z! Ec. (1), (2), (7)-(9), (48), (50), (52), Lys Z hy, Ly1 < a;
VII Ec. (1), (2), (7)-(9), (54), (56), (58), L,; > h,, Ly <a;
Vi Ec. (1), 2), (7)-(9), (60), (62), (64), L,; <b, L,; > a;
X Ec. (1), (2), (7)-(9), (66), (68), (70), L,; 2 b, Ly = a;
X Ec. (1), (2), (7)-09), (72), (74), (76), L,; 2 b, Ly 2 a;
XI Ec. (1), 2), (7)-(9), (78), (80), (82), L,; > b, Ly; > a;
XII Ec. (1), (2), (7)-(9), (84), (86), (88), L,; 2 b, Lu = a;
XIII Ec. (1), 2), (7)-(9), (90), (92), (94), L,; > b, L,; > a;
XV Ec. (1), (2), (7)-(9), (96), (98), (100), L,; > b, L,; > a;
XV Ec. (1), 2), (N-(9), (102), (104), (106), L\, 2 b, Ly > a,

Nota: en todos los casos debe incluirse i, = L; + L + Ly, h,>b, L; <b/2, a;
< aj.
Fuente: Autores.
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Tabla 2.
Funciones de restriccion para flexion uniaxial.

Tabla 4.
Ejemplo 2 para P; = 1250 kN, P, = 250 kN, M,; = 0 kN-m, My, = 0 kN-m,

Caso Funciones de restriccion M,; =200 kN-m, M, = 200 kN-m.

Y-1 Ec. (1)-5), (D-9), (15)-(22), 0< 61, 03, 63, 04, 75, G, 07, O < O Amin

Y-IIA Ec. (1), 2), (1)-(9), (111)-(113), L,; > b, L,; <h, Caso (m?)

Y-1IB Ec. (1), 2), (7)-(9), (115)-(117),L,; <b Extremos Limitado Limitado Limitado
Nota: en todos los casos debe incluirse i, = L; + L + Ly, h,>b, L; <b/2, a; < a,. libres enL; en L enL;yL;
Fuente: Autores. I 12.57 12.80 12.57 12.80

11 45.00 * * *

. . * *

En la Tabla 2 se muestran las ecuaciones de las funciones R} g gi . 15,;53 N

de restricci(')p para la flexion qnigxial en cada.casoi. . v 15.26 * 15.26 *
Las funciones que deben limitarse en la direccion del eje VI 15.37 12.25 12.90 12.90

Y son las mismas que las de flexion biaxial. VI 15.06 * 15.05 *
VIII 22.45 22.45 22.45 22.45
. L. IX 12.56 15.82 12.56 15.82
1 Ejemplos numéricos X 13.61 13.79 13.61 13.79
XI 15.66 15.48 10.40 15.48

Tres ejemplos numéricos se muestran para zapatas combinadas X1l 13.15 * 13.51 *
en forma de T que soportan dos columnas, y cada ejemplo presenta igg g'gg i ;g; g'gg };g
cuatro tipos de restricciones, las restricciones son: La restriccion 1 XV 11.88 1278 11.14 12.16

es para lados sin restricciones (L; > c/2 y L> > cy/2); La restriccion
2 es para un lado limitado en la columna 1 (L; = ¢//2y L> > ¢3/2);
Larestriccion 3 es para un lado limitado en la columna 2 (L; >¢;/2
y L> = cy/2); La restriccion 4 es para dos lados limitados (lados
opuestos) (L; = ¢//2'y L, = ¢3/2). El ejemplo 1 es para una zapata
combinada en forma de T sometida a carga axial y momentos en
los ejes X e Y debido a las columnas. El ejemplo 2 es para una
zapata combinada en forma de T sometida a una carga axial y un
momento en el eje Y debido a las columnas. El ejemplo 3 es para
una zapata combinada en forma de T sometida a una carga axial y
un momento en el eje X debido a las columnas.

Los datos para el ejemplo 1 son: ¢; =0.40 m, c3=0.40 m, P; =
1250 kN, P> = 250 kN, My; = 300 kN-m, M2 = 150 kN-m, M,; =
200 kN-m, My, = 200 kN-m, L = 6.00 m, Gyax = 200 kN/m?’. Los
datos para el ejemplo 2 son los mismos que los del ejemplo 1, pero
My = 0 kN-m, My> = 0 kN-m. Los datos para el ejemplo 3 son los
mismos que los del ejemplo 1, pero M,; = 0 kN-m, M, = 0 kN-m.

La Tabla 3 presenta los resultados del ejemplo 1.

La Tabla 4 presenta los resultados del ejemplo 2.

La Tabla 5 presenta los resultados del ejemplo 3.

Tabla 3.
Ejemplo 1 para P1 = 1250 kN, P2 =250 kN, Mx1 = 300 kN-m, Mx2 = 150
kN-m, Myl =200 kN-m, My2 =200 kN-m.

Amin
(m?)
Caso Extremos Limitado Limitado Limitado
libres en L; en L; enL;yL;
I 13.11 17.10 13.11 17.10
11 45.00 * * *
111 15.85 * 15.85 *
v 21.93 * * *
A% 15.62 * 15.62 *
VI 11.59 11.73 11.59 15.51
Vil 15.53 * 15.53 *
VIII 23.45 22.36 23.45 22.36
IX 12.61 16.78 12.61 16.78
X 14.09 14.46 14.09 14.46
XI 12.98 16.58 12.98 16.58
XII 14.94 * 14.94 *
XII 12.88 16.46 12.88 16.46
X1V 13.12 13.44 13.12 13.44
XV 12.71 * 12.71 *

Note: * No hay solucion disponible.
Fuente: Autores.
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Note: * No hay solucion disponible.
Fuente: Autores.

Tabla 5.
Ejemplo 3 para P; = 1250 kN, P> = 250 kN, My; = 300 kN-m, M., = 150 kN-
m, M,; =0 kN-m, M,, =0 kN-m.

Amin
(m?)
Caso Extremos Limitado Limitado Limitado
libres en L; enL; enL;yL;
Y-I 11.50 16.74 11.50 16.74
Y-IIA 11.34 11.87 11.34 11.87
Y-1IB 15.00 18.70 15.00 18.70

Fuente: Autores.

2 Resultados y Discusiéon

Los resultados de la Tabla 3 muestran lo siguiente:
El valor de “A..»” es el mismo para las restricciones 1 y
3, excepto en los casos II y IV que no hay solucion
disponible en la restriccion 3.
El valor de “4,.i,” es el mismo para las restricciones 2 y
4, excepto en el caso VI que si hay solucion disponible,
pero es diferente.
Las areas minimas “A,” se presentan en el caso VI para
las restricciones 1, 2 y 3, y en el caso XIV para la
restriccion 4.

Los resultados de la Tabla 4 presentan lo siguiente:
El valor de “A..»” es el mismo para las restricciones 1 y
3, excepto en los casos Il y IV que no hay solucion
disponible en la restriccion 3, y también para los casos
III, VI, VII, XI XII, XV estos son diferentes.
El valor de “Auix” es el mismo para las restricciones 2 y
4, excepto en los casos VI y XV que si hay solucion
disponible, pero estos son diferentes.
Las areas minimas “A,;,” se presentan en el caso XV
para la restriccion 1, en el caso VI para la restriccion 2,
en el caso XI para la restriccion 3 y en el caso XV para
la restriccion 4.

Los resultados de la Tabla 5 muestran lo siguiente:
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El valor de “A,.»” es el mismo para las restricciones 1y 3.
El valor de “A,.»” es el mismo para las restricciones 2 y 4.

N —

En las Tablas 6-8 se muestran en detalle las propiedades
mecanicas y geométricas de los casos que presentan las areas

3. Las areas minimas “A.,” se presentan en el caso Y-IIA para minimas de cada ejemplo.
todas las restricciones.

Tabla 6.
Propiedades mecdnicas y geométricas de los casos que presentan las dreas minimas del ejemplo 1.
Caso R M Myr L; L Lyt Ly a; a: b hy Y Amin
(kN) (kN-m) (kN-m) (m) (m) (m) (m) (m) (m) (m) (m) (m) (m?)
Extremos libres
VI 1500 2034.12 400 0.20 0.20 0.92 6.40 3.38 1.00 2.18 6.40 2.26 11.59
Limitado en L,
VI 1500 2663.63 400 0.20 1.19 0.92 7.39 3.32 1.00 1.87 7.39 2.68 11.73
Limitado en L
VI 1500 2034.12 400 0.20 0.20 0.92 6.40 3.38 1.00 2.18 6.40 2.26 11.59
Limitadoen L;y L
XIV 1500 1328.82 400 0.20 0.20 21.83 6.83 8.04 1.00 1.00 6.40 1.79 13.44
Fuente: Autores.
Tabla 7.
Propiedades mecdnicas y geométricas de los casos que presentan las dreas minimas del ejemplo 2.
Caso R M Myr L; L Lyt Ly a; a: b hy Y Amin
(kN) (kN-m) (kN-m) (m) (m) (m) (m) (m) (m) (m) (m) (m) (m?)
Extremos libres
XV 1500 1095.78 400 0.25 0.20 50.00 5.54 6.44 1.00 1.00 6.45 1.98 11.88
Limitado en L,
VI 1500 4437.68 400 0.20 3.78 0.92 9.98 3.27 1.00 1.00 9.98 4.16 12.25
Limitado en L
XI 1500 0 400 4.20 0.20 8.40 20.05 1.00 1.00 10.40 10.40 5.20 10.40
Limitadoen L;y L
XV 1500 1081.82 400 0.20 0.20 38.73 5.50 6.76 1.00 1.00 6.40 1.92 12.16

Fuente: Autores

Los resultados de la Tabla 6 muestran lo siguiente:

Todos los valores son iguales para las restricciones 1y 3.

2. El valor menor de “a,” se encuentra en la restriccion 2 y
el mayor en la restriccion 4. Todos los valores de “a>” son
iguales. El valor menor de “b” se encuentra en la
restriccion 4 y el mayor en las restricciones 1y 3. El valor

[u—

Tabla 8.

mayor de “A,” se encuentra en la restriccion 2 y el menor
en las restricciones 1, 3 y 4.

3. El area minima “A,;” aparece en el caso VI para las
restricciones 1 y 3, y la mayor aparece en el caso XIV
para la restriccion 4.

Propiedades mecdnicas y geométricas de los casos que presentan las dreas minimas del ejemplo 3.

Caso R My Myr L; L Ly; ar a:z b hy »t Amin

(kN) (kN-m) (kN-m) (m) (m) (m) (m) (m) (m) (m) (m) (m?)
Extremos libres

Y-IIA 1500 1476.28 0 0.50 0.20 6.44 5.64 1.00 1.00 6.70 2.18 11.34
Limitado en L,

Y-1IA 1500 1582.81 0 0.20 0.20 5.12 6.47 1.00 1.00 6.40 1.96 11.87
Limitado en L;

Y-1IA 1500 1476.28 0 0.50 0.20 6.44 5.64 1.00 1.00 6.70 2.18 11.34

Limitadoen L; y L:
Y-1IA 1500 1582.81 0 0.20 0.20 5.12 6.47 1.00 1.00 6.40 1.96 11.87

Fuente: Autores

Los resultados de la Tabla 7 muestran lo siguiente:

1. El valor menor de “a;” se encuentra en la restriccion 3 y
el mayor en la restriccion 4. Todos los valores de “a,” son
iguales. El valor mayor de “b” se encuentra en la
restriccion 3 y el menor en las restricciones 1, 2 y 4. El
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2. El area minima “Aun

valor mayor de “A,” se encuentra en la restriccion 4 y el
menor en la restriccion 4.

” aparece en el caso XI para la
restriccion 3, y la mayor aparece en el caso VI para la
restriccion 2.
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Apin Avin
m? m?
Tipo E libres LimitadoenL,  LimitadoenI, LimitadoenL,yL, Tipo E libres LimitadoenI, LimitadoenL, LimitadoenL,yL,
EMA BNM EMA mNM
(a) Ejemplo 1 (b) Ejemplo 2

Amin
m?

Extremos libres

Tipo

LimitadoenL,

mMA mNM

LimitadoenLZ, LimitadoenL;yL,

(c) Ejemplo 3

Figura 6. Comparacion entre el MA y el NM.
Fuente: Autores.

La restriccion 3 muestra una zapata combinada
rectangular.

Los resultados de la Tabla 8 muestran lo siguiente:
Todos los valores son iguales para las restricciones 1 y 3,
y para las restricciones 2 y 4.

El valor menor de “a;” se encuentra en las restricciones 1
y 3, y el mayor en las restricciones 2 y 4. Todos los
valores de “a»” son iguales. Todos los valores de “b” son
iguales. El valor mayor de “Ah,” se encuentra en las
restricciones 1 y 3, y el menor en las restricciones 2 y 4.
El 4rea minima “4,.;,” aparece en el caso Y-IIA para las
restricciones 1 y 3, y la mayor aparece en el caso Y-IIA
para las restricciones 2 y 4.

La Fig. 6 muestra la comparacion entre el MA (modelo
actual) y el NM (nuevo modelo).

En los tres ejemplos se muestra un ahorro utilizando el
NM con respecto al CM. Para el ejemplo 1, el mayor ahorro
se produce con un 31.40% al limitar L,. Para el ejemplo 2, el
mayor ahorro se produce con un 17.26% al limitar L,. Para el
ejemplo 3, el mayor ahorro se produce con un 29.09% al
limitar L; y L.

5 Conclusiones

El modelo presentado en este documento aplica
unicamente para el area minima de una zapata combinada en
forma de T que soporta dos columnas alineadas sobre el eje
longitudinal. Las consideraciones de este trabajo son: la
zapata es rigida y el suelo que soporta a la zapata es elastico

69

y homogéneo, que cumple con la flexion biaxial, es decir, la
variacion de la presion del suelo es lineal.

Algunos autores presentan las ecuaciones para encontrar
las dimensiones y la superficie minima de una zapata, pero
toda la superficie de la zapata estd comprimida (ver Caso |
para los tres ejemplos.

El presente trabajo concluye lo siguiente:

El modelo propuesto presenta la superficie minima y las
funciones de restriccion para los quince casos posibles
(flexion biaxial) y los tres casos posibles (flexion
uniaxial).

El modelo puede ser utilizado como una revision de la
capacidad de carga admisible del suelo, tomando en
cuenta la funcion objetivo “oma”, y 1as mismas funciones
de restriccion para flexion biaxial o flexion uniaxial.
Los ejemplos muestran un ahorro significativo con el
nuevo modelo en comparacion con el modelo actual,
como se puede observar en la Fig. 6 de las
comparaciones, se tener un ahorro econdémico para el
ejemplo 1 del 31.40%, para el ejemplo 2 un ahorro del
17.26%, y para el ejemplo 3 un ahorro del 29.09%.

La principal ventaja de este estudio es que impacta
directamente en el costo de construccion de la zapata, ya
que, al presentar menor area de contacto con el suelo,
genera menor volumen de relleno de zapata.

El modelo propuesto puede utilizarse para zapatas
combinadas rectangulares; simplemente se establece a;
=ayy b=h,.
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6. Cuando M, es cero, la fuerza resultante se encuentra a
lo largo del eje X (véase la Tabla 7).

7. Cuando M,r es cero, la fuerza resultante se encuentra a
lo largo del eje Y (véase la Tabla 8).

8. El modelo puede utilizarse para las siguientes
consideraciones:
a) Lados sin restricciones (L; > ci/2y L2 > ¢3/2).
b) Un lado restringido en la columna 1 (L; = ¢;/2y L

> c3/2).

¢) Un lado restringido en la columna 2 (L; >¢;/2y L,
= C3/2).

d) Dos lados restringidos (lados opuestos) (L; = ¢;/2y
L= C3/2).

Las siguientes investigaciones pueden ser:

1. Disefio de costo minimo asumiendo que el area de
contacto con el suelo esta parcialmente comprimida.

2. Area minima para zapatas combinadas de correas
asumiendo que el area de contacto con el suelo esta
parcialmente comprimida.

3. Area minima para zapatas en suelos arenosos como se
muestra en la Fig. 1(a).

4. Area minima para zapatas en suelos arcillosos como se
muestra en la Fig. 1(b).
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