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El cldsico modelo de valoracidén de opciones europeas de Black y Scholes
(1973) supone que los retornos logaritmicos de un activo financiero
se distribuyen normalmente, no obstante varios estudios empiricos
muestran, primero, que esta distribucidn puede ser asimétrica y tener
“colas pesadas” y, segundo, que la varianza del precio del activo no
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Abstract

Villamil, Jaime. “Models of valuation of European options in continu-
ous time”, Cuadernos de Economia, v. xxv, n. 44, Bogota, 2006, pages
177-196

Black and Scholes’ (1973) classic model of valuation of European op-
tions assumes that the logarithmic returns of a financial asset are
distributed normally, even though several empirical studies show,
first, that this distribution may be asymmetric and have “heavy tails”,
and second, that the variance of the price of the asset is not finite.
This article presents the numerical implementation of three alterna-
tive models: constant elasticity of variance (1976), jump-diffusion
(1976), and stochastic volatility (1987).

Key words: stochastic differential equations, Itd’s lemma, valuation
of options, Monte Carlo simulation. JEL: C15, C63, G13.

Résumé

Villamil, Jaime. “Modeles d évaluation d options européennes en temps
continu”, Cuadernos de Economia, v. xxv, n. 44, Bogota, 2006, pages
177-196

Le modele classique d’ évaluation des options européennes de Black et
Scholes (1973) suppose que les retours logarithmiques d ‘un actif finan-
cier se distribuent normalement, cependant plusieurs études empiriques
montrent, tout d’abord, que cette distribution peut étre asymétrique
et avoir « des queues lourdes » et, ensuite, que la variance du prix
de 17actif n’est pas finie. Cet article présente la mise en application
numérique de trois modéeles alternatifs : 1°élasticité constante de la
variance (1976), jump-diffusion (1976) et la volatilité stochastique
(1987) .

Mots clés : équations différentielles stochastiques, devise de Itd,
évaluation d’options, simulation de Monte Carlo. JEL: Cl15, C63,
G13.



En 1969 Black y Scholes ya habian concebido la hoy famosa ecuacién para
determinar el precio “justo” (de no arbitraje) que un inversionista debe
pagar por el derecho a comprar o vender un activo financiero (con unas
caracteristicas particulares) en un tiempo pactado previamente. El articulo
fue rechazado en dos revistas importantes: Journal of Political Economy y
Review of Economics. S6lo hasta 1973, después de hacer unas modificacio-
nes por sugerencia de Merton Miller y Eugene Fama, fue publicado en la
primera de las revistas mencionadas.

Una de las implicaciones de la hipétesis de los mercados eficientes formulada
por E. Fama (1969) es que ningun especulador en promedio podria ganar
sistemdticamente mds que el mercado. En otras palabras, estos mercados no
son predecibles. Esta conclusién se puede confirmar empiricamente cuando se
ajustan modelos propuestos por la teorfa de las series de tiempo lineales a las
variables financieras. En el caso de tipos de cambio, con mayor frecuencia, se
muestra que el paseo aleatorio es el que mejor logra explicar los datos. Esto quiere
decir que el valor futuro del precio de un activo no guarda relacién lineal con
su historia, por esta razén el conocimiento del comportamiento en el pasado
no aporta informacién para dilucidar su comportamiento en el futuro. Algunos
autores han buscado en teorfas mds complejas resultados que contradigan dicha
hipétesis: la teorfa del caos admite que el aparente comportamiento voldtil de
una variable puede ser generado por una ecuacién en diferencias o diferencial
deterministica, las series de tiempo no lineales buscan una relacién no lineal es-
pecifica (Tong 1990) y las redes neuronales (que simulan las neuronas bioldgicas
y sus conexiones mediante funciones de activacién no lineales como la funcién
logistica y la tangente hiperbélica) dan lugar a relaciones altamente no-lineales
entre unas variables explicativas y otras explicadas. El primer trabajo que aplicé
redes neuronales a temas financieros fue el de White (1988).

Sise acepta la hipétesis de los mercados eficientes se debe aceptar también al
paseo aleatorio (en tiempo discreto) y al movimiento browniano (en tiempo
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continuo) como los “mejores” modelos para explicar el comportamiento de
las variables financieras, esto pese a que no son utiles para fines predictivos.
Bachelier (1900) fue el primero en incorporar el movimiento browniano o
proceso Gauss-Wiener estdndar como explicacién del comportamiento de
las variables financieras, esta propuesta fallé porque este proceso estocdstico
permitia valores negativos para los precios de los activos financieros. Mucho
tiempo después Black, Scholes y Merton asumieron como proceso estocds-
tico el movimiento browniano geométrico que eliminaba esa desventaja.

En el principal planteamiento de valoracién de opciones en tiempo discreto
(el drbol binomial) también estd presente la idea de Fama. En este modelo
Cox, Ross y Rubinstein (1979) asumen que en un periodo el precio de un
activo se puede incrementar en un factor 4 con probabilidad p y decrecer
en 4 con probabilidad 1 - p, y asi sucesivamente para varios periodos Az
en los que se particione el intervalo de tiempo que existe desde la firma del
contrato hasta el vencimiento [# 7]. Este articulo presenté la férmula de
Black-Scholes como un caso limite del 4rbol binomial cuando el valor Az
se hace infinitamente pequefio.

ANALISIS DE BLACK - SCHOLES

El supuesto mds importante de estos autores es que el comportamiento del
precio de un activo sigue un movimiento browniano geométrico (MBG).
Para entenderlo es preciso conocer las propiedades del llamado movimiento
browniano o proceso Gauss-Wiener estdndar.

Definicidén 1: se dice que el proceso estocdstico {W/, £ = 0} con respecto a
la filtracién It es un proceso Gauss-Wiener si cumple':

* W = 0 con probabilidad uno
¢ {W'W}~N(Oat—5)

* Las variables aleatorias {W,- W} y {W, - W} soniidvs<r<u<wv
(incrementos independientes)

o {W,.,.- W}¥= W, (incrementos estacionarios)

* Las trayectorias de W, son continuas con probabilidad uno

1 En esta definicién se asume que el espacio de probabilidad (R, S, P) estd dado.
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El andlisis que hacen Black y Scholes (1973) se sostiene en las siguientes
hipétesis: (a) no hay costos de transaccidn, (b) los precios se forman con-
tinuamente, (c) no hay restricciones a la venta en corto?, (d) las tasas de
captacién y de colocacién de recursos en una economia son iguales y se
usa como proxy de la tasa de rendimiento de un activo libre de riesgo, esta
tasa se supone conocida y constante, (e) el activo subyacente a los derivados
financieros no paga dividendos, (f) el MBG es el proceso que se asume rige
el precio del activo, y (g) la opcién sélo puede ser ejercida al vencimiento,
es decir, trata dnicamente con opciones europeas’.

El andlisis de Black y Scholes considera un bono B como activo libre de
riesgo y la evolucién su precio, con base en el supuesto (d), se representa
por medio de un proceso deterministico:

dB = rBdt donde r es la tasa de rendimiento del bono [1]

Resolviendo la ecuacién diferencial ordinaria [1] se tiene una ecuacién de
comportamiento deterministica:

B, = Bye" (2]

Si 8 es el precio del subyacente en el tiempo 7 segin el supuesto (f), este
se representa por la expresion:

AS = uSds + aSAW 3]

Donde i es el retorno logaritmico esperado, 0 la desviacién estdndar de los
retornos logaritmicos de S; y Wes un proceso Gauss-Wiener. La ecuacién
diferencial estocdstica [3] describe el comportamiento de una variable que
sigue un movimiento browniano geométrico®.

2 Se dice que hay venta en corto cuando un inversionista vende un activo financiero que ha
conseguido prestado de otro inversionista.

3 Una opcidn es un derecho —mas no una obligacién— de comprar o vender un activo (con
unas caracteristicas predefinidas) en un tiempo futuro. Desde el punto de vista del ejercicio
de dicho derecho, si el contrato establecido permite hacerlo efectivo sélo al vencimiento se
habla de opcidn ‘europea, si se ofrece la libertad de ejercerlo en cualquier momento desde
la firma hasta el vencimiento se habla de opcién ‘americana’.

4 A una expresién del tipo dX = u(X, 9)dr + o(X, 1)dW donde u(-) y o(-) son funciones de
valor real y Wun proceso Gauss-Wiener se le conoce como ecuacién diferencial estocdstica
(EDE). Su solucidn requiere de la aplicacién del Lema de It6.
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Las expresiones [2] y [3] deben ser evaluadas en el intervalo [# 7] que
indica el tiempo hasta el vencimiento de contrato (7) a partir de su firma
en un tiempo ().

Definicién 2 (Lema de Itd): sea un proceso estocdstico X, que satisface 4X
= u(X, t)dr + o(X, )dW'y f(X, #) una funcién no aleatoria con derivadas
parciales continuas, entonces la variable ¥, = f(X; #) sigue un proceso esto-
cdstico que viene dado por:

av =T vy &+ Loy g;g]dt + o(x.0) Faw 4]

Si se supone la funcién ¥; = In(S) y se aplica el Lema de Itd para resolver
la EDE [3] se tiene:

dy = [ﬂ - %z]dt + oaw (5]

Integrado [5] se sigue:

/Ykz[,u—%z]fdk+o"/de 6]
Resolviendo’:
S, = Soexp[<,u - %Z)I + O'W] (7]

Se sabe que la funcién de pago de una opcién call europea en cualquier
momento antes del vencimiento (7'- 2) es C(S,, T - 1) = Max(S, - E, 0) y de
una opcién put europea es (S, T'- £) = Max(E - S,, 0) donde E es el strike o
precio de ejercicio de la opcidn. El interés fundamental del andlisis de Black
y Scholes es encontrar una funcién C{(-) en el caso de la opcién call (o una
funcién P(-) en el caso de la opcién put) que indique el precio de no-arbitraje
del derivado dado que S, sigue el comportamiento descrito en [7].

Aplicando el Lema de It6 a la EDE [3] suponiendo que C(-) es una funcién
con derivadas parciales continuas (el andlisis para encontrar P(-) es similar)
se tiene que:

dc = (c, + USC. + 207 cﬂ)dz + 6SC.dW 8]

5  DPara la solucién de la integral estocdstica f dW, ver @Qksendal (1985, 21).
0
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Black y Scholes construyen un portafolio que consiste en A unidades del
activo libre de riesgo y de 8 unidades de la opcién call:

P=4S+ BC [9]
Derivando [9] se obtiene:

dP = AdS + BdC [10]
Reemplazando [3] y [8] en [10] se consigue:

dP = [A,uS + ﬁ(c + UuSC, + %ozsz C“>]dz + (405 + BOSC,)dW [11]

Black y Scholes eliminan el término aleatorio (el segundo del lado derecho)
haciendo:

4 =-PC, [12]
Reemplazando [12] en [11] se tiene:

dP = B(C.+ Y os:C. )i [13]

Black y Scholes usan el siguiente argumento: en una valoracién de riesgo
neutral este portafolio debe obtener los mismos rendimientos que el activo
libre de riesgo (el bono), esto es, el portafolio P debe seguir un proceso
semejante al de la ecuacién [1]:

dP = rPdt [14]
Igualando [13] y [14]:

plc.+orsc)=rp [15]
Reemplazando [9] en [15].

plc+losc)=ras+poy [16]
Dado que se elimind la aleatoriedad mediante el uso de [12]:

plc.+ o5 c.)=r(-Bes+ o) [17]
Reorganizando términos se tiene:

FOSCu+rSC.+C = rC =0 (18]
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La expresién [18] es conocida como la ecuacidn diferencial parcial de Black
y Scholes, su solucién sujeta a las condiciones de frontera C(S§, 0) = max(Sr
- E,0) y C(0, T- #) = 0 ofrece una expresién directa para el cdlculo de la
prima o precio de la opcién call, esta solucién puede obtenerse mediante
Series de Fourier o por medio del método de solucién por similaridades
expuesto en Almgren (1998) y en Wilmott ez a/. (1995, 76). La conocida
férmula de Black y Scholes [19] es la solucién a la ecuacién [18]°:

C(S,T— 1) = S,N(d) — E:"""N(db) [19]
Donde N(') es la funcién de distribucién acumulada de la normal estdndar:

{3+l G-
= oV/T—1

y d2=d1—0'v/T—l

Posterior a la publicacién del articulo de Black y Scholes en 1973 surgié la
controversia con relacién a que los retornos de los derivados financieros no
son normalmente distribuidos como se deduce de suponer el MBG como
proceso del precio de los activos financieros. Varios estudios empiricos
demostraron que la distribucién de los retornos no tenfa una distribucién
normal sino una distribucién asimétrica, que termina con “colas pesadas”.
De otro lado también se mostré que la varianza de los precios no era finita.
Los modelos de elasticidad constante de varianza (Cev su sigla en inglés)
y Jump diffusion (ambos de 1976) buscaron una explicacién a la primera
inquietud, entre tanto que el modelo de volatilidad estocdstica (1987)
consideré el segundo aspecto.

APLICACION DE LA FORMULA DE BLACK Y SCHOLES

Para ilustrar el uso de la expresién [19] se supone una opcidn call europea
sobre el tipo de cambio EUR/USD. Se toma como valor actual (en 7) la coti-
zacién en el dfa 3 de enero de 2005 a las 10 horas de Londres (S, = 1,3533),
como precio strike E = 1,3533, aunque estos vencimientos no existen en
la prictica se asume un dia 7"= 1, se supone un diferencial anual entre las
tasas libre de riesgo de Estados Unidos y de la Comunidad Europea de 2%
que llevado a valor diario es igual a 7 = 0,072%. El pardmetro mds dificil
de precisar es la volatilidad del activo. Tres formas de estimarlo son: la

6 Para una opcién put europea se tiene P(S,T—t) = E;"""N(—d,) — SSN(—d,).
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desviacién estdndar de los retornos logaritmicos del registro histérico del
precio del activo, la varianza incondicional obtenida mediante los modelos
GARCH(p, g) y la volatilidad implicita, usando el precio de la call europea
dado por el mercado y despejando el valor de 0 de la ecuacién [19]. Usando
un AR(1) para el nivel de la variable y un GARCH(1, 1) con una serie diaria
de los retornos logaritmicos de diciembre de 2004 se estimé un valor de
volatilidad diaria o = 0,77%’.

Con los anteriores pardmetros se creé el siguiente cédigo en Matlab 6.5 para
valorar la opcién call europea, el resultado es 0,0046608 que corresponde
con el valor (en délares) de no arbitraje que debe pagarse por ejercer el
derecho a comprar euros al precio usp 1,3533 el dia 4 de enero de 2005 a
las 10 horas de Londres.

Codigo en MatLab para Valorar una Op
Call Europeall

io la Solucion Analitica

s (1973)

$=1.3533; %Precio actual

E=1.3533; %5trike

T=1; %Vencimiento

r=0,072/100; %Tasa libre de riesgo

sigma=0.77/100; %Volatilidad

dl = {log(S/K) + (r + 0.5%zigma*siqma)*T)/(sigma*sqre(T));
d2 = dl-sigma*sqrt(T):

Nl = 0.5%(l+erf(dl/sqre(2))):

NZ = 0.5%(l+erf(d2/sqrt(2))):

CallEuropea = 5*N1-K*exp(-r*T)*N2

SIMULACION DE MONTE CARLO

La simulacién de Monte Carlo consiste en generar varias trayectorias con base
en algin proceso estocdstico del precio de un activo financiero. Para un proceso
particular de S, la simulacién encuentra varios valores de S7 (del precio del
activo en la fecha de vencimiento del contrato). Para cada valor de S7 se calcula
el pago de la opcidn, se estima un valor medio de esta variable aleatoria y se
trae a valor presente usando como tasa de descuento la tasa libre de riesgo. El
precio de la opcién estimado O viene dado por la expresién [20]:

7 Seusé un proceso AR(1) por la fuerte evidencia que existe de que el comportamiento de la
tasa EUR/USD es un paseo aleatorio.
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6— Z exp(—rT) * payoff; [20]

i=1 m

Donde 7 es el nimero de simulaciones. Si se supone que el proceso del
precio se rige por la EDE dX = (X, t)dt + 0(X,t)dW, la simulacién de
Monte Carlo para encontrar el valor puede basarse en la solucién analitica
de la EDE si esta existe o en la solucién numérica si no existe. Por ejemplo,
si se asume el MBG como proceso del precio, la simulacién debe originarse a
partir de la expresién [7] que es la solucién analitica de [3], pero si encontrar
dicha solucién fuera imposible se debe poner la expresién [3] en términos
discretos para aproximar el valor S de cada trayectoria.

El resultado de la simulacién de Monte Carlo se acostumbra a presentar en
intervalos de confianza a un nivel de confianza 1 —a.

Ic= [éizw,z% [21]
v m

Donde Oy es la varianza estimada de S7y z1.a12 es el percentil de una dis-
tribucién normal estdndar.

Si MBG es el proceso asumido para el precio del activo, a medida que ql
ndmero de simulaciones 7 sea mayor, el valor de la opcién estimado 0
debe converger a la solucién de la férmula de Black Scholes dada por la
expresién [19] en el caso de una call europea. En la gréfica 1 se ilustra esta
afirmacién.

GRAFICA 1
CONVERGENCIA A LA FORMULA BS
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SOLUCION NUMERICA DE UNA EDE

Con frecuencia la solucién de las EDE asumidas no tiene solucién ana-
litica, o si la tiene no se puede determinar la distribucién tedrica de Sr.
En ambos casos se necesita hallar una solucién numérica de la EDpE. El
método numérico usado para encontrar esta solucién es conocido como
Euler-Maruyama y es similar al método de Euler para resolver ecuaciones
diferenciales ordinarias.

Sea una variable X, para la que se asume el proceso dado por la EDE [22]
con W, un proceso de Gauss-Wiener:

dX, = u(t, X)*d, + o(t, X)*dW [22]

Se define el tamafio de paso / = 7/n con 7 siendo el ndmero de periodos
en que se divide el intervalo [0, 7] de tal modo que # = % + ih. La solucién
numérica para X; utilizando el método Euler-Maruyama viene dada por:

Xih = X(i—l)h +h* /,l[(l - 1)/’1,)((1'—1);1] + O-[(l - 1)h,X(i—1)h] * (Bih - B(i—l)h) [23]

Parai=1, 2,..., n

Por la propiedad de incrementos estacionarios del movimiento browniano se

d
tiene que By, — Bu-y = B, y se sabe que B, ~ N(0,h) = Vh *N(0,1) luego

el método iterativo de Euler- Maruyama puede escribirse como:
X = Xo-m th* ,U[(l - l)h,X(i—l)h] + O-[(l - 1)h’)((i—l)h] *Vh* [24]
Donde & ~ N(0,1)

A medida que el valor de /4 sea mds pequefio la aproximacién de la solucién
numérica es mds exacta, esto a expensas de un mayor costo computacional.

MODELO CEV

El modelo cEv (siglas en inglés de elasticidad constante de varianza) fue
propuesto originalmente por Cox y Ross (1976). Este se muestra en la ex-
presién [25]. Un valor de & estrictamente menor que uno indica que cuando
el precio del stock aumenta la volatilidad decrece. Por el contrario, para
valores mayores que uno, sefiala que cuando el precio del stock aumenta la
volatilidad también. Un ejemplo de este aspecto es el cambio de tendencia
de la cotizacién del EUR/USD el 31 de diciembre de 2004, que pas6 de lograr
el mdximo histérico de 1,3655 a un descenso persistente acompanado de
una alta volatilidad debido al comportamiento en manada de inversionistas
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y especuladores que mantenian posiciones largas y que se vieron obligados
a liquidarlas para disminuir sus pérdidas®.

dS = puSdt + 0S*dW con ot = 0 [25]

Observar que para « = 1 se tiene el caso del MBG usado por Black-Scholes.
Con el fin de comparar el resultado de Black-Scholes de la ecuacién [19]
con la simulacién de Monte Carlo de la EpE [25], el cuadro 1 muestra
la estimacién del precio de la call europea con base en la simulacién de
10.000 posibles caminatas del precio del activo y la solucién numérica de
[25] con /= 1/24. A continuacién se presenta el codigo del procedimiento
en Matlab.

go en Matl para
Call Europea Usando la Solucion Numerica %%

Valorar una Opcion

randni'state',l)
$ = 1.3533; %Precio actual del actiwvo
E=1.3533; %Strike
T = 1; %Vencimiento
r 0.072/100; %Tasa de interes libre de riesgo
sigma = 0.77/100; %Volatilidad
alfa=1; %Coeficiente de elasticidad de la warianza
N = 24; %Numero de pas en el metodo de Euler
h = T/N; %Tamafio del paso en el metodo de Euler
M = 10000; %Numero de Simulaciones
STsum = 0;
for s = 1:M

Xl = §;

X2 = sigma;

for j = 1:N

Wl = sgrt(h)*randn;
X1l = X1 + h*r*Xl + sigma*Xl*alfa*Wl;

end
STsum = 5Tsum + max (0,X1-E);
end
CallPrice = exp(-r)*STsum/M

8  Se dice que un inversionista tiene una posicién larga si espera obtener un beneficio con la
compra de un activo financiero.
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Del cuadro 1 se puede concluir que en la medida que la constante « crece
el valor de la prima es mds costoso. Este hecho se puede interpretar del
siguiente modo: si la varianza responde mds que proporcionalmente al
cambio del precio de un activo, la incertidumbre (volatilidad) serd mayor,
y la prima que se deba pagar por poseer el derecho a comprar o vender serd
igualmente mds costosa.

CUADRO 1
VALORACION DE UNA OPCION CALL EUROPEA, MODELO CEV

(Solucién numérica y simulacién de Monte Carlo)

a | 0,2 0,5 0,8 1 1,2 1,5 1,8 2

Call | 0,0037644  0,0040712  0,0044075 0,0046495 0,0049067 0,0053231 0,0057793 0,0061074

En la gréfica 2, para el caso particular de & = 1 (MBG), se dibujan cinco ca-
minos posibles y se comparan con los valores realizados (frecuencia horaria)
entre el 3 y el 4 de enero de 2005 a las 10 horas de Londres.

GRAFICA 2
SIMULACIONES EUR/USD CON BASE EN EL MBG
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MODELO JUMP DIFFUSION

El modelo de Merton (1976) asume como comportamiento del precio del
activo el proceso de la EDE [26]. Con esta expresién se desea explicar por qué
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la distribucién de los retornos logaritmicos de un activo financieros puede
tener “colas pesadas”. Este tipo de distribuciones se presenta debido a que
las trayectorias continuas asumidas por el MBG pueden ser repentinamente
perturbadas por grandes caidas o saltos conocidos en los mercados como
“crash”. Estas caidas se producen como respuesta a un anuncio en los merca-
dos, para el caso del EUR/USD la cotizacién es muy sensible a la publicacién
oficial de las cifras de desempleo, crecimiento econémico, déficit fiscal y
tasas de interés ya sea por parte de la FED para la economia americana o del
Banco Central Europeo para la Comunidad Europea.

9 = (r—Ay)d + 0dw + dP 26]
Donde S: precio del activo, 7: tasa de interés libre de riesgo, A: ndmero
promedio de saltos por cada 7, y: porcentaje de cambio del activo, o: vola-
tilidad (desviacién estdndar del retorno logaritmico del activo), W: proceso
de Gauss-Wiener o movimiento browniano, P: proceso de Poisson; Wy P
son procesos estocdsticos independientes.

Las caidas en el mercado en el modelo de Merton son representadas por
un proceso de Poisson. Las variables aleatorias que registran el nimero de
ocurrencia de un evento por unidad de tiempo, espacio, volumen o cual-
quier otro indice suelen asociarse con la distribucién de Poisson. Algunas
de estas variables, que también suelen llamarse de conteo, son los accidentes
de trdnsito fatales por semana en una ciudad, el nimero de llamadas por
hora que recibe un centro de atencidn telefénica, el nimero de organismos
por unidad de volumen en un fluido, etc. En el caso de Merton (1976) la
variable aleatoria es el ndmero de caidas del precio de un activo financiero
en el mercado por periodo de tiempo. La distribucién de Poisson tiene la
siguiente forma:
f(y)= %!A} paray = 0,1,2,...
0 en otro caso

El pardmetro A4 es no negativo. Si una variable aleatoria ¥ 'sigue esta distri-
bucién entonces su valor esperado y varianza son iguales a este pardmetro.
E[Y]= Var[Y] = A. A4 sele conoce como la tasa promedio de ocurrencia
o en lenguaje epidemioldgico, como la tasa de incidencia que hace referencia
a la frecuencia con que ocurre un evento.
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Siguiendo el andlisis de Black-Scholes bajo el supuesto de que el precio
del activo sigue el proceso dictado por la EDE [26] se llega a la expresién

[27]:
C/\/lumn (Sr,T - t Z ¢ (AT) ng (Sr,T ) [27]

Donde Cgs (S, T - #) es la valoracién de la call por Black Scholes (BS) con
los mismos pardmetros excepto que la volatilidad se redefine como:

o’ =\/(Ygz><dz—ﬂ+%) (28]

El cuadro 2 muestra el resultado de la valoracién de una opcién call europea
para diferentes combinaciones de los pardmetros A y y. Abajo se presenta el
c6digo del modelo de Merton.

CUADRO 2
VALORACION DE UNA OPCION CALL, MODELO JUMP DIFFUSION

Nutmero promedio de saltos en el periodo (4)

2 4 6 10
" 025  0,0046453 0,0046529 0,0046555 0,0046574
0 d¢E
cambiodel 0,50  0,0045980 0,0046290 0,0046395 0,0046477
K
stoc 0,75  0,0045085 0,0045861 0,0046116 0,0046312
(AT

9 Deformasimilar paralaopcién put europea Py (S, T — t) = Z

Jj=0

Pus (S, T—1).
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S EEEEEESNLSS%S

3% Codigo en Matlab para Valorar una Opcion Call 3
%%% Europea Usando el Modelo JUMP DIFFUSION 555
%%% de MERTON 1976 %

%%z

$=1.3533; % Precio inicial del activo
E=1.3533; % Strike
T=1; % Tiempo al vencimiento
r=0.072/100; % Tasa libre de riesgo
sigma=0.77/100; % Volatilidad
M=24; % Veces en que se divide [t,T]
L=10; % Numero promedio de saltos en el periodo [t,T]
¥=0.5; % Porcentaje de cambio del actiwvo
Delta = sqrti{(y*({sigma*sigma))/L):
A = sqrtisigma*sigma-L*Delta*Delta);
Value = 0;
for i = :M
sigmal = sqrt(A*A+Delta*Delta*(i/T)); %*La nueva expresion de la wolatilidad
dl = (log(S/E) + (r + 0.5*sigmal*sigmal)*T)/(sigmal*sqrc(T)):;
dZ = dl - sigmal*sqrc(T):
Nl = 0.5%{l+exf(dl/sqrc(2))):;
Nz = 0.5%{l+exrf(d2/sqrr(2))):
CallEuropea = S*N1-E*exp(-r*T)*N2;
Value=Value+( (exp (-L*T)*(L*T)*1i) /factorial (i) ) *CallEuropea;
end
CallEuropealMerton = Value

MODELO DE VOLATILIDAD ESTOCASTICA

La varianza instantdnea asumida en el modelo Black-Scholes es constante a
través del tiempo, no obstante, en la misma l6gica del modelo cev pueden
existir perfodos de calma o de euforia en los mercados financieros que se
traducen en menor o mayor varianzas de los retornos logaritmicos. Este
modelo fue propuesto por Hull y White en 1987'. Se asumen dos EDE:
una para el precio del activo () y otra para la varianza (V):

dS = uSdt + SV'V dw, [29]
dv = a(V,— V)dt + bV*dW, con a >0 [30]

Donde §;: precio del activo en #, u: retorno esperado del activo (se usa la tasa
de interés libre de riesgo), V: varianza de los retornos logaritmicos del activo,
a: constante de proporcionalidad con respecto a las diferencia instantdnea
de la varianza (V) respecto de la varianza incondicional de largo plazo (V4),

10 Heston (1993) propone una versién mds completa de este modelo.
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b: constante de proporcionalidad al término estocdstico de la varianza, a:
pardmetro que mide la elasticidad de la varianza consigo misma (si el valor de
a es mayor (menor) que uno quiere decir si en el periodo actual la varianza
aumenté (disminuyd) entonces en el siguiente periodo serd mds grande
(pequena); Wiy W, son procesos de Gauss-Wiener independientes.

Para los valores 2 = b = 1 y a = 0,5 se tiene el proceso con reversion a la
media de Ornstein-Uhlenbeck que en tiempo discreto corresponde al mo-

delo GARCH(p, q).

En el cuadro 3 se muestra la estimacién puntual del precio de la opcién
call europea por simulacién de Monte Carlo usando la solucién numérica
Euler-Maruyama del sistema de ecuaciones [29] y [30]. Se simularon 10.000
trayectorias del precio del activo y para la solucién numérica se consideré
un tamafo de paso / = 1/24. El c6digo aparece debajo de cuadro 3.

CUADRO 3
VALORACION DE UNA OPCION CALL
MODELO DE VOLATILIDAD ESTOCASTICA

(Solucién numérica y simulacién de Monte Carlo)

a=1 a=1,5
a=05&b=0,5 0,0046977 0,0047041
a=1&b=1 0,0046535 0,0047042
a=15&b=0,5 0,0047031 0,0047041
a=05&b=1,5 0,0045072 0,0047044
a=15&b=1,5 0,0045981 0,0047043

a=15&b=15 0,0035927 0,0036894
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dad Estocastica de Hull y White (19E

randn('scate',l)

S = 1.3533; Precio actual del activo
E=1.3533; s%5trike

T = 1; %Vencimiento

£ = 0.072/100: %Tasa de descuent(

lambda = 0.072/100; %Tasa libre de riesgo

¥V = 0.77/100%0.77/100; 5Varianza Incondicional
a=1; Constante de proporcionalidad

b=1l; %Constante de C10

alfa=1: %Elastic la va

N = 24; %“Numero de pas
h = T/N; %Tamafio del paso en el metod e Euler
H = 10000; %Numero de Simulaciones
STsun = 0:
for 3 = 1:M
Xl = 5;
X2 = V:
for j = 1:N
Wl=sqrec(h)*randn:
W2=s3qrctih)*randn:;
X1l=X1l+h*lambda®*X1+X1*sqrt(X2)*Wl;
XZ=X2+h*a* (V-X2)+b* (X2*alfa)*V2Z;
end
STsum = STsum + max(0,X1-E):
end

CallPrice = exp(-r)*STsum/M

CONCLUSIONES

Cuando se realiza la simulacién de Monte Carlo asumiendo que el proceso
del activo financiero es MBG se muestra que la convergencia del precio esti-
mado del derivado a la solucién de la f6rmula Black y Scholes se logra con
un ndmero alto de simulaciones. Para el caso en el que no se puede obtener
la solucién analitica de la valoracién de la opcidn, la precisién en el método
de Monte Carlo puede ser mejorada combinando un nimero grande de
simulaciones con un valor pequefo de tamafo de paso. La convergencia de
la simulacién a la solucién analitica se convierte en una importante ventaja
cuando se utilizan modelos con los que no se puede obtener dicha solucién,
o que cuando se obtiene no se puede encontrar la distribucidn tedrica de los
precios (o de la funcién de pago de la opcién) al final de cada trayectoria.

Los modelos mds realistas del comportamiento de los precios de los acti-
vos financieros que el movimiento browniano geométrico implicito en la
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férmula de Black y Scholes (1973) reconocen la presencia de cambios de
direccién repentinos en las trayectorias como respuesta a cualquier clase de
noticia que modifique las expectativas de los inversionistas. La respuesta
a este choque puede ser brusca para lo cual se emplea el modelo jump di-
[fusion de Merton (1976). O puede traducirse en altas volatilidades que se
prolongan por un tiempo mientras se regresa a condiciones normales, en
esta situacion se usa el modelo de elasticidad constante de varianza de Cox
y Ross (1976) o el de volatilidad estocdstica de Hull y White (1987). En
conjunto estos modelos producen un valor de la opcién mds alto que el de
Black y Scholes porque admiten la posibilidad de una volatilidad mayor
sobre la posicién final del precio del activo.

Se puede pensar en modelos mds complejos, por ejemplo que combinen
un proceso para el nivel del precio como el propuesto por Merton en la
ecuacién [26] con un proceso de varianza como en el modelo de volatilidad
estocdstica de la ecuacién [30] dando lugar a complicados sistemas que pro-
bablemente no tengan una forma analitica de ser solucionados. Para estos
modelos més sofisticados la simulacién de Monte Carlo es una herramienta
poderosa que permite implementarlos.
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