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Resumen 
 
Castaño, Elkin; Gómez, Karoll y Gallón, Santiago. “Pronóstico y 
estructuras de volatilidad multiperíodo de la tasa de cambio del 
peso colombiano”, Cuadernos de Economía, v. XXVII, n. 48, Bogotá, 
2008, páginas 241-266 
 
El modelo gaussiano GARCH(1,1) ha sido empleado, tradicionalmente, en 
el estudio de la tasa de cambio; sin embargo, un número importante de 
estudios recientes (utilizando modelos FIGARCH e HYGARCH) ha encontrado 
evidencia de persistencia en su volatilidad. En este trabajo, usando 
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una estrategia de modelos anidados, se encontró evidencia a favor del 
modelo IGARCH bajo una distribución GED. Los pronósticos del modelo 
IGARCH son usados para calcular la estructura a plazos y la volatilidad 
multi-período, las cuales permiten conocer las expectativas del mercado 
sobre la volatilidad de los retornos, en diferentes horizontes de 
tiempo. 
 
Palabras clave: tasa de cambio, volatilidad, volatilidad multi-
período, GARCH, IGARCH, FIGARCH, HYGARCH, HYAPARCH, distribución 
GED. JEL: C22, C51, C52, C53, F31. 
 
 
Abstract 
 
Castaño, Elkin; Gómez, Karoll y Gallón, Santiago. “Forecasts and 
structures of multiperiod exchange rate volatility of the Colombian 
peso,” Cuadernos de Economía, v. XXVII, n. 48, Bogota, 2008, pages 
241-266  
 
The Gaussian GARCH (1,1) model has traditionally been used for stu-
dying the exchange rate. However, an important number of recent 
studies, using FIGARCH and HYGARCH models, have found evidence for 
the persistence of exchange rate volatility. This study, using 
nested models, found evidence in favor of an IGARCH model under a 
GED distribution. The IGARCH model forecasts are used to calculate 
the term structure of multiperiod volatility, which lets us know 
the expectations of the market about the volatility of returns over 
different time horizons. 
 
Keywords: exchange rate, volatility, k–period volatility, GARCH, 
IGARCH, FIGARCH, HYGARCH, HYAPARCH, GED distribution. JEL: C22, 
C51, C52, C53, F31. 
 
Résumé  
 
Castaño, Elkin; Gómez, Karoll y Gallón, Santiago. « Pronostic et 
structures de volatilité multipériode du taux de change du peso 
colombien », Cuadernos de Economía, v. XXVII, n. 48, Bogota, 2008, 
pages 241-266  
 
Le modèle gaussien GARCH (1,1) a été employé, traditionnellement, 
dans l'étude du taux de change. Cependant, un nombre important de 
travaux récents (qui utilisent des modèles FIGARCH et HYGARCH), ont 
mis en évidence la persistance dans la volatilité du taux 
d’échange. Dans ce travail, on utilise une stratégie de modèles 
emboîtés et on repère de résultats en faveur du modèle IGARCH sous 
une distribution GED. Les pronostics du modèle IGARCH sont utilisés 
pour calculer la structure avec différentes types d’échéances et la 
volatilité multi-période, lesquelles permettent de connaître les 
anticipations du marché sur la volatilité des rendements.  
 
Mot clés : taux de change, volatilité, volatilité multi-période, GARCH, 
IGARCH, FIGARCH, HYGARCH, HYAPARCH, distribution GED. JEL : C22, C51, 
C52, C53, F31.   



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Debido a la naturaleza heterocedástica de los retornos de la tasa de 
cambio de corto plazo, la modelación de su proceso de volatilidad es de 
gran importancia en la toma de decisiones macroecónomicas y del 
mercado financiero. Para modelar la dinámica de dicho proceso, se han 
propuesto diversos métodos estadísticos, dentro de los cuales la 
metodología ARCH ha jugado un papel preponderante.  
  
Trabajos como el de Baillie y Bollerslev (1989, 1991), Hsieh (1988, 
1989a, 1989b), Diebold y Nerlove (1989), Milhøj (1987), Engle et al. 
(1990a), Vlaar y Palm (1993), entre otros, han utilizado dicha meto-
dología, siendo el modelo gaussiano GARCH(1,1) el más empleado para 
estudiar el proceso de volatilidad. Su popularidad radica en la facilidad 
de estimación, interpretabilidad y en la derivación analítica directa de 
resultados como la estructura de plazos de la volatilidad, bajo ciertos 
supuestos. Sin embargo, un número importante de estudios, empleando 
bases de datos diarias, han encontrado evidencia sobre la persistencia en 
la volatilidad de las tasas de cambio, aproximando el proceso por medio 
de modelos IGARCH, FIGARCH e HYGARCH. 

 
Las especificaciones IGARCH y FIGARCH se caracterizan por la no 
estacionariedad del proceso de volatilidad, lo cual no parece ajustarse 
bien a las propiedades empíricas de ciertas variables financieras, dado el 
grado extremo de persistencia que implican los modelos integrados. 
Davidson (2004) introduce el modelo HYGARCH como una ESPE-
cificación alternativa más general, suponiendo que el proceso de volatili-
dad es estacionario de larga memoria. Este autor encuentra evidencia 
empírica a favor del modelo HYGARCH para tasas de cambio (con 
respecto al dólar americano) de países asiáticos en el período 1994-2000, 
aunque para algunos países europeos la encuentra a favor de modelos 
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FIGARCH. Igualmente, otros autores como Tschernig (1994), Baillie et 
al. (1996) y Hauser (1997), han encontrado evidencia favorable de la 
larga memoria en los retornos de la tasa de cambio.  
 
En este sentido, este artículo busca encontrar la especificación más 
adecuada para el proceso de volatilidad de la tasa de cambio del peso 
colombiano con respecto al dólar americano, para el período 
comprendido entre enero de 2000 y julio de 2006.  
 
Utilizando una estrategia de modelos anidados, la cual da inicio con el 
modelo HYAPARCH como el más general, se encontró evidencia a 
favor del modelo IGARCH bajo una distribución GED. Para confirmar 
este resultado, se evaluó el comportamiento de la volatilidad pronos-
ticada por los diferentes modelos con respecto a la volatilidad realizada, 
teniendo en cuenta que ésta puede ser usada como un estimador 
insesgado y consistente de la volatilidad verdadera, la cual no es 
observable, Patton (2006). La volatilidad realizada fue obtenida a partir 
de información intradiaria de la tasa de cambio, utilizando la 
metodología sugerida por Andersen et al. (2001, 2003). 

 
Buscar el modelo que mejor explica el comportamiento de los retornos 
de la tasa de cambio, es indispensable para obtener el pronóstico de la 
volatilidad asociada a los mismos. Dichos pronósticos son necesarios 
para el cálculo de la volatilidad multi-período y de la estructura de plazos 
de la volatilidad, las cuales son de gran importancia en la valoración de 
opciones y otros instrumentos financieros, dado que éstas dependen de 
la correcta modelación del activo subyacente.  
 
Así mismo, buscar el modelo que mejor explica el comportamiento de 
los retornos es crucial para medir el riesgo de mercado a través de la 
medida VaR –Value at Risk–. La importancia financiera de esta medida 
radica en su utilidad como herramienta de cuantificación del riesgo de 
mercado y como instrumento de regulación, dado que el entorno de la 
actividad financiera expone a los precios de los activos financieros a 
grandes fluctuaciones. En consecuencia, la VaR es ampliamente usada 
por instituciones financieras, en países donde se ha adoptado el 
acuerdo de Basilea.  
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Este documento está organizado en cuatro secciones. En la primera, se 
describe la información utilizada y se hace un análisis estadístico 
preliminar de la misma. En la segunda, se presentan los resultados 
obtenidos a partir de la especificación y estimación de los modelos de la 
familia GARCH. En el tercer apartado, una vez establecido el modelo 
más adecuado, los pronósticos de la volatilidad son usados para calcular 
la estructura a plazos y la volatilidad multi-período, las cuales permiten 
conocer las expectativas del mercado sobre la volatilidad del retorno de 
un activo en diferentes horizontes de tiempo. Finalmente, se exponen 
las conclusiones. 
 
 
DESCRIPCIÓN DE LA INFORMACIÓN Y ANÁLISIS ESTADÍSTICO 
PRELIMINAR DE LOS RETORNOS DE LA TASA DE CAMBIO 
 
Descripción de la información 
 
La base de datos empleada en el estudio está compuesta por 1.716 
observaciones diarias para el precio de cierre del Peso colombiano con 
respecto al Dólar americano –COP/USD– correspondientes al período 
comprendido entre el 3 de enero de 2000 y el 31 de julio de 2006*. La 
información contiene sólo los días comerciales, para las observaciones 
faltantes correspondientes a los días festivos se utilizó el dato del día 
comercial inmediatamente anterior. Para las serie de tasa de cambio se 
calcularon los retornos nominales porcentuales definidos como, 

1(log log )100t t tr y y −= − , donde ty  representa el precio COP/USD en el 
t-ésimo día. 
 
Análisis estadístico preliminar 
 
Con el fin de comprender el comportamiento de la serie de retornos 
COP/USD se realizó un análisis estadístico preliminar de la misma. En 
la Gráfica 1, se presentan la serie del precio del dólar en niveles, sus 
retornos y sus correspondientes cuadrados y valores absolutos. 
 

                                                      
*  Los datos usados para la tasa de cambio corresponden a un período de libre flotación. 

La fuente de la información estadística fue la página web de Corfinsura 
[www.corfinsura.com] con información suministrada por la Superintendencia 
Financiera. 
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La inspección visual de la serie en niveles parece indicar no 
estacionariedad, mientras que los retornos parecen serlo por lo menos 
en media. Los retornos al cuadrado y los valores absolutos de los 
mismos, indican que la volatilidad en el mercado es cambiante en el 
tiempo y sugieren la existencia de volatilidad por clusters, es decir, 
grandes (pequeños) cambios en los precios, de cualquier signo, tienden a 
estar seguidos por grandes (pequeños) cambios de precios. 
Adicionalmente, la serie nos muestra que los retornos son más volátiles 
en períodos de devaluación, principalmente, a principios de 2002 y al 
final del período de estudio. 
 
En el Cuadro 1, se presenta el resumen estadístico para los retornos de 
la tasa de cambio. Se observa que existe un notable exceso de curtosis 
con respecto a la distribución normal, mientras que el coeficiente de 
asimetría es positivo y pequeño. En consecuencia, el contraste 
incondicional de normalidad de Jarque-Bera rechaza la hipótesis nula de 
normalidad. El estadístico de Ljung-Box evidencia, además, correlación 
serial significativa al rezago 20, tanto en los retornos como en sus 
cuadrados, indicando la posible necesidad de modelar la media y la 
varianza condicionales. 
 
CUADRO 1 
RESUMEN ESTADÍSTICO DE LOS RETORNOS DEL COP/USD 

Estadísticas tr  Estadísticas tr  
Media 0,015 Primer cuartil -0,186 
Mediana 0,000 Tercer cuartil 0,222 
Máximo 2,719   
Mínimo -2,345 Jarque-Bera 1160,71 {0,00} 
Desviación estándar 0,475 Q(20)* 35,377   {0,02} 
Asimetría 0,204 Q2(20)* 753,26   {0,00} 
Curtosis 7,010   

Fuente: elaboración propia. 
Nota: Q(20) y Q2(20) representan los estadísticos del contraste de Pormanteau de Ljung-Box hasta 
el rezago 20 sobre los retornos y sus cuadrados, respectivamente. Entre llaves se encuentran los p-
valores. 
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GRÁFICA 1  
COP/USD Y SUS RETORNOS 
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Fuente: elaboración propia. 

 
La Gráfica 2, presenta el histograma y el estimador no-paramétrico de la 
función de densidad de probabilidad de la serie de los retornos 
(Silverman 1986), los cuales evidencian, nuevamente, el fuerte exceso de 
curtosis. Esto indica que grandes retornos, tanto positivos como 
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negativos, ocurren más frecuentemente de lo que se podría esperar al 
compararlos con retornos que distribuyen a partir de una función de 
distribución normal. El 56% de los retornos son nulos o positivos, con 
un incremento máximo en el precio de 2,76%, en comparación a caídas 
en el mismo de 2,32%. 
 
GRÁFICA 2 
HISTOGRAMA Y DENSIDAD KERNEL PARA LOS RETORNOS COP/USD 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fuente: elaboración propia. 
 
De otra parte, dada la evidencia empírica sobre la existencia de 
dependencias de larga memoria en datos de series financieras (Lo 1991, 
Ding et al. 1993, Baillie 1996, y Granger y Ding 1996), se investigó su 
presencia en los retornos de la tasa de cambio, así como en sus 
cuadrados y valores absolutos. Para tal fin se emplearon los 
correlogramas muestrales para los cien primeros rezagos, los cuales se 
presentan en la Gráfica 3. Para los retornos al cuadrado y los valores 
absolutos se confirma, aparentemente, la existencia de larga memoria, al 
presentar patrones de decaimiento hiperbólicos congruentes con un 
comportamiento de persistencia en el proceso de volatilidad. Sin 
embargo, no parece existir evidencia a favor de larga memoria en los 
retornos COP/USD. 
 
Para confirmar la existencia de larga memoria sugerida por los 
resultados anteriores, se emplearon las pruebas de Geweke y Porter-
Hudak –GPH– (1983), de máxima verosimilitud Local de Whittle 
(Künsch 1987 y Robinson 1995); y los contrastes de Kwiatowski et al. 
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–KPSS– (1992), de rango reescalado de Lo (1991), de Lobato y Robinson 
(1998), de Harris-McCabe-Leybourne –HML– (2008)†, y de Castaño, 
Gómez y Gallón (2007) cuyos resultados se reportan en el Cuadro 2. 
 
GRÁFICA 3 
CORRELOGRAMAS DE tr , 2
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Fuente: elaboración propia. 
 
Como se observa en el cuadro, la hipótesis nula de corta memoria, 

0 : 0H d = , para los retornos es rechazada en la mayoría de los casos, 
excepto para los contrastes de Lobato y Robinson y GPH con un ancho 
de banda de 0.7T   . Para los retornos al cuadrado y sus valores 
absolutos, la hipótesis nula es rechazada, excepto en los contrastes de 
HML, Lobato y Robinson, rango reescalado ( 8m =  y 24m = ) y KPSS 
( 24m = ). Estos resultados indican que, al parecer, tanto los retornos 
como su volatilidad exhiben persistencia o larga memoria. 
                                                      
†  Para el contraste GPH y de máxima verosimilitud Local de Whittle se emplearon los 

siguientes anchos de banda recomendados en la literatura: 0.6T   , 0.7T    y 0.5T   , 

donde ⋅    denota la parte entera del argumento. Para los contrastes de R/S modificado 

y KPSS se utilizaron los anchos de banda 0.254( /100)m T =    y 0.2512( /100)m T =   . 

Finalmente, para el contraste HML se emplearon 0.5k T =    y 12/ 252
3l T =  

. 
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CUADRO 2 
ESTIMACIÓN Y CONTRASTE DEL PARÁMETRO DE DIFERENCIACIÓN 
FRACCIONAL, D 

GPH Whittle  
Variables 0.6T    0.7T    0.5T    0.6T    0.7T    0.5T    

tr  
0,181 

(2,455) 
{0,014} 

0,069 
(1,407) 
{0,16} 

0,250 
(2,128) 
{0,034} 

0,151 
(2,858) 

{0} 

0,035 
(0,938) 

{0} 

0,136 
(1,738) 

{0} 

2
tr  

0,485 
(6,581) 

{0} 

0,362 
(7,358) 

{0} 

0,332 
(2,824) 
{0,005} 

0,409 
(7,779) 

{0} 

0,329 
(8,8) 
{0} 

0,357 
(4,575) 

{0} 

| |tr  
0,512 

(6,938) 
{0} 

0,413 
(8,405) 

{0} 

0,404 
(3,427)  
{0,001} 

0,453 
(8,349) 

{0} 

0,392 
(10,46) 

{0} 

0,427 
(5,474) 

{0} 

 R/S modificado KPSS 

 4m =  8m =  24m =  4m =  8m =  24m =  

tr  (2,008) 
{0,025} 

(2,014) 
{0,025} 

(1,903) 
{0,025} 

(0,707) 
{0,025} 

(0,719) 
{0,025} 

(0,635) 
{0,025} 

2
tr  (1,920) 

{0,025} 
(1,667) 
{0,1} 

(1,256) 
{0,5} 

(0,928) 
{0,01} 

(0,702) 
{0,025} 

(0,397) 
{0,1} 

| |tr  
(2,397) 
{0,005} 

(2,045) 
{0,025} 

(1,489) 
{0,2} 

(0,814) 
{0,01} 

(0,510) 
{0,025} 

(0,314) 
{1} 

 Castaño et al. Lobato-Robinson HML 

tr  
0,271 

(4,788) 
{0} 

8p =  
-1,107 

{0,866} 
m = 464 

2,059 
{0,02} 

2
tr  

0,343 
(4,665) 

{0} 
1p =  

-12,678 
{1} 

m = 187 

0,942 
{0,173} 

| |tr  
0,415 

(12,75) 
{0} 

2p =  
-14,487 

{1} 
m = 166 

0,646 
{0,259} 

Fuente: elaboración propia. 
Los estadísticos se encuentran entre paréntesis y los p-valores entre llaves. m denota el ancho de banda 
del contraste de Lobato–Robinson y p corresponde a la longitud de rezago de la aproximación AR del 
contraste de Castaño, Gómez y Gallón (2007). 
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MODELACIÓN DE LOS RETORNOS DE LA TASA DE CAMBIO 
COP/USD‡ 
 
Modelo GARCH(1,1) 
 
Un modelo que, tradicionalmente, ha sido empleado en las 
aplicaciones empíricas para estudiar el comportamiento de los 
retornos de tasa de cambio es el modelo gaussiano GARCH(1,1), sin 
componentes ARMA para la media condicional. Su popularidad 
radica en la facilidad de estimación y de interpretación, así como en 
la derivación analítica directa de resultados tales como la estructura 
de plazos de la volatilidad, bajo ciertas condiciones especiales (véase 
al respecto Baillie y Bollerslev 1989, 1991; Hsieh 1988, 1989a, 1989b; 
Diebold y Nerlove 1989; Milhøj 1987; Engle et al. 1990a; Vlaar y 
Palm (1993); Gallón y Gómez (2007), entre otros). La especificación 
de este modelo está dada por: 
 

2 2 2
0 1 1 1 1 0 1 1,   0,  ,  0

t t

t t t

r ε

σ α α ε β σ α α β− −

=

= + + > ≥
             [1] 

 
donde ,  ~i.i.d. (0,1)t t t tz z Nε σ=  y 0tσ >  es la desviación estándar 
condicional al conjunto de información disponible hasta 1t − , 1t−ℑ . La 
condición de estacionariedad para el proceso de la varianza condicional está 
dada por 1 1 1α β+ < . Este modelo captura las regularidades empíricas de 
volatilidad por cluster, los saltos en volatilidad y la leptocurtosis en los 
retornos. 

 
Los resultados de la estimación para la media y la varianza condicional 
de los retornos se presentan en el Cuadro 3§. La segunda, tercera y 
cuarta columna, muestran las estimaciones del modelo bajo las 
distribuciones normal, GED y t–Student condicionales. Algunas pruebas 
de diagnóstico se encuentran en la parte inferior del cuadro. El contraste 

                                                      
‡  El programa usado para llevar a cabo los procedimientos de estimación presentados en 

esta sección y en la siguiente fue el TSM 4.23 de James Davidson. 
§  Un conjunto de variables dummy de cierre del mercado debido a días de fiesta que 

captarán la acumulación de volatilidad durante los días de cierre del mercado y dummies 
para cada día de la semana con el fin de capturar las posibles diferencias en los retornos 
o en la volatilidad a través de los días comerciales (Baillie y Bollerlev (1989, 1991), 
Hsieh (1989b) y Malik (2005)) fueron probadas sin encontrarse evidencia a favor de 
dichos efectos. 
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de Jarque–Bera indica el rechazo del supuesto de normalidad, por lo que 
esta distribución no es adecuada para la explicación del comportamiento 
de los retornos. Este resultado está de acuerdo con lo hallado en el 
análisis descriptivo de los retornos.  
 
En consecuencia, diferentes supuestos fueron probados sobre la distri-
bución condicional del término de error, los cuales incluyen las distribucio-
nes t–Student, t–Student asimétrica y de error generalizado, bajo el modelo 
GARCH(1,1), encontrándose evidencia a favor de la distribución GED. La 
tercera columna contiene los resultados de la estimación del modelo bajo 
esta distribución. 
 
CUADRO 3 
RESULTADOS DE LA ESTIMACIÓN DE MODELOS GARCH 

Especificación Distribución Normal Distribución GED Distribución 
t-Student 

Varianza 
condicional  

 
 

0α  0,1922  (6,988) 0,149  (5,636) 0,141  (4,811) 

1α  0,983  (48,024) 1,030  (43,94) 1,0548  (32,801) 

1β  0,779  (24,961) 0,798  (29,412) 0,8012  (29,524) 
η (grados de 
libertad) 

— 0,879  (12,852) 1,864   (18,924) 

Log-L -889,52 -750,538 -780,78 
Akaike -892,52 -754,538 -784,78 
Schwarz -900,69 -765,431 -795,673 
Hannan–Quinn -895,55 -758,569 -788,811 
Asimetría -0,011 -0,0264 -0,027 
Curtosis 7,445 8,1362 8,3111 
Jarque-Bera  1411,12   {0} 1884,22   {0} 2014,7     {0} 
Q(5)* 8,977  {0,11} 9,7018 {0,084} 9,870  {0,08} 
Q2(5)* 1,471  {0,92} 2,668 {0,751} 2,952  {0,71} 

1 1α β+  1,762 1,828 1,856 
 
Fuente: elaboración propia. 
Nota: Q(5) y Q2(5) representan los estadísticos Ljung-Box sobre los residuales estandarizados y sus 
cuadrados, respectivamente. Estadísticos t entre paréntesis y  p-valores entre llaves. 
 
Para los modelos estimados, las pruebas de diagnóstico, basadas en el 
estadístico de Ljung y Box, parecen indicar el buen comportamiento de 
los modelos, a un nivel de significancia del 5%. No obstante, la 
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propiedad de estacionariedad se viola al ser la suma de α1 y β1 mayor 
que 1, indicando que el proceso de volatilidad es no estacionario** o que 
es un proceso de larga memoria. En consecuencia, el modelo 
GARCH(1,1) no parece capturar el proceso de volatilidad de la tasa de 
cambio adecuadamente. Nótese además que ninguno de estos modelos 
incorpora el fenómeno de larga memoria detectado en la sección 
anterior. 
 
Estrategia de modelación: el modelo general ARFIMA-
HYAPARCH 
 
Para la selección de un modelo de la clase ARCH que más se aproxime a 
representar el proceso de volatilidad de los retornos, dada la evidencia 
de larga memoria, se empleó la estrategia de modelos anidados. Con 
base en un modelo general, se elige la mejor especificación siempre y 
cuando los parámetros estimados cumplan ciertas restricciones. El 
modelo general utilizado como base para la selección, es el modelo 
ARFIMA–HYAPARCH, Schoffer (2003). A continuación se define su 
especificación y propiedades. 

 
Con el fin de capturar la posible presencia de las principales 
regularidades empíricas de los retornos de los activos financieros, tales 
como volatilidad por cluster, leptocurtosis, larga memoria y asimetrías, 
Schoffer (2003) propone el modelo GARCH de potencia asimétrico 
hiperbólico –HYAPARCH– como una generalización del modelo 
GARCH hiperbólico de Davidson (2003, 2004), y del modelo GARCH 
de potencia asimétrica de Ding et al. (1993). El modelo ARFIMA-
HYAPARCH (p,d,q) para la media y la varianza condicional de los 
retornos, está dado por: 
 

1 1

0

( )(1 ) ( )

(1) 1 ( ) ( )(1 (1 ) (| | )

d

r t s t

d

t q q p t t

L L r L

L L Lδ δ

φ θ ε

σ β α β δ τ τ ε γε− −

− =

 = + − − + − − 
          [2] 

 
Donde ,  ~i.i.d. (0,1)t t t tz z Nε σ= , 1( ) 1 r

r rL L Lφ φ φ= − − −!  y 
1( ) 1 s

s sL L Lθ θ θ= − − −!  son los polinomios de la parte autorregresiva y 
de medias móviles de la media condicional, respectivamente, con todas 

                                                      
**  Un gran número de estudios, empleando bases de datos diarias, han encontrado 

evidencia sobre la persistencia de la volatilidad en tasas de cambio, aproximando 
relativamente bien la volatilidad por un proceso IGARCH. 
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sus raíces fuera del círculo de unidad y sin factores comunes. 
1( ) 1 p

p pL L Lδ δ δ= − − −!  y 1( ) 1 q

q qL L Lβ β β= − − −!  son los polinomios 
del proceso de varianza condicional con todas sus raíces fuera del 
círculo de unidad y sin factores comunes, 0 1τ≤ ≤ , 0 1d≤ ≤ , 0δ ≥  y 
| | 1γ <  representan los parámetros de amplitud, memoria, potencia y 
asimetría, respectivamente, y (1 )dL−  es el operador de diferencia 
fraccional, expresado como: 
 

0 0

( )
(1 ) ( )

( 1) ( )
d j j

j j

d d j
L L L

j j d

∞ ∞

= =

  Γ − +− = − =  Γ + Γ − 
∑ ∑       [3] 

 
Donde ( )Γ ⋅  denota la función Gamma. Las condiciones de 
estacionariedad débil sobre el proceso están dadas por 0 1τ≤ < , 
0 1d≤ <  y 1

0(1 (1)) ( (1)) 0β α δ−− − >  (Davidson 2004 y Schoffer 2003). 
 
En el modelo, el parámetro de amplitud determina qué tan grandes 
pueden ser las variaciones en la varianza condicional, mientras que el 
parámetro de memoria cuánto persisten o tardan en disiparse los shocks 
sobre la volatilidad condicional. En cuanto al parámetro de asimetría, 
éste permite investigar si los shocks “positivos” tienen o no el mismo 
efecto que los shocks “negativos” sobre la volatilidad. Por su parte, el 
parámetro de potencia permite capturar patrones de autocorrelación 
más generales en el proceso estocástico. 

 
Una de las particularidades del modelo HYAPARCH es que anida un gran 
conjunto de especificaciones entre los cuales están los modelos GARCH, 
GARCH asimétrico –AGARCH–, AGARCH de potencia –APGARCH–, 
GARCH integrado –IGARCH–, IGARCH asimétrico –AIGARCH–, 
AIGARCH integrado de potencia –PAIGARCH–, GARCH 
fraccionalmente integrado –FIGARCH–, FIGARCH asimétrico –AFI-
GARCH–, AFIGARCH de potencia –PAFIGARCH– e HYGARCH bajo 
restricciones sobre los parámetros τ , d , δ  y γ  resumidas en el Cuadro 4. 
Adicionalmente, dado que el modelo APGARCH de Ding et al. (1993) anida 
a los modelos ARCH de Engle (1982), GARCH de Bollerslev (1986), 
GARCH de Taylor (1986) y Schwert (1990), GJR de Glosten et al. (1993), 
TARCH de Zakoian (1994), NARCH de Higgins y Bera (1992) y el log-
ARCH de Geweke (1986) y Pantula (1986) como casos especiales del mismo, 
entonces dichas especificaciones también están incluidas en el modelo 
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HYAPGARCH permitiendo, de este modo, estudiar la presencia de larga 
memoria en los mencionados modelos. 
 
CUADRO 4 
MODELOS ANIDADOS EN LA ESPECIFICACIÓN HYAPGARCH 
 

Restricción 
Modelo τ  d  δ  γ  

GARCH 0  2 0 
AGARCH 0  2  
APGARCH 0    
IGARCH 1 1 2 0 
AIGARCH 1 1 2  
PAIGARCH 1 1   
FIGARCH 1  2 0 
AFIGARCH 1  2  
PAFIGARCH 1    
HYGARCH   2 0 
HYAPARCH     

Fuente: elaboración propia. 
 
Los resultados de la estimación para la media y la varianza condi-
cional de los retornos partiendo de la especificación más general 
ARFIMA-HYAPARCH, bajo la distribución condicional GED, se 
reportan en el Cuadro 5. Para la identificación de la media del 
proceso, en la sección 2 el procedimiento de Castaño, Gómez y 
Gallón sugiere la presencia de un modelo ARFIMA, el cual parece 
ser bien aproximado por un ARFIMA(4,d,0).  

 
Los resultados del Cuadro 5 usan como modelo general un ARFIMA 
(4,d,0)-HYAPARCH (1,1). Utilizando la estrategia de modelos anidados 
se contrastaron las diferentes restricciones llegando, finalmente, a un 
modelo ARFIMA (4,d,0)-IGARCH (1,1). Esta especificación final indica 
la existencia de larga memoria en el proceso de media y de integración 
en el proceso de varianza. Ahora bien, a diferencia de la interpretación 
de un proceso integrado en media, donde un choque sobre la serie no 
desaparece, Davidson (2004)†† mostró que el proceso IGARCH es un 
proceso de memoria corta, lo cual implica que un choque sobre el 

                                                      
††  Los modelos IGARCH y FIGARCH han sido descritos en la literatura como de larga 

memoria, a través de una analogía implícita entre los modelos lineales integrados y 
fraccionalmente integrados para la media condicional. Sin embargo, tal analogía resulta 
errónea, dado que el modelo IGARCH es un proceso de corta memoria para el cual la 
varianza incondicional no existe y el FIGARCH(d) es de corta memoria con d cercano a 1. 
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proceso de volatilidad termina desapareciendo en forma exponencial. 
Por último, no se halló evidencia a favor de asimetría y la forma más 
adecuada para modelar la volatilidad parece ser en términos de la 
varianza condicional. 
 
El contraste de Ljung-Box para los residuales estandarizados y sus 
cuadrados sugieren que no existe correlación serial en la media, ni 
efectos GARCH adicionales. Los resultados para los diagnósticos de 
cada uno de los modelos estimados se reportan en la parte inferior del 
Cuadro 5. Al comparar los resultados de estimación, a partir de los 
modelos, se encuentra que según los criterios de información de 
Schwarz y Hannan-Quinn es superior el modelo IGARCH (en el 
programa TSM, los criterios de información son redefinidos de forma 
tal que a mayor valor mejor es el modelo). Adicionalmente, comparando 
el máximo de la función log-verosímil se obtiene evidencia a favor de 
este mismo modelo. En consecuencia, la volatilidad parece no ser 
estacionaria. Este resultado concuerda con hallazgos para al menos 10 
tasas de cambio de países europeos con respecto al Dólar americano en 
el período 1980–1996 (Davidson 2004). Aunque para tasas de cambio de 
países asiáticos con respecto al Dólar americano, Davidson halló 
evidencia empírica a favor del modelo HYGARCH(1,1), en el período 
1994–2000. 
 
Evaluación de los pronósticos 
 
Con el fin de evaluar el efecto de desconocer la larga memoria en el 
proceso de la media condicional de los retornos de la tasa de cambio, se 
comparó la capacidad de pronóstico de la volatilidad de los modelos 
IGARCH (1,1) y ARFIMA-IGARCH (1,1).  
 
Como metodología de comparación entre los modelos se usó la 
capacidad de pronóstico de cada uno de éstos, medida a partir del Error 
Cuadrático Medio (ECM) y el Error Absoluto Medio (EAM), utilizando 
como referencia la volatilidad realizada entre el 16 de abril de 2004 y el 
31 de julio de 2006, que actúa como un estimador de la volatilidad que 
es no observable‡‡. Los resultados arrojan evidencia nuevamente a favor 
                                                      
‡‡  A partir de información intradiaria correspondiente a la hora y al precio al que se realizó 

cada transacción en el mercado, se construyeron retornos cada quince minutos para la 
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del IGARCH al presentar errores más pequeños y, por tanto, mayor 
capacidad de pronóstico§§.  
 
 
CUADRO 5 
RESULTADOS DE LA ESTIMACIÓN PARA LOS RETORNOS COP/USD 

Especificación HYAPGARCH FIAPGARCH IGARCH 
Media condicional    

d  0,099  (17,842) 0,099  (17,334) 0,096  (110,276) 

1φ  -0,100  (-94,988) -0,100  (-94,004) -0,096  (101,526) 

2φ  -0,068  (-58,036) -0,069  (-43,106) -0,066  (-38,086) 

3φ  -0,035  (-41,467) -0,035  (-33,217) -0,033  (-32,833) 

4φ  -0,039  (-30,594) -0,039  (-33,461) -0,038  (-34,232) 
Varianza 
condicional    

0α  0,205  (6,240) 0,206  (2,731) 0,169  (9,224) 

1α  — — — 

1β  0,857  (19,714) 0,845  (27,148) 0,790  (30,107) 
γ  -0,213  (-1,512) 0,035  (0,174) — 
δ  1,568  (9,579) 1,750  (3,862) 2 (fijo) 
d  1,105  (12,007) 1,076  (20,610) 1 (fijo) 
τ  1,040  (52,263) 1 (fijo) 1 (fijo) 

η  (grados de 
libertad) 

0,955  (17,842) 0,971  (17,333) 0,964  (18,941) 

Log–L -744,927 -747,178 -747,836 
Akaike -756,927 -758,178 -755,836 
Schwarz -789,596 -788,125 -777,616 
Hannan–Quinn -769,018 -769,261 -763,897 
Asimetría -0,032 -0,031 -0,0431 
Curtosis 7,672 7,580 7,915 
Jarque–Bera 1556,3       {0} 1495,51     {0} 1722,77     {0} 
Q(15)* 18,211 {0,252} 18,734 {0,226} 19,128 {0,208} 
Q2(15)* 4,052 {0,998} 3,755 {0,998} 4,6683 {0,995} 
Autocorr, 8,023 {0,923} 6,729 {0,965} 7,2388 {0,951} 

                                                                                                                       
tasa de cambio COP/USD, usando una interpolación lineal entre el logaritmo del 
precio inmediatamente anterior y posterior a cada segundo de referencia. La volatilidad 
realizada del t–ésimo día se calculó como la sumatoria de los retornos intradiarios cada 
quince minutos al cuadrado. En los Anexos (Gráfica A1), se presenta el histograma, la 
estimación de la densidad Kernel y las estadísticas descriptivas que resumen la 
distribución incondicional de la volatilidad realizada COP/USD. 

§§  Los errores de pronóstico, respectivamente, para el modelo IGARCH son iguales a 
1,186 y 0,83 frente a 1,088 y 0,76 del ARFIMA-IGARCH. 
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(LM15) 
Autocorr, 
(CM15) 17,532 {0,288} 18,850 {0,221} 19,0151 {0,213} 

ARCH (CM15) 11,556 {0,712} 11,3204  {0,73} 14,9696 {0,454} 
Functional Form 
(LM) 4,918 {0,841} 5,436 {0,795} 5,3049 {0,807} 

Functional Form 
(CM) 6,553 {0,684} 6,587  {0,68} 6,5965 {0,679} 

Hetero, (CM1) 0,7417 {0,389} 1,8052 {0,179} 1,1598 {0,281} 

Fuente: elaboración propia. 
Nota: Q(5) y Q2(5) representan los estadísticos de Ljung-Box sobre los residuales estandarizados y sus  
cuadrados al rezago 15, respectivamente. Autocorr., ARCH, Hetero. y Forma funcional corresponden a 
las pruebas de diagnóstico de ausencia de autocorrelación, de efectos ARCH, heterocedasticidad y 
forma funcional no lineal basadas sobre los principios de multiplicador de Lagrange (LM) y de 
momentos condicionales (CM). Estadísticos t entre paréntesis y p-valores entre llaves. 

 
Adicionalmente, se estimaron regresiones auxiliares de la volatilidad 
realizada sobre los pronósticos de la volatilidad condicional, con el fin 
de determinar en cual caso se presentaba mejor bondad de ajuste. Los 
resultados mostraron un ajuste de 0,237424 en el modelo de la 
volatilidad realizada sobre los pronósticos de la volatilidad condicional 
IGARCH frente a 0,227423 para el ARFIMA-IGARCH, confirmándose 
nuevamente la superioridad del modelo integrado. 

 
En la Gráfica 5, se presentan los resultados de la comparación de los 
pronósticos obtenidos para los dos modelos, tomando como referencia 
la volatilidad realizada. En este se observa que el modelo IGARCH es 
capaz de predecir el período de exceso de volatilidad que se presentó a 
partir de abril de 2006. En este sentido, es importante tener en cuenta 
que la elección y el uso de un modelo erróneo puede conducir a 
inferencias incorrectas, ausencia o mal diseño de políticas de 
cubrimiento de riesgo, valoración de activos incorrecta, entre otras. 

 
VOLATILIDAD MULTI-PERÍODO Y ESTRUCTURAS DE PLAZOS 
 
Una vez obtenido el modelo que mejor explica el comportamiento de 
los retornos de la tasa de cambio, es posible obtener el pronóstico fuera 
de la muestra de la volatilidad asociada a los mismos. Dichos 
pronósticos son necesarios para el cálculo de la volatilidad multi-período 
y la estructura de plazos de la volatilidad, cuyas definiciones se presentan 
a continuación. Adicionalmente, se presentan los resultados de las 
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estimaciones para las mismas en los siguientes horizontes de pronóstico: 
diario, semanal, quincenal, mensual, trimestral, semestral y anual. 
 
GRÁFICA 5 
COMPARACIÓN DE LOS PRONÓSTICOS DE LA VOLATILIDAD 
CONDICIONAL PARA LOS RETORNOS COP/USD 

0

2

4

6

8

10

2005:11 2005:12 2006:01 2006:02 2006:03 2006:04 2006:05 2006:06 2006:07

ARFIMA_IGARCH IGARCH Volatilidad realizada

 
Fuente: elaboración propia. 
 
Definiciones 
 
El log retorno entre los períodos t  y t k+ , conocido como el retorno 
k–períodos, está definido como 
 

1 1[ ]t t t t kr k r r r+ − += + + +!                                  [4] 
 
Cuando el proceso para la media condicional de los retornos ( tr ) sigue 
un proceso tipo ARMA, entonces, el pronóstico de la volatilidad de 

[ ]tr k , comúnmente conocido como volatilidad multi-período, está dado por 
la varianza condicional del error de pronóstico 
( [ ] [ ] ( [ ] | )t t t te k r k E r k= − ℑ ),*** cuya expresión es: 
 

( )212 2 2 2 2
: | 1 00

( [ ] | ) ( ) (1 ) ( 1) (1),    con  1
k

t t k t t t t t i ti
Var e k k kσ σ ψ σ ψ σ ψ−

+ =
= ℑ = + + − + + =∑!     [5] 

 

                                                      
***  El error de pronóstico del retorno [ ]tr k  está dado por: 

 ( )1

1 1 10

[ ] (1) (2) ( )
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Donde tℑ  denota el conjunto de información hasta t, ,  0i iψ ≥  son los 
coeficientes impulso-respuesta de la representación de medias móviles 
(MA) del modelo ARMA de la media condicional de la serie de los 
retornos††† y 2 ( )t lσ  es el pronóstico l–pasos hacia adelante de la vola-
tilidad. Los pronósticos 2 ( )t lσ  dependen del tipo de proceso que sigue la 
varianza condicional de los retornos (por ejemplo, un proceso de la 
familia GARCH). Claramente, la volatilidad multi-período crece 
conforme aumenta el horizonte de tiempo Tsay (2005). 
 
Sin embargo, cuando los retornos son incorrelacionados serialmente, es 
decir, no existe modelo ARMA, entonces los coeficientes impulso 
respuesta son nulos ( 0,  0i iψ = ∀ > ) y, por lo tanto, la ecuación para el 
pronóstico de la volatilidad de [ ]tr k  se simplifica a 
 

2 2 2 2
: |

2
0

( [ ] | ) ( ) ( 1) (1)

                                   ( )

t t k t t t t t t

k

ti

Var e k k k

l

σ σ σ σ

σ

+

=

= ℑ = + − + +

= ∑
!

               [6] 

 
Una práctica muy común en la construcción del pronóstico de la 
volatilidad de [ ]tr k , es igualar la volatilidad futura a la volatilidad 
estimada corriente ( 2 2

|t k t tσ σ+ ≈ ) y así, bajo el supuesto de retornos 
serialmente incorrelacionados, el pronóstico de la volatilidad se 
convierte en la suma sucesiva de los pronósticos de la varianza un 
período hacia delante, esto es: 2 2

: |t t k t tkσ σ+ ≈ . Este resultado es 
comúnmente conocido como volatilidad escalada. Sin embargo, esto ha 
sido criticado debido a que puede producir sobreestimaciones de la 
variabilidad en un horizonte amplio (Diebold et al. 1998). 

 
Una vez obtenido el pronóstico de la volatilidad del retorno k–períodos 
( [ ]tr k ), la correspondiente estructura a plazos de la volatilidad está dada por: 
 

1 2 1
: | ( [ ] | )t t k t t tk k Var e kσ− −

+ = ℑ                                   [7] 
 

                                                      
†††  La representación MA de un proceso ARMA para la serie de los retornos muestra, 

explícitamente, el impacto que tienen los shocks aleatorios pasados ( ,  0t i iε − > ) sobre 
el retorno corriente tr . 



PRONÓSTICO Y ESTRUCTURAS DE VOLATILIDAD MULTIPERÍODO  261

La cual refleja las expectativas de mercado sobre la volatilidad del 
retorno de un activo para diferentes horizontes de tiempo; indispensable 
para la valoración de activos y el diseño de estrategias de cobertura de 
riesgos. A diferencia de la volatilizada multi-período, la estructura a 
plazos admite tres formas: monótona creciente, monótona decreciente o 
constante con respecto a la horizonte de tiempo (Xu y Taylor 1994). 
 
Cálculos para los retornos de la tasa de cambio 
 
En el Cuadro 6, se presentan los cálculos de la volatilidad multi-período 
y de la estructura a plazos de los retornos COP/USD. A partir de los 
resultados del modelo ARFIMA-IGARCH, se encuentra, por ejemplo, 
que en un horizonte de un día la variabilidad de los retornos esperados 
es de 0,79%; es decir, dado que el retorno condicional esperado es igual 
a cero, se esperaría que el retorno fluctuara entre 0,79% y -0,79%, lo 
cual en términos de un nivel de tasa de cambio de 2.250 pesos por dólar 
implicaría una variación de entre 2.232 y 2.267 pesos, para el día 
siguiente‡‡‡. Similarmente, según éste mismo modelo se esperaría que en 
un horizonte de un año la tasa de cambio estuviera entre 1.596 y 2.903 
pesos por dólar, correspondiente a una volatilidad acumulada esperada a 
un año del 29%.  
 
CUADRO 6 
VOLATILIDAD MULTI-PERÍODO Y ESTRUCTURA A PLAZOS PARA LOS 
RETORNOS COP/USD* 

ARFIMA–IGARCH IGARCH 

Horizonte Volatilidad 
multi–
período 

Máximo Mínimo Estructura 
a plazos 

Volatilidad 
multi-

período 
Máximo Mínimo Estructura 

a plazos 

Diaria 0,782438 2267,6 2232,4 0,782438 0,790122 2267,8 2232,2 0,790122 

Semanal 1,752082 2289,4 2210,6 0,783555 1,78290 2290,1 2209,9 0,797341 

Quincenal 2,599814 2308,5 2191,5 0,822133 2,549664 2307,4 2192,6 0,806274 

Mensual 4,277939 2346,3 2153,7 0,912060 3,880480 2337,3 2162,7 0,827320 

Trimestral 9,241426 2457,9 2042,1 1,137541 7,314005 2414,6 2085,4 0,900291 

Semestral 15,91504 2608,1 1891,9 1,385226 11,48695 2508,5 1991,5 0,999811 

Anual 29,02485 2903,1 1596,9 1,786356 19,07207 2679,1 1820,9 1,173804 
 
Fuente: elaboración propia. Nota: * En desviaciones estándar. 
 

                                                      
‡‡‡ Este valor corresponde a la tasa de cambio vigente para el día 31 de julio de 2006. 
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En contraste el modelo IGARCH predice una volatilidad acumulada del 
19% para una tasa de cambio entre 1.820 y 2.508 pesos. De otra parte, 
las expectativas promedio de volatilidad, representadas en la estructura a 
plazos, aumentan conforme se incrementa el plazo en ambos casos. La 
expectativa de volatilidad promedio diaria para un año es menor que la 
obtenida para un día. 
 
En el caso de la volatilidad realizada, se efectuó la conversión de la 
misma a distintos horizontes de tiempo utilizando la regla de escala-
miento típica, es decir, multiplicar la desviación estándar por k , donde 
k representa el horizonte de tiempo, bajo el supuesto de retornos 
independientes e idénticamente distribuidos. En el Cuadro 7, se 
presentan los resultados.  
 
En este caso se observa que la volatilidad realizada escalada es menor, en 
todos los horizontes de tiempo, que la arrojada por el modelo 
HYGARCH, por lo que ésta arroja predicciones para la variabilidad de los 
retornos esperados más pequeños. Así, dado que el retorno condicional 
esperado es igual a cero, el retorno fluctuará entre 0,48% y -0,48%, lo cual 
en términos de un nivel de tasa de cambio de 2.250 pesos implicaría una 
variación entre 2.239 y 2.260 pesos, y al cabo de un año una fluctuación 
entre 2.081 y 2.418. 
 
CUADRO 7  
VOLATILIDAD REALIZADA ESCALADA 

Horizonte Desviación estándar Máximo Mínimo 
Diaria 0,48350098 2260,9 2239,1 
Semanal 1,08114106 2274,3 2225,7 
Quincenal 1,52896436 2284,4 2215,6 
Mensual 2,16228213 2298,7 2201,3 
Trimestral 3,74518251 2334,3 2165,7 
Semestral 5,29648789 2369,2 2130,8 
Anual 7,49036501 2418,5 2081,5 

 Fuente: elaboración propia.  
 
CONCLUSIONES 
 
En esta investigación se realizó un análisis estadístico, con el fin de 
comprender el comportamiento de la serie de retornos COP/USD y de 
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sus volatilidades asociadas. Adicionalmente, se construyó el pronóstico 
tanto de los retornos como de las volatilidades, los cuales fueron los 
insumos necesarios para la elaboración de las volatilidades multi-período 
y de las estructuras a plazos de la volatilidad, que a su vez son requeridas 
en operaciones financieras, tales como la valoración de activos, el cálcu-
lo de valoración en riesgo, entre otras. 

 
Del análisis estadístico preliminar, se puede concluir que la serie 
presenta evidencia de larga memoria en la volatilidad de los retornos, 
confirmando los resultados que, recientemente, se han hallado para las 
series de tasas de cambio en otros países. Igualmente, la evidencia 
empírica mostró que los retornos y las primeras diferencias presentan 
características que los alejan del supuesto de normalidad. En conse-
cuencia, diferentes supuestos fueron probados sobre la distribución 
condicional del término de error de los diferentes modelos ajustados, los 
cuales incluyen las distribuciones t–Student, t–Student asimétrica y de 
error generalizado –GED–. De acuerdo con lo anterior, utilizando una 
estrategia de modelos anidados se estimó el modelo HYAPGARCH, 
el cual permite múltiples regularidades empíricas presentes en las 
series financieras. En particular, se obtuvo que la especificación que 
mejor se ajustaba a los datos es la de un modelo IGARCH bajo una 
distribución GED. 
 
Finalmente, empleando los pronósticos del modelo ARFIMA-IGARCH 
se construyó la volatilidad multi-período y la estructura a plazos de la 
volatilidad de los retornos COP/USD. Los resultados indican que 
asumiendo un nivel de tasa de cambio de 2.250 pesos por dólar, se 
esperaría que en un horizonte de un año, la tasa de cambio estuviera 
entre 1.596 y 2.903 pesos por dólar, correspondiente a una volatilidad 
acumulada esperada anual de 29%. Finalmente, las expectativas pro-
medio de volatilidad, representadas en la estructura a plazos, indi-
can que la expectativa de volatilidad promedio diaria para un año es 
menor que la obtenida para un día. 
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ANEXO 1   
 
GRÁFICA A1  
ESTADÍSTICA DESCRIPTIVA DE LA VOLATILIDAD REALIZADA  
HISTOGRAMA Y DENSIDAD KERNEL 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fuente: elaboración propia.  
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