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Hasta 1973 varias economías industrializadas funcionaroncon el sistema
tasa de cambio fijo; la moneda de un país se expresaba en términos cons-
tantes respecto de una moneda extranjera. En la balanza de pagos tenía una
mayor importancia la cuenta corriente y la cuenta de capitales de largo pla-
zo, en otras palabras, los flujos de capital entre países bajoun régimen de
tasa de cambio fijo son graduales y sostenidos. Posteriormente, con el acen-
tuado discurso de liberalización de los mercados, dicha tasa se dejó flotar
libremente y la cuenta de capitales de corto plazo empezó a ser relevante,
puesto que la reserva de capital de los países debía convertirse rápidamen-
te según las variaciones de la tasa de cambio, de esta manera el flujo de
capitales financiaba el déficit o superávit de la cuenta corriente. En estas
condiciones, que la economía de un país entrara en crisis, norespondía ex-
clusivamente a la situación de su sector real sino también a la situación de
su moneda y de sus reservas de capital.

Las firmas que tienen relaciones comerciales con las industrias de otras
naciones deben realizar los pagos en moneda extranjera y están sujetos al
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cultad de Ingeniería, Universidad Nacional de Colombia (Bogotá). E-mail: jai-
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riesgo cambiario. Existe otro tipo de agentes económicos que derivan su
ingreso simplemente del arbitraje con la moneda, es decir, “de comprar
barato ahora y vender caro después”. Estos son los llamadosespeculado-
res, sus operaciones son más importantes hoy que hace veinte años cuando
los instrumentos financieros no estaban tan desarrollados.En este momen-
to existe una amplia gama de dichos instrumentos como los futuros, los
forwards, los swaps, los productos estructurados, los derivados de crédito,
entre otros, con los cuales inversionistas o especuladoresmovilizan grandes
cantidades de capital que inciden notablemente en la variabilidad del tipo
de cambio y de otras variables fundamentales, que sin duda afectan lo que
sucede en el sector real, en parte porque la volatilidad de los precios de los
activos no les permite a las empresas estar seguras de su valor.

Con régimen de tasa de cambio flexible las decisiones de los inversionistas
juegan un papel crucial en la determinación de la situación macroeconó-
mica de los países. Así, por ejemplo, si estos agentes cuentan con poder
de mercado –grandes montos de capital–, pueden cambiar la composición
de su portafolio (por ejemplo, obteniendo activos denominados en moneda
extranjera y no en moneda nacional) creando condiciones para que el go-
bierno de un país se vea obligado a devaluar la moneda. A esta situación
se le conoce comoataque especulativo, uno famoso es el que libró Geor-
ge Soros contra la libra esterlina a principios de la década de los noventa.
Con quince mil millones de dólares en libras esterlinas, Soros hizo que el
Reino Unido gastará cincuenta mil millones de dólares de susreservas in-
ternacionales con el propósito de defender la estabilidad del tipo de cambio
GBP/USD sin otro resultado que el de devaluar. En cuestión detres se-
manas Soros había ganado mil millones de dólares (Krugman 1999). Los
especuladores advierten que una economía tarde o temprano va a encon-
trarse en la necesidad de devaluar y entonces se hace inevitable modificar
las posiciones de su portafolio acelerando el proceso de devaluación, casos
como éste se observaron en las crisis financieras de algunos países asiáticos
a finales de los noventa.

Por lo anterior es apremiante la necesidad de desarrollar una herramienta
que logre dar cuenta de la dirección de una variable como el tipo de cam-
bio. En los modelos macroeconómicos es usual hablar de los mecanismos
de formación de expectativas para referirse a la creencia que una economía
en conjunto tiene del comportamiento futuro de una variablefundamental.
Muchos de estos mecanismos están basados en el uso de técnicas estadísti-
cas, en particular de las series de tiempo lineales. Esta teoría tiene grandes
dificultades para el manejo de las series financieras, puestoque muchas de
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ellas tienen tendencia estocástica, en particular para lastasas de cambio
existe bastante evidencia de que son procesos I(1). La teoría económica ha
observado en lainteligencia computacionalun gran potencial para manejar
las expectativas sobre variables financieras y económicas2.

El presente trabajo utiliza las redes neuronales multicapacon el fin de apro-
ximar la no linealidad en el modelo de Dornbusch (1972) propuesta por De
Grauwe y Dewachter (1993), quienes introducen el comportamiento de los
especuladores y muestran que éste puede ser el responsable de una dinámi-
ca caótica del tipo de cambio. En la primera parte se presentael modelo
de Dornbusch; en la segunda se muestra la modificación de De Grauwe y
Dewachter; en la tercera se exponen las redes neuronales multicapa y sus
algoritmos de entrenamiento; la cuarta sección se describela metodología
y en la quinta se muestran los resultados.

EL MODELO DE “DESBORDAMIENTO” DEL
TIPO DE CAMBIO

Para el caso de los tipos de cambio el marco teórico más destacado es el
de Rudiger Dornbusch (1976). Este autor ofreció una explicación al com-
portamiento errático que siguió el dólar después de 1973 conrespecto a las
divisas más importantes de Europa. Entre 1977 y 1979 el marcose apreció
33% con respecto al dólar, el franco21% y la libra esterlina26%. Para el
período siguiente, comprendido entre los años 1980 y 1985, Estados Uni-
dos tuvo un gran déficit comercial gracias a la apreciación del dólar, pero
la falta de financiamiento interno condujo al país a ser un deudor neto des-
pués de 1985. Los años siguientes se caracterizaron por una apreciación
sostenida de las tres monedas mencionadas en términos de dólares.

De acuerdo con Dornbusch el diferencial entre las tasas de interés (de los
depósitos o inversiones libres de riesgo) de dos países, de alguna manera
predice la dirección que tomará la tasa de cambio. Este era elcaso de la tasa
de interés norteamericana que, a inicios de los ochenta, al ser mucho mayor
con relación a las tasas de interés domésticas de Francia y Reino Unido,
propició una afluencia de inversiones en activos denominados en dólares
que redundó en el fortalecimiento de esta moneda.

El planteamiento de Dornbusch pone de manifiesto que en el corto plazo

2En Colombia existe aplicaciones de las redes neuronales para el comportamiento de la
inflación y del efectivo (Misaset al., 2002 y 2003). Para referencias internacionales
puede consultarse el texto de Sargent (1993).



120 Cuadernos de Economía, 28(50), 2009

una expansión monetaria eleva los precios internos, disminuye las tasas de
interés reales, lo cual presiona una salida de capital que induce a una depre-
ciación inmediata de la moneda nacional (sobre-reacción) yuna posterior
fluctuación de ésta y de los términos de intercambio. La sobre-reacción es
mayor si la oferta agregada del producto nacional permaneceinmodificada
frente a los cambios en la demanda agregada que imprime el choque mo-
netario. El mecanismo también opera a la inversa, un cambio en la política
monetaria que eleve la tasa de interés (por ejemplo la emisión de deuda)
produce rápidamente una apreciación de la moneda. En este modelo la po-
lítica fiscal no genera ningún efecto de sobre-reacción del tipo de cambio,
siempre y cuando el gasto público sea financiado con emisión de deuda y
no con emisión monetaria.

El modelo de Dornbusch se basa en los siguientes supuestos:

1. Perfecta movilidad de capital.

2. Los mercados de bienes se ajustan más lentamente que los mercados
de activos financieros.

3. Los activos financieros nacionales e internacionales sonsubstitutos
perfectos.

4. Se asume que frente a desequilibrios en el mercado de activos finan-
cieros la velocidad de ajuste de la tasa de cambio nominal es instan-
tánea, entre tanto frente a desequilibrios en el mercado de bienes la
velocidad de ajuste del nivel de precios doméstico es gradual.

Este modelo se formula en tiempo continuo. Las variables se encuentran
en escala logarítmica. La economía doméstica es un país pequeño, por lo
tanto los fundamentales de la economía extranjera se toman como variables
exógenas. Se da por sentado la validez de laparidad no cubierta de tasas de
interésque implica la substituibilidad perfecta entre activos denominados
en moneda doméstica o extranjera y que se expresa como3:

E [ṡ] = i − i∗ (1)

Es decir, el valor esperado de la variación de la tasa de cambio nominal obe-
dece a los diferenciales de tasa de interés entre las dos economías. Si existe

3Las variables con asterisco simbolizan agregados macroeconómicos de la economía
extranjera.s es el tipo de cambio nominal (el número de unidades de moneda doméstica
que se da a cambio por una unidad de moneda extranjera),e es la tasa de cambio real (el
precio de una canasta de bienes extranjeros expresado en términos de los mismo bienes
nacionales),i es la tasa de interés,y es el producto interno bruto,m es el dinero líquido
que circula en la economía yp es el nivel general de precios.



Aproximación No Lineal Al Modelo De Overshooting Jaime Villamil 121

perfecta movilidad de capital y substituibilidad de activos, las inversiones
tienden a desplazarse a las economías que ofrecen mayor rentabilidad.

Se asume que el valor esperado finalmente se cumple, a esto se llamapre-
visión perfecta:4

ṡ = i − i∗ (2)

Se considera el control del dinero en manos del banco centralquien sigue
la regla:

m = p + γȳ − λi conγ, λ > 0 (3)

Dondeȳ es el nivel de producto de equilibrio, que también se llama pro-
ducto de pleno empleo o producto potencial.

En (3) se muestra que la cantidad de dinero que el banco central mantiene en
el mercado debe ser proporcional a la cantidad de bienes que se producen.
Si la producción de equilibrio sube, la economía debe contarcon un mayor
monto de dinero para respaldar las transacciones por este producto sin que
la inflación aumente. De otro lado, el banco central puede reducir el monto
de dinero circulante emitiendo bonos de deuda pública interna con tasas
de rendimiento superiores a las de captación de los bancos comerciales
para que su compra sea atractiva. Los bancos, que también compiten por
recursos, suben sus tasas de interés y, por medio de esta alza, el público
desea mantener mayor parte de su dinero en los bancos o en compra de
bonos de deuda y no en efectivo, esto explica la relación inversa que existe
en (3) con respecto a la tasa de interés.

La velocidad de ajuste del nivel de precios doméstico es directamente pro-
porcional a la diferencia entre la demanda agregada y el producto de equi-
librio:

ṗ = θ[yd − ȳ] conθ > 0 (4)

La demanda agregada doméstica viene linealmente determinada por el tipo
de cambio real(e = s + p∗ − p), la tasa de interés doméstica y el producto
de pleno empleo:

yd = α + µ(s + p∗ − p) − φi + ϑȳ conµ, φ, ϑ > 0 (5)

4Este supuesto es importante no sólo en teoría económica sinoen finanzas. Muchas de
las elaboraciones de modelos depricing y valoración en finanzas están construidas con
base en este supuesto restrictivo, un ejemplo de ello es la idea de lastasas forward.
Como en economía esta hipótesis es objeto de fuertes cuestionamientos, los modelos
más importantes son hechos por Soros (2008) con su teoría de la reflexividad y Taleb
(2005) con su idea del “Cisne Negro”.
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Dondeα es una constante positiva que representa el componente autónomo
de la demanda que incluye el gasto del gobierno. Si la tasa de cambio no-
minal aumenta, esto es, si ocurre una depreciación de la moneda nacional,
habrá mayor demanda por productos nacionales que por productos extran-
jeros, lo mismo ocurre si el precio de un producto de importación crece.
Ahora, si la tasa de interés doméstica es mayor, aumenta el dinero en depó-
sitos en los bancos y en consecuencia habrá menos efectivo para demandar
bienes.

Dado que la economía doméstica se supone igual a la de un país pequeño,
se asume el nivel de precios extranjero determinado exógenamente y se
normaliza en uno, por lo tantop∗ = ln P ∗ = ln 1 = 0, esto reduce la
ecuación (5) a:

yd = α + µ(s − p) − φi + ϑȳ (6)

Se reemplaza (6) en (4):

ṗ = θ[α + µ(s − p) − φi + (ϑ − 1)ȳ] (7)

La tasa de interés doméstica compatible con el producto de pleno empleo
se obtiene despejando de (3):

i =
1

λ
[γȳ − (m − p)] (8)

Reemplazando (8) en (7) se obtiene una expresión explícita para la ecuación
de ajuste que relaciona la inflación con los excesos de demanda:

ṗ = θ[α + µs −

(
µ +

φ

λ

)
p +

φ

λ
m +

(
ϑ − 1 −

γφ

λ

)
ȳ] (9)

Reemplazando (8) en (2) se llega a una ecuación para el comportamiento
del tipo de cambio:

ṡ =
1

λ
[γȳ − (m − p)] − i∗ (10)

Las ecuaciones (9) y (10) conforman un sistema de ecuacionesdiferenciales
lineales que en notación matricial se escribe de la forma:

[
ṗ
ṡ

]
= A

[
p
s

]
+ BZ (11)
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Donde:

A =



−θ

(
µ +

φ

λ

)
θµ

1

λ
0


 , B =




θα
θφ

λ
θ

(
ϑ − 1 −

γφ

λ

)
0

0 −
1

λ

γ

λ
−1


 y

Z ′ =
[
1 m ȳ i∗

]

Los valores de equilibrio de largo plazo de las variables endógenas(s̄, p̄)

en el sistema (11) se obtienen cuando

[
ṗ
ṡ

]
=

[
0
0

]
, luego los valores de

equilibrio satisfacen:

[
p̄
s̄

]
= −1∗(A−1BZ) (12)

Los valores de equilibrio de (11) sólo existen sidet(A) 6= 0. El valor
del determinante de la matriz de coeficientes para las variables endógenas

es diferente de cero y negativodet(A) = −
θµ

λ
< 0. Luego existe el

equilibrio y la dinámica alrededor de éste es del tipopunto de silla.

De (12) se conoce queBZ = −1∗A

[
p̄
s̄

]
, reemplazando este valor en (11)

se obtiene un nuevo sistema con respecto a las desviaciones del nivel de
precios y de la tasa de cambio de equilibrio:

[
ṗ
ṡ

]
= A

[
p − p̄
s − s̄

]
(13)

Ya se vio que el determinante de es negativo por lo que la estabilidad del
nuevo sistema (13) está representado también por un punto desilla. El

punto de equilibrio en este nuevo sistema se obtiene haciendo

[
ṗ
ṡ

]
=

[
0
0

]

en (13), de esta condición se hallan las siguientes ecuaciones:

(p − p̄) =
µ

µ + φ/λ
(s − s̄) (14)

p = p̄ (14b)

De la ecuación (14a) se observa que los valoresp de equilibrio son dibuja-

dos en el plano(s, p) por una línea con pendiente positiva
µ

φ/λ
. Siguiendo

el mismo razonamiento para la ecuación (14b) se tiene que losvalores de
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la tasa de cambio de equilibrio quedan descritos por la función constan-
te p = p̄ que es una línea horizontal en el plano(s, p). La intersección
de estas dos curvas se logra en el puntos̄, p̄. En la Gráfica 1 se dibuja el
comportamiento cualitativo del sistema (13).

GRÁFICA 1
SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Fuente: Taylor, 1995.

Suponiendo que el banco central repentinamente emprende una política
monetaria contraccionista y mediante colocación de deuda pública restrin-
ge los medios de pago dem0 a m1, esto obliga en el largo plazo a un
descenso en la misma proporción –por la expresión (3)– del nivel de pre-
cios doméstico, y a una disminución en la misma proporción (debido a que
s = e − p∗ + p) de la tasa de cambio nominal.

En el sistema dinámico de las ecuaciones (14a) y (14b), el nivel de precios
de equilibrio p̄ ya no seríap0 sino p1 y este menor nivel de precios debe
coexistir con un menor nivel de la tasa de cambio nominal, quepasa des0 a
s1. En la Gráfica 2 se observa que si la economía inicialmente se encontraba
en el equilibrio del puntoA, la política monetaria fija como meta de largo
plazo el equilibrio del puntoB.

Sin embargo en el corto plazo existe dificultad para que los precios nacio-
nales se modifiquen, por lo que se mantiene el nivel de preciosenp0, esto
produce una apreciación de la moneda nacional (un descenso de s) mayor
que el valor de equilibrio de largo plazos1. Esta situación de desequilibrio
corresponde al puntoC de la Gráfica 2.

Este modelo es cuestionado por su falta de realismo, porque además de los
agregados económicos que se describieron arriba, los inversionistas tienen
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en cuenta otro tipo de información, por ejemplo, el número deempleos que
una economía crea, si este número es favorable fortalece la moneda nacio-
nal. También se hace énfasis en los aspectos políticos, si existe un conflicto
bélico con un país productor de petróleo, es posible un desabastecimiento
de combustible que perjudique a economías dependientes de este insumo
como la norteamericana, esto produce alza en los precios de la gasolina
procurando así una inflación mayor y un posterior debilitamiento de dólar.

GRÁFICA 2.
DESBORDAMIENTO DE LA TASA DE CAMBIO

Fuente: Taylor, 1995.

Pese a la acogida que tuvo la explicación de Dornbusch en la teoría econó-
mica, la estimación estadística de los parámetros del sistema dinámico para
diversos países no se ha mostrado concluyente (Nelly y Sarno2002). Otros
autores argumentan que el fracaso del modelo de Dornbusch posiblemen-
te se deba a su linealidad implícita, De Grauwe y Dewachter (1993) y Da
Silva (2001) reemplazan las ecuaciones del modelo de desbordamiento por
expresiones no-lineales e introducen el papel de los especuladores, quienes
buscan valores de algunos de los parámetros de los nuevos sistemas que
generen un comportamiento aparentemente aleatorio, pero con explicación
determinista.

MODELO NO-LINEAL DE DESBORDAMIENTO
DEL TIPO DE CAMBIO

El modelo que proponen De Grauwe y Dewachter (1993) se formula en
tiempo discreto y al igual que el de Dornbusch utiliza variables en escala
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logarítmica. La ecuación (1) se escribe como:

Et[∆st] = it − i∗ (15)

Existe una condición de equilibrio en el mercado de bienes que garantiza el
cumplimiento de laparidad de poder de compradada por:

st = pt − p∗t (16)

Se mantiene la regla del banco central semejante a la vista enla ecuación
(3):

mt − pt = γyt − λit conγ, λ > 0 (17)

La dinámica del nivel de precios descrita en (4) se expresa como:

pt − pt−1 = µ(st − st) conµ > 0 (18)

La lógica detrás de (18) es la siguiente: los incrementos deltipo de cambio
nominal por encima de su valor de equilibrio estimulan la demanda interna
de bienes, que se traduce en un incremento del nivel general de precios.

Se asume, otra vez, que la economía nacional es una economía pequeña por
lo que se puede suponer que las variables extranjeras son constantes dadas
exógenamente. Para simplificar, el nivel de precios de equilibrio y la tasa
de interés extranjeros se hacen iguales a uno por lo que se tiene quep∗t y i∗t
son cero.

Asumiendo que el nivel de precios es el de equilibrio, se reemplaza (16) en
(18) y se despejast. De esta forma se llega a:

st =

(
1 + µ

µ

)
pt −

(
1

µ

)
pt−1 (19)

Se reemplaza (17) y el valor de la tasa de interés doméstica de(15) en
(19). Reordenado términos se obtiene una expresión del tipode cambio en
función de los fundamentales y de las expectativas de variación del tipo de
cambio:

st =

(
1 + µ

µ

){[
mt − γyt −

(
1

1 + µ

)
pt−1

]
+ λEt[∆st]

}
(20)
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Existen 2 enfoques usados por los especuladores que se resisten a aceptar
la hipótesis de Fama.5 Uno de ellos se llamaanálisis fundamentaly el otro
análisis técnico. El primero afirma que el movimiento de los precios de los
activos financieros tiene explicación en variables relevantes del desempeño
macroeconómico de un país, el segundo insiste en que existenpatrones de
comportamiento en el pasado que posibilitan el pronóstico del futuro.

Una de las estrategias de uso más frecuente entre especuladores del análisis
técnico –que se llamarán en adelantechartistas– es el MACD (siglas en
inglés de convergencia-divergencia del promedio móvil) que consiste en
la construcción de dos promedios móviles. Uno de corto plazoque da más
importancia a los valores más recientes de los precios y, otro de largo plazo,
que privilegia valores más lejanos. Los dos promedios producen series más
suaves (con menor variabilidad) que la original. El promedio de largo plazo
es más suave que el de corto plazo.

El MACD es la diferencia entre el promedio de corto y el de largo plazo,
fue propuesto por Gerald Appel y produce señales de compra y venta6.
Después del corte de ambos promedios, si el MACD es positivo,existe
un indicio de que el precio del activo subirá (y los inversionistas deben
comprar), y si es negativo indica que el precio caerá (y los inversionistas
deben vender). La estrategia de negociación óptima basada en el indicador
MACD busca los promedios móviles que maximicen la rentabilidad de las
negociaciones en un tiempo dado.

En la Gráfica 3 se ilustra como opera el MACD. La línea negra es la di-
ferencia entre el promedio de corto plazo con respecto al de largo plazo,
cuando esta línea corta el eje de las abscisas se genera una señal de nego-
ciación: se trata de una señal de compra si posterior a este corte la línea
negra es creciente, y se habla de una señal de venta si ocurre lo contrario.
En la Gráfica 3 se ilustra un periodo de negociación en el cual se produjeron
tres señales de compra y dos de venta.

De Grauwe y Dewachter (1993) introducen las expectativas devariación
del tipo de cambio como un promedio ponderado de las expectativas de los

5La hipótesis de los mercados eficientes, formulada por Eugene Fama (1969 y 1970),
sostiene que los mercados en los que se transan activos financieros se caracterizan por-
que cualquier nueva información es incorporada inmediatamente por los negociadores
en sus decisiones de compra y venta. De lo anterior se desprende que no es posible que
un especulador anticipe estas decisiones y que, en promedioy de manera sistemática,
obtenga ganancias superiores a las del mercado. En otras palabras, estos mercados no
son predecibles, el conocimiento del comportamiento del precio en el pasado no aporta
información para dilucidar su nivel futuro.

6Para más indicadores del análisis técnico puede consultarse Kaufman (1987).
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especuladores fundamentalistas(f) y de los chartistas(c).

Et[∆st] = wtE
c
t [∆st] + (1 − wt)E

f
t [∆st] conwt ∈ [0, 1] (21)

Las expectativas de los chartistas son directamente proporcionales al va-
lor del MACD y las de los fundamentalistas al ajuste del tipo de cambio
nominal respecto de su valor de equilibrio. Ambos tienen diferentes con-
juntos de información (el de los chartistas, por ejemplo, noincluye toda
la información disponible de la tasa de cambio) y sus expectativas no son
racionales, para ello necesitarían conocer el modelo y el mecanismo de for-
mación expectativas de los demás especuladores.

GRAFICA 3.
ESTRATEGIA MACD

Fuente: Villamil (2006).

El promedio de corto plazo (PCP) de los chartistas se supone que considera
sólo el cambio del periodo inmediatamente anterior, entre tanto el promedio
de largo plazo (PLP) involucra la media de los cambios en los dos periodos
precedentes, respectivamente:

PCP (∆st) = st−1 − st−2 (22)

PLP (∆st) =
(st−1 − st−2) + (st−2 − st−3)

2
(23)

El MACD viene dado, entonces, por:

MACD = PCP (∆st) − PLP (∆st) =
st−1 − 2st−2 + st−3

2
(24)

La expresión (25) describe la formación de expectativas de los chartistas
(se multiplica por dos para simplificar). Cuando el MACD es positivo los
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chartistas tienen una expectativa de devaluación del tipo de cambio. Si es
negativo, esperan una revaluación.

Ec
t [∆st] = 2θMACD = θ(st−1 − 2st−2 + st−3) conθ > 0 (25)

La expresión con la que se dibuja la formación de expectativas de los fun-
damentalistas es:

Ef
t [∆st] = β(st−1 − st−1) conβ > 0 (26)

En (26) se plantea que una devaluación respecto del tipo de cambio de equi-
librio se traduce, para los fundamentalistas, en expectativas de revaluación,
y a la inversa, una apreciación implica que deberían esperaruna corrección
por medio de la depreciación futura.

Reemplazando (25) y (26) en (21) se llega a una expresión parala forma-
ción de expectativas del conjunto de la economía:

Et[∆st] = wtθ(st−1 − 2st−2 − st−3) + (1 − wt)β(st−1 − st−1) (27)

La ponderación de la expresión (27) se hace endógena al modelo por medio
de la ecuación (28) que resume la siguiente intuición; si el tipo de cambio
nominal no es muy diferente del valor de equilibrio estimadopor los funda-
mentalistas, entonces la variación esperada de esta variable que tienen ellos
es cercana a cero, y no existirá tanta participación de este tipo de especu-
ladores en el mercado de divisas (wt toma valores próximos a uno). Por el
contrario, si la divergencia en un sentido o en otro es considerable, su par-
ticipación en el mercado es mucho mayor, reduciendo así la importancia de
los chartistas (wt toma valores cercanos a cero).

wt =
1

1 + α(st−1 − st−1)2
∈ [0, 1] conα > 0 (28)

Reemplazando (27) en (20) y organizando términos se tiene una ecuación
en diferencias no lineal para el comportamiento del tipo de cambio nominal,
así:

st =

(
1 + µ

µ

)[
mt − γyt −

(
1

1 + µ

)
pt−1

]
+ Ψ0 + Ψ1st−1 + Ψ2st−2 + Ψ3st−3

(29)
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Donde:

Ψ0 = λβ(1 − wt)

(
1 + µ

µ

)
st−1

Ψ1 = λ

(
1 + µ

µ

)
[θwt − (1 − wt)β]

Ψ2 = −2λθwt

(
1 + µ

µ

)

Ψ3 = −
Ψ2

2

wt =
1

1 + α(st−1 − st−1)2

En la expresión (29) las implicaciones fundamentales del modelo de Dorn-

busch se mantienen. El factor
1 + µ

µ
es siempre mayor que uno, esto indica

que la tasa de cambio responde más que proporcionalmente a lapolítica
monetaria del banco central.

De Grauwe y Dewachter, H. (1993) hacen que el valor de la tasa de cambio
de equilibrio sea una constante y lo normalizan en uno. El comportamien-
to caótico de la tasa de cambio se puede obtener de la expresión (29) con
una combinación particular de los parámetros(γ, λ, µ, β, θ, α). La existen-
cia de sistemas caóticos en macroeconomía tiene dos consecuencias. La
primera de ellas es el cuestionamiento al enfoque de las expectativas racio-
nales, en un modelo se puede suponer conocimiento perfecto por parte de
los agentes de cada una de las ecuaciones y de los valores pasados de la
variable, pero dado que los sistemas caóticos son inestables, la predicción
que hacen los agentes de valores futuros (de largo plazo) pueden ser muy
diferentes. La segunda, es la posibilidad de explicar las fluctuaciones de
agregados económicos sin que intervenga la idea de un choqueexterno que
se modela siempre mediante un término aleatorio.

LAS REDES NEURONALES MULTICAPA

Las redes neuronales son sistemas de procesamiento de información ins-
pirados en el funcionamiento del cerebro humano. Se sabe queel cerebro
está conformado por neuronas y que en la medida que se ve enfrentado a
resolver tareas complejas, éste requiere de un mayor númerode neuronas
activadas procesando información. La primera representación de una neu-
rona biológica fue ofrecida en 1911 por Santiago Ramón y Cajal. En la
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Gráfica 4 se observa un dibujo de una neurona biológica, esta es en general
una célula nerviosa provista de un núcleo que genera un impulso eléctri-
co dependiendo de un grado de excitación (por ejemplo, la dificultad de la
tarea), unas prolongaciones que se conocen como axón y, finalmente, las
dendritas.

GRÁFICA 4.
NEURONA BIOLÓGICA

Fuente: http://psych.wisc.edu/faculty/pages/croberts/topic3.html

Es por medio de las ramificaciones más pequeñas derivadas delaxón, las
dendritas, que unas neuronas se comunican con otras. Esta conexión no es
física, las dendritas de una neurona están cerca de las dendritas de otra, pero
ambas terminaciones se encuentran inmersas en una sustancia neurotrans-
misora que, dependiendo de la intensidad del impulso eléctrico que viene
de una neurona, le es comunicado a las neuronas contiguas, a este espacio
entre dendritas se le conoce como sinapsis. La intensidad del impulso eléc-
trico que permite la activación de las neuronas vecinas estádeterminada por
un umbral, si el impulso es mayor a éste, entonces se transmite a la demás,
de lo contrario no. En 1943 el esquema de funcionamiento neurofisioló-
gico de la neurona fue emulado matemáticamente por McCulloch y Pitts
mediante una representación como la presentada en la Gráfica5, a la cual
se conoce como neurona artificial o perceptron.

En la Gráfica 5 existe un vectorXr×1 conr variables de entrada, un vector
W1×r que consta de ponderadores (que son ajustables) para cada variable
de entrada y, además, se involucra un parámetro escalarb llamado umbral.
La activación (el impulso eléctrico representado por la letraa) de la neurona
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se expresa por medio de la función de activación7 f , cuyo argumento es
el producto interno de los vectoresW y X más el parámetrob (también
ajustable si se desea).

GRÁFICA 5.
NEURONA ARTIFICIAL (PERCEPTRON)

Fuente: Villamil (2006).

En principio se usó como activación de funciones escalonadas. Por ejem-
plo, para un resultado positivo de la suma entre el umbral y lacombinación
lineal entre ponderadores y valores se dice que la neurona seactiva y envía
un impulso a las demás neuronas, si el resultado es menor o igual que cero
no hay activación.

En breve, una red neuronal se define como una interconexión enparalelo
de neuronas, donde las salidas de una sirven de entrada a otras. La red neu-
ronal es capaz de aprender cuál es la asociación entre variables explicativas
y explicadas. El modo en que estas conexiones se presentan sellamaarqui-
tecturade la red. Y al proceso gradual de ajuste de los pesos y umbrales a
valores que se adecuan a un correcto aprendizaje de la tarea presentada se
llamaentrenamiento.

Las redes neuronales se diferencian de la máquina de John VonNeumann
en varios aspectos, los más importantes son:

1. La máquina de Von Neumann opera secuencialmente, es decir, que
si existe una falla en la cadena de secuencias la máquina falla. Por el
contrario, las redes neuronales funcionan en paralelo, de modo que
son tolerantes a fallos.

7La función de activaciónse usa para acotar el rango de su respuesta o salida(a) entre
dos valores deseables. Las funciones de activación más usadas son lafunción logís-
tica que garantiza valores en el intervalo(0, 1) y la función tangente hiperbólicaque
garantiza valores en el intervalo(−1, 1).



Aproximación No Lineal Al Modelo De Overshooting Jaime Villamil 133

2. El “conocimiento” en una red neuronal no reside en un listado de ins-
trucciones como en el caso de la máquina de Von Neumann, sino que
ésta “aprende”. Es decir, cuando a la red se le presenta un conjunto
de patrones (datos de entrada con los datos deseados de salida), me-
diante un mecanismo de actualización iterativo la red encuentra los
valores de los pesos de cada neurona que producen una mejor salida
deseada. Esto hace que las redes sean “flexibles” a los ambientes que
las rodean, que no necesiten ser programadas nuevamente frente a
cambios en el entorno.

3. Gran cantidad de problemas reales son no lineales. La combinación
de varias neuronas artificiales configuradas en paralelo arroja una
función altamente no lineal no sólo en variables sino también en los
parámetros. Los modelos lineales generalizados (regresión logística,
de Poisson, de Cox, etcétera) pueden ser no lineales en variables, pe-
ro si en parámetros. “A diferencia de los modelos estadísticos tradi-
cionales, los cuales intentan ‘ajustar los datos a un modelo’, las redes
neuronales ‘fabrican un modelo que se ajuste a los datos’. Elenfoque
de la computación neuronal es diametralmente opuesto” (Alfonso y
Torres, 1992)8.

Pero las redes neuronales también tienen desventajas:

1. Para quienes quieren encontrar una relación explícita entre las va-
riables de entrada y la respuesta, el modelo neuronal produce una
expresión altamente no lineal donde los pesos que se optimizan en
el entrenamiento no tienen interpretación alguna; mientras que los
coeficientes de un modelo estadístico si la tienen.

2. Las redes neuronales han recibido muchas críticas porquesu entre-
namiento es un proceso de “ensayo y error” que consume demasiado
tiempo, este se hace más grande si la red es muy compleja (tiene
bastantes neuronas ocultas) y si además el tamaño de muestrapara
entrenamiento también es grande.

8En el caso de las variables financieras se ha usado para su modelamiento lasseries de
tiempo linealesy lasno-lineales, estas últimas buscan una forma específica de relación
funcional no-lineal entre los datos. Para ambas técnicas lavalidez estadística del modelo
global, de cada uno de sus parámetros y la verificación de sus supuestos es de vital
importancia. En el caso de las redes multicapa, que simulan series de tiempo, se busca
la forma funcional y no se impone a los datos, y los parámetros(los pesos) sólo importan
en tanto sean los que reflejan el aprendizaje de la red.
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3. No existe un procedimiento respaldado teóricamente paradeterminar
el número de neuronas en capa oculta ni las variables de entrada con
mayor relevancia, y no se puede hacer inferencia estadística para me-
dir la importancia de los pesos, aunque ya hay trabajos que estudian
esta posibilidad (Sarle 1994).

4. La superficie del error para una red compleja está formada por mu-
chos mínimos locales haciendo que sea muy probable que el algorit-
mo de propagación inversa quede atrapado en uno de ellos.

Perceptron y la separabilidad lineal

La investigación en redes neuronales, después del hallazgode Minsky y
Papert (1969), entró en un estado de abandono hasta finales delos ochenta.
El resultado de estos autores señaló que, sin importar la función no lineal
usada como función de activación, un perceptron con solamente la capa
de salida, tiene éxito en tareas de clasificación de patronessólo si estos
son linealmente separables. El ejemplo clásico para ilustrar esta idea ha
sido el aprendizaje de la función lógica o exclusiva (XOR). Esta operación
lógica entre valores de verdad de dos proposiciones se representa mediante
la siguiente tabla.

CUADRO 1.
OPERACIÓN XOR

X1 X2 Y
1 0 1
0 1 1
0 0 0
1 1 0

El valor 0 indica falsedad y el valor 1 lo contrario. De esta manera la
operación lógica o exclusiva entre dos proposiciones es verdadera sólo si
alguna de las dos proposiciones es verdadera, pero no ambas.

Supongamos un perceptron (ver Gráfica 5) se comprende con dosentradas
y una función de activación logística que se define porf(x) = 1/1 + e−x.
Las dos entradas son los valores dex1 y x2 del Cuadro 1 multiplicados por
los ponderadoresw1 y w2, respectivamente y sumados a un umbralθ, este
resultado es el argumento de la función logística.

El problema del reconocimiento de las salidas de la operación XOR al que
se enfrenta el perceptron descrito arriba consiste en encontrar los valores
adecuados dew1, w2 y θ. Es un problema de optimización donde no es
posible encontrar valores satisfactorios.
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La dificultad para resolver el problema reside en el hecho de que los patro-
nes no son linealmente separables; es decir, que no existe una línea recta
que permita separar el espacio de patrones9. En la Gráfica 6 se representan
los valores del Cuadro 1, en las abcisas van los valores dex1 y en las coor-
denadas los dex2, con el punto blanco se representa un valor verdadero (1)
de la proposiciónx1 XOR x2 y con el punto negro un valor falso (0). Se
observa en dicha gráfica que no es posible trazar una línea recta que divida
las respuestas falsas de las verdaderas.

GRÁFICA 6.
NO SEPARABILIDAD LINEAL

Fuente: Villamil y Delgado (2007).

La forma en la que se pueden hacer separables las respuestas de la Gráfica
6 es mediante una o varias capas de funciones no lineales entre las entradas
y las salidas de un perceptron, a esta configuración se le llama perceptron
multicapa. Éste, según la demostración Funahashi (1989)10, es capaz de
aproximar cualquier asociación no-lineal entre variables.

Perceptron Multicapa

La red neuronal más sencilla es el perceptron multicapa, este consiste en
un arreglo de neuronas por capas: la capa de neuronas para lasvariables de
entrada se llama capa de entrada, una o varias capas intermedias se llaman
capas ocultas, y una capa de neuronas para las variables de salida se llama
capa de salida, las interconexiones que son permitidas entre neuronas só-
lo van de una neurona de una capa a las neuronas de la capa siguiente, es

9Cuando se tienen variables de entrada la no separabilidad lineal consiste enque no es
posible que unhiperplanosepare dos hipervolúmenes.

10Citado en Delgado, (1998).
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posible que uno o varios ponderadores sean cero. Esta es la principal ca-
racterística de lasredes multicapao estáticas, no existe retroalimentación,
es decir, no se permite que la salida de una capa vaya como entrada a una
capa anterior. Cuando se admite la retroalimentación se habla deredes re-
currenteso dinámicas. La notación abreviada para la arquitectura de una
red neuronal multicapa es(ni, nj , nk). Dondeni y nk son el número de va-
riables de entrada y de salida respectivamente, en tanto quenj es el número
de neuronas en la capa oculta. En la Gráfica 7 se ilustra una redneuronal
multicapa con arquitectura(4, 3, 3, 2).

GRÁFICA 7.
RED NEURONAL MULTICAPA

Fuente: Villamil (2006).

Toda red multicapa se encuentra definida en términos de su arquitectura,
sus funciones de activación, los umbrales y los pesos. Estosúltimos son las
variables de ajuste en el momento de utilizar un algoritmo deentrenamiento
para que la red aprenda. En el entrenamiento, además de ajustar los pesos y
los umbrales, es preciso optimizar el número de neuronas quela conforman
porque de esto depende la velocidad que adquiere la red para aprender.

El entrenamiento de una red multicapa es de dos tipos:incrementalsi el
aprendizaje se da al presentarle a la red cada entrada (variables explicativas)
con su respectiva salida (variables explicadas), obatchcuando el aprendi-
zaje de la red ocurre sólo después de haberle presentado todoel conjunto
de datos de entrada y salida. El objetivo del entrenamiento es minimizar
una función de pérdida o costo, la que se usa con frecuencia esel error
cuadrático medio.

Una función de pérdidaL debe satisfacer las siguientes propiedades (Jalil
y Misas 2006):
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i. L(e) ≥ 0∀e 6= 0

ii. L(0) = 0

iii. L(e) = L(−e)

iv. L(ei) ≥ L(e′i)∀|ei| > |e′i|

Dondee son los residuales entre las salidas deseadas y las simuladas por el
modelo.

Dos de las funciones que cumplen estas condiciones son:

El error cuadrático medio (ECM).L(e) = αe2 con α > 0. Se usa
con frecuenciaα = 0, 5.

La función LINEX.L(y−y∗) = 1
φ2{exp[φ(y−y∗)]−φ(y−y∗)−1}

con φ 6= 0. En la cualy∗ es el valor pronosticado. Existen dos
posibles casos: uno en el queφ > 0 donde las sub-predicciones
y − y∗ > 0 son mucho más costosas. Y otro, en el queφ < 0, donde
se presta más atención a las sobre-prediccionesy − y∗ < 0. Cuando
φ es muy cercano a cero esta función tiende a parecerse al ECM.

El algoritmo de propagación inversa (BP)

Para deducir el mecanismo de actualización de los pesos comolo plantea el
algoritmo de propagación inversa (back propagation) se emplea la siguiente
notación –siguiendo la exposición de Haykin (1994). Sea unacapaI de
entrada, una capa de neuronas ocultasJ y una capa de salidaK donde sólo
se permiten conexiones entre las neuronas de una capa con lasneuronas de
la capa siguiente, se dice que:

a) i es lai-ésima neurona en la capaI, j es laj-ésima neurona en la
capaJ y k es lak-ésima neurona en la capaK.

b) n es lan-ésima iteración realizada por el algoritmo cuando se le pre-
senta eln-ésimo patrón del conjunto de entrenamiento.

c) yj(n) y yk(n) son las salidas de las neuronasj y k respectivamente
para lan-ésima iteración.yk es el valor de salida que simula la red.

d) dk(n) es elk-ésimo elemento en el vector de patrones de salidas
(deseadas) para lan-ésima iteración.
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e) ek(n) = dk(n) − yk(n) es el error de aproximación de la red a la
respuesta deseadadk(n).

f) yi(n) es eli-ésimo elemento en el vector de patrones de entrada en
la n-ésima iteración.

g) N es el número de patrones de entrenamiento: las filas de variables
de entradas con sus respectivas salidas.

h) wij(n) es el peso de la neuronaj (de la capa oculta) que multiplica a
yi(n).

i) wkj(n) es el peso de la neuronak (de la capa oculta) que multiplica
ayj(n).

j) wj0(n) es el umbral de la neuronaj y wk0(n) es el umbral de la
neuronak en lan-ésima iteración.

k) ∆wij(n) es la corrección aplicada al pesowij(n) en lan-ésima ite-
ración,∆wkj(n) tiene la misma interpretación.

l) sj(n) =
∑
i∈I

wji(n)yi(n) es el nivel de actividad interna neta de la

neuronaj.

m) sk(n) =
∑
j∈j

wkj(n)yj(n) es el nivel de actividad interna neta de la

neuronak.

n) fj(·) es la función de activación de la neuronaj. Esta genera la salida
yj que se obtiene deyj = fj(sj(n)).

o) De la misma manera se interpreta la salida de la neuronak de la capa
de salidayk = fk(sk(n)).

p) E(n) = 1/2
∑

k∈K

e2
k(n) es la suma de errores cuadrados en lan-

ésima iteración.

q) El error cuadrado medio esECM = 1/N
N∑

n=1
. El ECM es la fun-

ción de costo o pérdida que muestra el desempeño del entrenamiento,
un valor muy pequeño indica que la red ha aprendido la relación entre
los vectores de entrada y los vectores de salida para losN patrones
de entrenamiento11.

11Kröse y Van der Smagt (1996) señalan que el valor de la funciónde pérdida en el
conjunto de entrenamiento debe converger al valor de ésta enel conjunto de prueba,
para garantizar que el algoritmo ha encontrado un mínimo global.
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BP fue inicialmente propuesto en la tesis doctoral de Werbos(1974), es
el algoritmo de entrenamiento más conocido, éste debe buscar valores óp-
timos dewkj(n), wji(n), wk0(n) y wj0(n) que minimicen el valor de la
función de pérdida. Se parte de unos valores iniciales de todos los pesos
y umbrales que son generados aleatoriamente (a esta etapa sele conoce
como la inicialización de los pesos). Los pesos de una iteración a otra se
actualizan con base en una corrección∆w(n) de esta manera:

w(n + 1) = w(n) + ∆w(n) (30)

El proceso iterativo se realiza desde la última capa de neuronas hasta la
primera en la medida que cada patrón es presentado a la red. Envirtud de
que el aprendizaje se hace con base en la repetición, no sólo es necesario
presentarle a la red una lista de datos (patrones) disponibles en la muestra
de entrenamiento, sino que es preciso mostrárselos varias veces hasta que
la red aprenda. A cada listado de patrones se llamaépoca. El número de
iteraciones del algoritmo BP es igual al número de épocas multiplicado por
el número de patrones disponibles en la muestra de entrenamiento.

La corrección∆w(n) es igual a una constante de proporcionalidadη (lla-
mada tasa de aprendizaje) que multiplica el cambio de dirección de la suma
de errores cuadrados con respectos a los pesos, es decir:

∆w(n) = −η
∂E(n)

∂w(n)
(31)

La expresión (31) es necesario examinarla por separado en lacapa de salida
y en la capa oculta, debido a que en esta última no existen unosvalores
deseables que puedan ser observados y con los cuales medir los errores de
salida de las neuronas en esa capa.

Caso I. La capa de salida

Reemplazando las expresiones e) y o) en p) puede verse que la suma de
errores cuadrados se expresa como:

E(n) = 1/2
∑

k∈K

[dk(n) − fk(sk(n))]2 (32)

Aplicando la regla de la cadena, la derivada en la ecuación (31) se expresa
así:

∂E(n)

∂wkj(n)
=

∂E(n)

∂ek(n)

∂ek(n)

∂yk(n)

∂yk(n)

∂sk(n)

∂sk(n)

∂wkj(n)
(33)
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Derivando a ambos lados la definición p) con respecto al errorde salida en
la neuronak:

∂E(n)

∂ek(n)
= ek(n) (34)

Derivando a ambos lados la definición e) con respecto a la salida de la
neuronak:

∂ek(n)

∂yk(n)
= −1 (35)

Derivando a ambos lados la definición o) con respecto al nivelde actividad
interna neta en la neuronak:

∂yk(n)

∂sk(n)
= f ′

k(sk(n)) (36)

Derivando a ambos lados la definición m) con respecto a los pesos en la
neuronak:

∂sk(n)

∂wkj(n)
= yj(n) (37)

Reemplazando (34), (35), (36) y (37) en (33) se obtiene:

∂E(n)

∂wkj(n)
= δk(n)yj(n) (38)

Dondeδk(n) =
∂E(n)

∂sk(n)
= −ek(n)f ′

k(sk(n)) y se llama gradiente local.

Reemplazando (38) en (31):

∆wkj(n) = ηek(n)f ′
k(sk(n))yj(n) (39)

Reemplazando (39) en (30) obtenemos la regla de actualización de pesos
en la capa de salida del perceptron multicapa:

wkj(n + 1) = wkj(n) + η[ek(n)f ′
k(sk(n))yj(n)] (40)
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Caso II. La capa de oculta

En la capa oculta es necesario buscar que la regla de actualización de los
pesos involucre el error en la capa de salida, puesto que no hay salidas
deseables a priori para la capa oculta. Reemplazando la definición m) en
(32), la suma de errores cuadrados en la capa de salida se expresa como:

E(n) = 1/2
∑

k∈K


dk(n) − fk



∑

j∈J

wkj(n)yj(n)






2

(41)

De aquí es claro queE(n) es una función de las salidas en la capa oculta
yj(n). Usando nuevamente la regla de la cadena, el cambio de dirección
de la suma de errores cuadrados con respecto a los pesos en la capa oculta
puede escribirse así:

∂E(n)

∂wji(n)
=

∂E(n)

∂yj(n)

∂yj(n)

∂sj(n)

∂sj(n)

∂wji(n)
(42)

Dondeδj(n) =
∂E(n)

∂sj(n)
es el gradiente local respectivo.

Aplicando la regla de la cadena se deriva (41) a ambos lados con respecto
a yj(n):

∂E(n)

∂yj(n)
=
∑

k∈K

ek(n)
∂ek(n)

∂yk(n)

∂yk(n)

∂sk(n)

∂sk(n)

∂yj(n)
(43)

Derivando la definición m) con respecto ayj(n):

∂sk(n)

∂yj(n)
= wkj(n) (44)

Reemplazando (35), (36), (44) en (43) se obtiene:

∂E(n)

∂yj(n)
= −

∑

k∈K

ek(n)f ′
k(sk(n))wkj(n) (45)

Derivando a ambos lados la definición n) con respecto al nivelde actividad
interna neta en la neuronaj:

∂yj(n)

∂sj(n)
= f ′

j(sj(n)) (46)
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Derivando a ambos lados la definición l) con respecto a los pesos en la
neuronaj:

∂sj(n)

∂wji(n)
= yi(n) (47)

Reemplazando (45), (46) y (47) en (42) se obtiene:

∂E(n)

∂wji(n)
= −yi(n)f ′

j(sj(n))
∑

k∈K

ek(n)f ′
k(sk(n))wkj(n) (48)

Reemplazando (48) en (31)

∆wji(n) = ηyi(n)f ′
j(sj(n))

∑

k∈K

ek(n)f ′
k(sk(n))wkj(n) (49)

Reemplazando (49) en (30), la regla de actualización de pesos en la capa
oculta queda como:

wji(n + 1) = wji(n) + η

[
yi(n)f ′

j(sj(n))
∑

k∈K

ek(n)f ′
k(sk(n))wkj(n)

]

(50)

Las ecuaciones (40) y (50) conforman el ajuste iterativo de los pesos en la
capa de salida y oculta respectivamente.

El algoritmo BP se ha cuestionado porque con una tasa de aprendizaje muy
pequeña el entrenamiento es demasiado lento, y considerando una tasa muy
alta, el algoritmo es inestable. Otro comentario consiste en que los pesos
con los que se inicializa el entrenamiento puede ubicar al gradiente en una
zona donde se converja a un mínimo local y no a uno global. En conse-
cuencia el entrenamiento mediante BP es un ejercicio de ensayo y error
que resulta algo engorroso, por esta razón se han propuesto algunas modifi-
caciones del algoritmo. En Villamil (2006) se enuncian mecanismos tanto
formales como heurísticos de selección de la “mejor” red neuronal.

La primera modificación involucra en la regla de actualización de pesos
un término de ajusteα (llamadomomentum) respecto al cambio entre los
pesos conseguidos en una iteración y la siguiente, como se muestra en la
siguiente ecuación:

∆w(n) = −η
∂E(n)

∂w(n)
+ α∆w(n − 1) (51)
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Algunos autores han sugerido que la tasa de aprendizaje no fuera fija sino
dinámica y algunos se han enfocado en emplear algoritmos de optimización
diferentes, como el de Levenberg-Marquart, Newton, de gradiente conjuga-
do, etcétera; no obstante, el algoritmo BP es el más usado12. Otros, por su
parte, recomiendan entrenar el perceptron varias veces condiversos valores
de los pesos iniciales (generados aleatoriamente), esto sehace con el fin
de reducir la posibilidad de que el algoritmo converja a un mínimo local.
Una práctica frecuente es realizar el primer entrenamientocon una tasa de
aprendizaje de0, 9, guardar los pesos y entrenar nuevamente usando estos
pesos con una tasa de aprendizaje menor, y así sucesivamente. En la etapa
en la que se encuentre el menor valor del error cuadrado mediose selec-
ciona la red. Para el estudio de series muy complicadas, si los ajustes no
son buenos mejorando el procedimiento de optimización, se ayuda a la red
modelando su error de predicción con un procesoARIMA(p, i, q).

No es aconsejable entrenar la red con los datos en sus valoresoriginales,
con frecuencia se recomienda el re-escalamiento de los datos o patrones
a intervalos semejantes al dominio para el cual la función deactivación
logra sus valores máximo y mínimo. Se afirma que este procedimiento es
necesario para evitar lasaturaciónde las funciones de activación, es decir,
que las salidas de las neuronas se ubiquen siempre o en su valor máximo
o en su valor mínimo. El re-escalamiento consiste en una regla tres; para
transformar, por ejemplo, los valores dez a valores de una variabley que
se mueve en el intervalo[a, b], se aplica la siguiente expresión:

zt − mı́n{zt}

máx{zt} − mı́n{zt}
=

yt − a

b − a
(52)

También se puede re-escalar los datos normalizando, restando a cada dato
el promedio de la serie y dividiendo por la desviación estándar.

El objetivo del algoritmo de entrenamiento es minimizar la función de
pérdida, pero la experiencia ha demostrado que las redes tienden a sobre-
ajustar los datos y mostrar muy buenos resultados. Por esta razón es usual
destinar el70% de la muestra para el entrenamiento y el30% para la
prueba del modelo. La selección de la mejor red se realiza conbase en
la arquitectura que obtenga el menor valor de la función de pérdida en el

12Sarle (1994, 3) hace la siguiente afirmación: “Considering how tedious unreliable stan-
dard backprop, it is difficult to understand why it is used so widely. [. . . ] For small
networks (tens of weights), a Levenberg-Marquardt algorithm is usually a good choice.
For a medium size network (hundreds of weights), quasi-Newton methods are generally
faster. For large networks (thousands of weights), memory restrictions often dictate the
use of conjugate gradient methods”.
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conjunto de prueba. En la Gráfica 8 se muestra el comportamiento de la
función a medida que el algoritmo avanza en cada iteración, se aprecia que
en el conjunto de entrenamiento este valor siempre decae conel número
de iteraciones, pero para seleccionar la red óptima sólo hayun número de
iteraciones que hace mínimo su valor en el conjunto de prueba. De ese nú-
mero de iteraciones en adelante se representan arquitecturas que se ajustan
muy bien en el entrenamiento, pero muy mal con los valores de prueba. Por
lo anterior el modelo se selecciona cuando se obtiene el menor valor de la
función objetivo con los datos de prueba.

GRÁFICA 8.
SELECCIÓN DE LA RED ÓPTIMA

Fuente: Villamil y Delgado (2007).

Chemotaxis

Algunos organismos unicelulares, por ejemplo las bacterias, responden al
estímulo de las sustancias químicas que le sirven de nutrientes. El movi-
miento de estos organismos se conoce como chemotaxis. De la observación
de la bacteria intestinal Escherichia Coli (especies que senutre de aminoá-
cidos), investigadores como Berg y Brown (1972)13 establecieron que su
desplazamiento ocurre inicialmente de forma aleatoria hasta que paulatina-
mente encuentra una mayor concentración de su sustancia alimenticia14.

13Citado en Mülleret al. (2002).
14“Bacteria are too small to be able to measure spatial concentration gradients of chemo-

attractants. When swimming in a medium with varying concentrations they generate
random directions instead and keep going as long as concentration increases. If attrac-
tant concentration does not or no longer increases, then they stop, tumble, then emerge
in a new direction at random angles to the old direction. In this way they move towards
larger and larger concentration values of the attractant. In other words, they optimize
the function that describes the concentration of the chemoattractant in the medium”.
Bremermann y Anderson (1991, 127).
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El entrenamiento de una arquitectura neuronal, como se había menciona-
do, es un problema de optimización, que consiste en encontrar los pesos
adecuados en las funciones de activación (neuronas). El algoritmo BP pa-
ra resolverlo se basa en el cambio de la función de pérdida conrelación a
los pesos en la capa oculta y de salida. Bremermann y Anderson(1991)
propusieron entrenar redes neuronales artificiales usandoel mecanismo de
chemotaxis, ellos señalan que la principal ventaja en comparación con BP
es su fácil implementación y que este algoritmo no usa el gradiente del
error, simplificando así el número de cálculos a realizar.

En ocasiones el interés no reside en el ajuste de la salida de una red en
comparación con una salida deseada, sino de una función de pérdida mucho
más compleja para la cual el cálculo del gradiente es difícilo imposible
de realizar. El algoritmo de entrenamiento con base en el mecanismo de
chemotaxis se reduce a una caminata aleatoria sesgada por elespacio de
parámetros de la función que se quiere optimizar. El algoritmo tiene la
siguiente secuencia (ver Delgado 2000):

i) Se inicia con una matriz arbitraria de pesos15 W0.

ii) Los pesos iniciales de i) son perturbados por un término∆W que
sigue una distribución normal estándar.Wt = W0 + h∗∆W , donde
h es una constante similar a la tasa de aprendizaje en el algoritmo BP,
y toma valores entre cero y uno.

iii) La función objetivo de interés a ser optimizada se evalúa con los
nuevos pesosf(Wt). Si los nuevos pesos disminuyen (en el caso que
se desee minimizar) o aumentan (en el caso que se desee maximizar)
la función de pérdida con relación al resultado que se obtiene con los
pesos inicialesf(W0), se toman estos nuevos pesos como referencia
y se vuelve al paso ii), de lo contrario se regresa a i).

iv) Durante el ciclo de iteraciones el valor deh es ajustado de la siguiente
forma: después des pasos exitosos el nuevo valor esh + δ, es decir,
se hace más rápido el aprendizaje. Después def pasos fallidos el
nuevo valor esh − δf , lo que significa que el aprendizaje es más
lento16.

15En el caso de los perceptrones multicapa se parte de dos matrices; una en la capa oculta
y otra en la de salida.

16Esta es otra ventaja que Bremmerman y Anderson (1991) destacan del algoritmo che-
motaxis en comparación con el de propagación inversa, en este último la tasa de apren-
dizaje (y losmomentum) deben ser ajustados empíricamente, por el contrario con che-
motaxis el ajuste de este parámetro se hace automáticamente.
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El algoritmo se detiene fijando un número de iteraciones máximo o un valor
aceptable de la función objetivo. En la siguiente sección seinstrumenta
los modelos descritos anteriormente con cifras de cierre del mercado del
USD/COP y algunas variables macroeconómicas con el fin de encontrar
respaldo empírico a las formulaciones teóricas.

METODOLOGÍA

Se construye una muestra de 78 observaciones en frecuencia trimestral del
tipo de cambio USD/COP, de los medios de pago, del producto interno
bruto (desestacionalizado) y del índice de precios al consumidor (IPC) con
base en 1998, desde el cuarto trimestre de 1986 hasta el primer trimestre
de 2006. Todas las series se transforman a escala logarítmica. Se reserva
el 70% de los datos de la muestra para el ajuste de los modelos y las cifras
restantes se emplean en su validación.

El primer modelo (DD -De Grauwe y Dewachter-) resulta de la estimación
de los parámetros de la ecuación (29) usando como función de pérdida el
ECM y empleando el algoritmo deprogramación cuadrática secuencial
(PCS) con diferentes valores de parámetros iniciales generados de una dis-
tribución uniforme en el intervalo[0, 1]. Se seleccionan los parámetros
finales que reportan un menor valor de la función de pérdida.

En la ecuación (29) los medios de pago y el producto se encuentran en el
mismo tiempo que la variable a pronosticar, esto implicaríatener dos ex-
presiones que las pronostiquen, para simplificar se consideran los valores
de estas variables rezagados un periodo. Además, a diferencia de De Grau-
we y Dewachter (1993), no se asume que la tasa nominal de equilibrio sea
constante, sino que se estima a través del filtro de Hodrick-Prescott con pa-
rámetroλ = 100. Dada una serie de tiempo{xt}, este filtro extrae una
tendencia establex∗

t , aislada del comportamiento volátil, minimizando la
siguiente expresión:

N∑

t=1

(xt − x∗
t )

2 + λ

N−1∑

t=2

[
(x∗

t+1 − x∗
t ) − (x∗

t − x∗
t−1)

]2
(53)

DondeN es el número de observaciones.

Haciendoz = (st−1 − st−1)
2 y x = st−1 − 2st−2 − st−3, la ecuación

(29) conviene re-expresarla como (54) para evitar la sobre-parametrización
y simplificar la función a estimar por PCS. Este algoritmo permite restringir
los parámetros de la función a valores deseados, para este caso, se exige que
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los parámetros sean no-negativos de acuerdo con los valoresque se espera
de las ecuaciones presentadas en la segunda parte.

st = Amt−1 − Byt−1 − (A − 1)pt−1 + Aλ

[
θx − αβz3/2

1 + αz

]
(54)

DondeA =
1 + µ

µ
y B = γA.

El segundo y tercer modelo se obtienen del entrenamiento de una red multi-
capa que aproxime la ecuación (29) del modelo no-lineal de sobre-reacción
del tipo de cambio nominal. Las variables de entrada se re-escalan en el
intervalo [0, 1] mediante la expresión (52). Igual que en el primer modelo
se introducen el producto y los medios de pago rezagados un período.

Las redes usan como activación la función logística y la Gumbel (doble
exponencial). Se llaman LL a las redes con función logísticaen ambas
capas, GG a las que tienen activación Gumbel y LG a las que tienen función
logística en la capa oculta y Gumbel en la capa de salida. La arquitectura
de los perceptrones es(6, nj , 1) y el número de neuronas en capa oculta
varía ente uno y veinte.

El segundo y tercer modelo son redes neuronales, pero una de ellas es en-
trenada por BP y con función objetivo ECM ó Indice de Theil y laotra
por Chemotaxis con función objetivo LINEX. El entrenamiento por BP
usa los siguientes valores de los parámetros: 0,4 para la tasa de aprendi-
zaje,0, 5 para elmomentumde primer orden, 400 para el número de épo-
cas.17 El algoritmo de Chemotaxis se emplea con los siguientes paráme-
tros: 0, 4 para la tasa de aprendizaje, 100 para el contador de pasos fallidos
y exitosos(s = f = 100), 0, 05 para el ajuste de la tasa de aprendizaje
(δs = δf = 0.05), 100.000 para el número máximo de iteraciones y se usa
la función de pérdida LINEX con parámetroφ = 1.18 Los pesos iniciales
se generan de una distribución uniforme en el intervalo[0, 1]. Por último,
se comparan los pronósticos de los tres ajustes con los datosde validación.

17Teniendo en cuenta que el algoritmo de retropropagación puede quedarse atrapado en
mínimos locales de la función ECM, los pesos de la mejor red encontrada por BP pueden
utilizarse como pesos iniciales para un entrenamiento posterior usando el algoritmo de
chemotaxis (pues este se basa en saltos aleatorios y no en el criterio de la primera
derivada).

18De acuerdo con Jalil y Misas (2006, 28) “[Las] sub-predicciones (pronosticar por debajo
del valor efectivamente observado) significan mucho dineroperdido para el sistema
financiero”.
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RESULTADOS

En el Cuadro 2 se encuentra la combinación de valores finales de los pará-
metros asociados a la estimación no lineal de [54] que producen el menor
valor del ECM.

Los coeficientes que acompañan a los fundamentales son asintóticamente
estables a juzgar por los valores de los EEA paraA y B. El incremento
en un peso de los medios de pago significa más o menos 1,29 pesosen los
que puede aumentar el tipo de cambio nominal(A = 1.29). La respuesta
con respecto al comportamiento de los especuladores es un poco mayor, un
valor esperado en la variación del tipo de cambio de un peso por parte de
ellos, se puede traducir en un aumento de la tasa de cambio en1, 58 pesos
(Aλ = 1.58). No obstante, esta afirmación no es concluyente, puesto que
el EEA paraλ es bastante grande.

CUADRO 2.
PARÁMETROS MODELO NLS

Parámetro Valor Inicial Valor Final Error Estándar
Asintótico (EEA)

A 0.9914 1.2933 2E-01
B 0.5001 0.2790 7E-02
λ 0.6200 1,2205 1E+06
θ 0.2070 0.2296 3E+05
α 0.2065 27.7774 3E+07
β 0.1525 0.0000 5E-01

Fuente: elaboración propia.

GRAFICA 9.
IMPORTANCIA DE LOS ‘CHARTISTAS’ EN EL MERCADO

Fuente: Villamil y Delgado (2007).
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A partir de la estimación del parámetroα se puede construir el comporta-
miento de la participación de los especuladores con inclinación por el aná-
lisis técnico. En la Gráfica 9 se ve que estos son mucho más importantes
que aquellos que siguen el análisis fundamental. Nuevamente, esta obser-
vación no es concluyente, porque el EEA del parámetroα es un número
muy grande.

En el Anexo 1 se muestra el ajuste de 60 redes neuronales entrenadas por
BP en términos del error cuadrado medio y del índice de Theil,que toma
valores cercanos a cero a medida que el poder predictivo de lared se in-
crementa. A diferencia de ECM, este indicador no depende de la escala
en la que se encuentre la variable a predeciryt y se define por la siguiente
expresión:

Theil =

√
1/N

N∑
t=1

(yt − y∗t )
2

√
1/N

N∑
t=1

(yt)2 +

√
1/N

N∑
t=1

(y∗t )
2

∈ [0, 1] (55)

DondeN es el número de observaciones.

Se observa en el Cuadro 3 que la mejor red entrenada por BP -la que produ-
ce los menores valores de ECM y Theil con los datos de validación- es la LL
(6, 20, 1). A su vez, la mejor red entrenada por chemotaxis y usando la fun-
ción LINEX es la LL(6, 20, 1), esto habla bien de la utilidad de chemotaxis
en relación con BP; pero con los datos de validación es superior el ajuste
de la misma red entrenada por BP. El modelo DD tiene un mal desempeño
tanto con el conjunto de entrenamiento como con el de prueba,esto hace
que sea preferible su aproximación usando redes multicapa.En Villamil
y Delgado (2007) se explica la importancia que tiene la técnica estadísti-
ca de componentes principales en la consecución de los mejores modelos
cuando se está interesado en alcanzar más de un objetivo (porejemplo, un
buen ajuste medido por el criterio de Akaike, pero también entérminos de
rentabilidad si se contempla un modelo de pronóstico para negociación).

CUADRO 3.
ECM DE LOS MODELOS

Modelo ECM en Entrenamiento ECM en Validación
DD (Estimación No Lineal de [54]) 0.07867 0.10420

LL (6,20,1) con BP y ECM 0.00957 0.00129
LL (6,20,1) con Chemotaxis y LINEX 0.00044 0.00578

Fuente: elaboración propia.
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GRÁFICA 10.
PRONÓSTICO DE LOS MODELOS

Fuente: elaboración propia.

En la Gráfica 10 se comparan los pronósticos de los tres modelos. Se ob-
serva que con los datos de prueba la red entrenada por BP sigue“más de
cerca” el comportamiento del USD/COP que el modelo DD y la redcon
función de pérdida asimétrica entrenada por chemotaxis. Sepuede afirmar,
por lo menos en este caso, que optimizar la red con una funciónde pérdida
que “castigue” las sub-predicciones no garantiza que, con datos que nunca
fueron presentados a la red, surja este tipo de pronóstico. Como se ilustra
en la Gráfica 10 con los datos de validación, la red entrenada con la función
LINEX procura mayores sub-predicciones en comparación conla que se
entrenó con el ECM.

Otra observación importante se relaciona con el tiempo computacional em-
pleado en cada uno de los entrenamientos, que es una función directa con
respecto a la cantidad de observaciones en el conjunto de datos de entrena-
mientos y de el número de neuronas en capa oculta, lo cual se traduce en un
mayor número de parámetros bien sea de la función logística oGumbel que
tienen que estimarse. El tiempo promedio de los modelos entrenados con
el mayor número de neuronas contemplado (veinte) por BP fue de 25 mi-
nutos, mientras que el mismo modelo entrenado por Chemotaxis requería
entre 10 y 15 minutos adicionales.

CONCLUSIONES

Nelly y Sarno (2002) han mostrado que varios de los modelos que usan va-
riables fundamentales no permiten explicar el comportamiento de la tasa de
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cambio. Una afirmación ya generalizada, es que los fundamentales ayudan
en la explicación de la dinámica de largo plazo de esta variable, pero no lo
hacen en el corto y mediano plazo. Rowland (2002) muestra queninguno
de los modelos monetarios que él ajusta para el USD/COP es superior a la
caminata aleatoria.

Las explicaciones que incorporan la interacción entre diversos tipos de es-
peculadores argumentan que la diversidad de opiniones sobre el valor futu-
ro de la tasa de cambio es la responsable de las variaciones decorto plazo.
De Grauwe y Dewachter (1993) se ubican en esta línea al proponer dos ca-
tegorías de especuladores, los fundamentalistas que tomanposiciones (de
compra o venta) de acuerdo con la distancia que tenga la tasa de cambio
respecto de su valor de equilibrio (esta a su vez se determinapor los funda-
mentales de la economía), y los chartistas que utilizan indicadores sobre la
serie histórica de precios. Cuando no hay una distancia notable entre la tasa
de cambio y su nivel de equilibrio, son los chartistas quienes tienen mayor
responsabilidad en las fluctuaciones de la tasa de cambio.

En este documento se estimó la ecuación de comportamiento no-lineal pro-
puesta por Grauwe y Dewachter (1993). Con los parámetros se mostró que
la especulación tiene una incidencia un poco mayor sobre la tasa de cam-
bio que la política monetaria y que la actividad de los especuladores que
siguen el análisis técnico es más importante que la de quienes se guían por
los fundamentales. Sin embargo, estas conclusiones son débiles debido a
los altos errores de estimación.

La estimación de expresiones no lineales como la de Grauwe y Dewach-
ter tiene bastantes dificultades, la más importante es la inestabilidad de los
parámetros. Por esta razón se sugiere las redes multicapa como una meto-
dología de aproximación de formas funcionales no lineales que goza de la
propiedad de “generalización”, es decir, que aprende la relación no lineal
que subyace a unas variables explicadas con unas explicativas con base en
unos patrones que se le presentan (el conjunto de datos de entrenamiento),
y que es capaz de reconocer y reproducir esta misma asociación para unos
datos que no se le han presentado (el conjunto de validación). Para las cifras
usadas en este documento se mostró cómo el ajuste de las redesneuronales
supera, en términos de error cuadrado medio, la estimación directa por mí-
nimos cuadrados no lineales de la expresión de Grauwe y Dewachter. No
obstante, la red tiene la dificultad de que ninguno de sus parámetros tiene
interpretabilidad estadística (los pesos de la red multicapa LL (6, 20, 1) en-
trenada por BP se encuentran en el Anexo 2), por esta razón se acostumbra
a llamarle a la arquitectura con los parámetros óptimos “caja negra”.
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Es necesario destacar algunos aspectos que orientan el rumbo actual del
modelamiento macroeconómico:

1. Pese a que la utilización de la gráfica delagente representativopuede
simplificar su presentación, también puede ocultar interacciones im-
portantes a nivel micro que inciden en los agregados, en estecaso, la
interacción entre especuladoresheterogéneostiene relevancia en la
explicación del comportamiento de corto plazo del tipo de cambio.

2. La psicologíaes más importante que laracionalidad del mercado,
siendo más indicado el concepto deracionalidad acotada. En este
caso los especuladores que se llamaron chartistas no disponían de
información completa y desconocían el mecanismo de formación de
expectativas de los fundamentalistas, sus pronósticos losobtenían por
reglas intuitivas como el cruce de dos promedios móviles.

3. Los sistemas no lineales ofrecen explicaciones en las cuales no in-
tervienen términos aleatorios y pueden dar cuenta, a partirde expre-
siones determinísticas, de comportamientos erráticos como el de las
tasas de cambio.

4. Los tres elementos anteriores complican bastante el desarrollo ana-
lítico de un modelo no dejando otra alternativa que la utilización
de métodos computacionales, aquellos que son bio-inspirados (redes
neuronales, lógica borrosa y algoritmos genéticos) y que sehan agru-
pado bajo el nombre deinteligencia computacional. Sargent (1993)
ilustra extensamente sus aplicaciones en economía.
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ANEXO 1

REDES MULTICAPA ENTRENADAS POR BP

Red multicapa (ni, nj, nk) Error cuadrado medio Indice de Theil
L L (6, 1, 1) 0,00680 0,05496
L L (6, 2, 1) 0,00455 0,04462
L L (6, 3, 1) 0,00311 0,03667
L L (6, 4, 1) 0,00308 0,03653
L L (6, 5, 1) 0,00145 0,02456
L L (6, 6, 1) 0,00145 0,02451
L L (6, 7, 1) 0,00142 0,02433
L L (6, 8, 1) 0,00143 0,02441
L L (6, 9, 1) 0,00146 0,02455
L L (6, 10, 1) 0,00143 0,02438
L L (6, 11, 1) 0,00151 0,02493
L L (6, 12, 1) 0,00145 0,02456
L L (6, 13, 1) 0,00144 0,02443
L L (6, 14, 1) 0,00155 0,02565
L L (6, 15, 1) 0,00148 0,02475
L L (6, 16, 1) 0,00137 0,02401
L L (6, 17, 1) 0,00138 0,02408
L L (6, 18, 1) 0,00138 0,02413
L L (6, 19, 1) 0,00139 0,02419
L L (6, 20, 1) 0,00129 0,02326
L G (6, 1, 1) 0,00469 0,04536
L G (6, 2, 1) 0,00414 0,0425
L G (6, 3, 1) 0,00319 0,03717
L G (6, 4, 1) 0,00296 0,03578
L G (6, 5, 1) 0,00145 0,02447
L G (6, 6, 1) 0,00144 0,02443
L G (6, 7, 1) 0,00152 0,02499
L G (6, 8, 1) 0,00148 0,02472
L G (6, 9, 1) 0,00145 0,02449
L G (6, 10, 1) 0,00144 0,02441
L G (6, 11, 1) 0,0015 0,02503
L G (6, 12, 1) 0,0015 0,02484
L G (6, 13, 1) 0,00145 0,02452
L G (6, 14, 1) 0,00145 0,02461
L G (6, 15, 1) 0,00167 0,02619
L G (6, 16, 1) 0,00168 0,02624
L G (6, 17, 1) 0,00144 0,0245
L G (6, 18, 1) 0,00147 0,02463
L G (6, 19, 1) 0,00144 0,02445
L G (6, 20, 1) 0,00144 0,02445
G G (6, 1, 1) 0,00497 0,04671
G G (6, 2, 1) 0,00332 0,03794
G G (6, 3, 1) 0,00223 0,03088
G G (6, 4, 1) 0,00302 0,03611
G G (6, 5, 1) 0,00144 0,02441
G G (6, 6, 1) 0,00143 0,02442
G G (6, 7, 1) 0,00143 0,0243
G G (6, 8, 1) 0,00155 0,0255
G G (6, 9, 1) 0,00149 0,02482
G G (6, 10, 1) 0,00155 0,02523
G G (6, 11, 1) 0,00145 0,02446
G G (6, 12, 1) 0,00143 0,02437
G G (6, 13, 1) 0,00145 0,02459
G G (6, 14, 1) 0,00144 0,02439
G G (6, 15, 1) 0,00148 0,02474
G G (6, 16, 1) 0,00147 0,02493
G G (6, 17, 1) 0,00149 0,02503
G G (6, 18, 1) 0,00143 0,02458
G G (6, 19, 1) 0,00154 0,02552
G G (6, 20, 1) 0,00141 0,02433
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ANEXO 2

PESOS OPTIMOS DE LA RED LL(6, 20, 1) ENTRENADA POR BP




