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Resumen

Se presenta la secuencia sonar Bose y se muestra que satisfacen algunas de las caracteristicas de las
secuencias sonar conocidas, las cuales se relacionan mediante algunas propiedades geométricas y
algebraicas de los conjuntos de Sidon. Se especifica una metodologia para la obtencion de la secuencia
Bose utilizando el software Matlab, estas secuencias pueden ser aplicadas a diversos campos de la
ingenieria que involucren técnicas Radar y/o Sonar.
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Abstract

This article presents the Bose sonar sequence and we will show that it satisfy some of the characteristics
of know sonar sequences, which are related by some geometric and algebraic properties of the Sidon sets.
We specify a methodology for obtaining the Bose sequence using the Matlab software, this sequeces can
be applied to various fields of engineering that involve Radar and Sonar techniques.
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1. INTRODUCCION

Las secuencias sonar fueron introducidas por
Golomb y Taylor [4] como ejemplos de patrones
de sincronizacion dos dimensional de minima
ambigiiedad. Una secuencia sonar m X n es un
arreglo de puntos y espacios que tienen m filas
y exactamente un punto en cada una de sus n
columnas, sujeto a la restriccion que cada par de
puntos determinan vectores distintos.

El problema de estudio actualmente de las
secuencias sonar es el siguiente: para m fijo
encontrar el mayor n para el cual existe una
secuencia sonar m X n;

Un arreglo Costas de orden n se puede
considerar geométricamente como un conjunto de
n puntos situados en los cuadrados de un tablero
de ajedrez de tamafio n x n, tales que cada fila o
columna contiene un s6lo punto y los (5) = @
vectores de desplazamiento, entre cada par de

puntos, son distintos.

Los arreglos Costas aparecen por primera
vez en 1965 en el contexto de la deteccion
sonar [1] cuando J. P. Costas decepcionado por
los malos resultados de los sistemas sonar, los
us6 para describir un nuevo patron de saltos
de frecuencia [10] para los sistemas sonar
con Optimas propiedades de autocorrelacion.
J. Costas encontro arreglos Costas hasta de
orden 12 utilizando lapiz y papel, pero no pudo
continuar, mucho menos pudo encontrar una
técnica general de construccion de los mismos.
Golomb desarrollé dos técnicas de generacion
de arreglos Costas, ambas basadas en la teoria
de Campos Finitos, conocidos hoy en dia como
Método Welch y Método Golomb [11, 3, 2].
Ademas, éstas construcciones son las Gnicas que
se conocen en la actualidad, pese a los esfuerzos
de muchos investigadores.

Los arreglos Costas se han estudiado durante
varios afios y muchas de las preguntas basicas
referentes a su construcciéon aun permanecen
abiertas. Por ejemplo, la generacion de algunos
métodos produce arreglos Costas para infinitos
n, pero no para todo n. La primera pregunta
planteada por J. Costas, que aun sigue abierta, es
la siguiente:

58

JExisten arreglos Costas de orden n, para
todo n?

Los dos primeros 7 para los cuales no se conoce
nada son n =32y n=233.

2. FUNCION SIDON, SECUENCIAS
SONAR Y ARREGLOS COSTAS.

Un conjunto de enteros positivos se llama
conjunto de Sidon si las sumas de dos elementos
del conjunto son todas distintas, excepto por la
conmutatividad. Esta definicion se puede extender
a cualquier grupo aditivo, en particular podemos
definir conjuntos de Sidon en dimension dos;
por ejemplo las secuencias sonar y los arreglos
Costas son un tipo de conjuntos de Sidon en
dimension dos. Para dar la definicion formal de
éstos conceptos, vamos a definir lo que es una
funcién Sidon. En lo que sigue, consideremos
G,y G, dos grupos conmutativos finitos notados
aditivamente, 4 € G, BS G, f: A — B, una
funcion. Recordemos que el grafo de f es el
conjunto

gf ={(a,f(a)):a€A}.

Definicion 2.1. - A — B, es una funcion Sidon si
(/} es un conjunto de Sidon en el grupo G, % G,.
Definicion 2.2. Una secuencia sonar de orden
m % n, es una funcion Sidon f: A — B, donde
4| =ny |B| = m.

Debido a que las secuencias sonar tienen
diversas aplicaciones, también presentamos la
definicion cldsica de secuencia sonar [5], pero
antes definimos los siguientes conceptos.

Definicion 2.3. Sean n, m € Ny f: [1, n] — [,
m] una funcion. Se dice que f tiene la propiedad
de diferencias distintas si para todo i, j, k tales
que I <k<n—1,1<ij<n—k secumple que:

JEHR—fO =G+ -f()=i=j

Equivalentemente, se tiene el siguiente
resultado, el cual no es dificil de verificar.

Proposicion 2.4. [ tiene la propiedad de
diferencias distintas si y solo si el grafo de f,
Gf: ={(x, f(x)) : x € [1, n]}, es un conjunto de
Sidon en el grupo aditivo 7. X 7.
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Demostracion. (=) Sean x, y, z, w € [1, n] tales
que

xS =0 fO))=(z (@)~ f(w),
esto implica que
(1)
(2)

X—y=z—w
S =fW=f@)—fw).

Entonces sin pérdida de generalidad podemos
considerar x—y = z—w>0, pues el caso negativo
se analiza de manera similar, asi tenemos que
x>y, z>w, luego existen enteros positivos a, b tales
quex=y+az=w+b,luegocomox—y=z—-w
entonces a = b, por lo tanto reemplazandox =y + a
yz=w + ben (2) tenemos

JO+a)=fO)=fw+b)—f(w),

y como por hipotesis f satisface la propiedad
de diferencias distintas entonces y = w y en
consecuencia x = z. Asi,

{06 ), b f O} =G f(), wf(w)} .

(<) Supongamos que G, es un conjunto de
Sidon entonces para todo x, y, z, w € [1, n], si (x,
SO) =0 fO) = f(2)~ (wf(W), implica
que {x, y} = {z, w}. Luego si consideramos 1 </
<n—1yl<ij<n—hentoncesi+hyj+hson

elementos de [1, n], luego por la hipotesis que G,

es un conjunto de Sidon, tenemos que
((+hfE+h)-GrO)=0G+hfG+m)-Gr0)

lo que implica que {i + A, i} = {j + A, j}. Por lo
tanto, i=j 0 h=0.

En consecuencia, para l <A<n -1y 1<, j
<n — htales que

JEHR=fO =G +h)=10)

implica que i = j y por lo tanto f satisface la
propiedad de diferencias distintas.

En el caso cuando se cambia [1, m] por Z  se
dice que la funcion f satisface la propiedad de
diferencias distintas modulares.
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Definicion 2.5. Una funcion Sidon modular,
es una funcién f: [1, n] — Z _ tal que tiene la
propiedad de diferencias modulares distintas;
esto es, siparatodo h, i,jcon 1 <h<n—-1y1<
i,j<n—h, se cumple que:

JE+)=f@O=fG+h)—f()moédm)=i=.

Definicion 2.6. Una secuencia sonar de orden m
x n es una funcion f: [1, n] — [1, m] que tiene la
propiedad de diferencias distintas.

Definicion 2.7. Una secuencia sonar modular m
X nesunafuncionf:[1,n]—Z conlapropiedad
de diferencias modulares distintas.

El problema principal en el caso entero de
las secuencias sonar es el siguiente: dado m fijo,
encontrar

S(m) = max {n: existe una secuencia sonar m X n},

y para el caso modular el problema es determinar
si existen secuencias sonar modulares m x m,
para todo m entero positivo.

Definicion 2.8. Un arreglo Costas de orden n,
es una funcion Sidon biyectiva f': A — B, donde
A =|B| = n.

De manera equivalente, un arreglo Costas
lo podemos definir en términos de funcién que
satisface la propiedad de diferencias distintas, asi:

Definicion 2.9. Un arreglo Costas de orden n es
una permutacion f : [1, n] — [1, n] que tiene la
propiedad de diferencias distintas.

Si & (n) cuenta el nimero de arreglos Costas de
orden n, entonces el problema principal de estudio
en los enteros para el caso de los arreglos Costas
es determinar si ¢ (n) > 0, para todo n. El primer
n para el cual no se conoce es n = 32.

2.1. Construcciones de Secuencias Sonar

Ahora  vamos a  describir  algunas
construcciones conocidas de secuencias sonar
[5], consideremos p un nlimero primo, » un entero
positivo y g = p’, sea ademas F el campo finito
con ¢ elementos.
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Teorema 2.10 (Construccion cuadratica). Sean p
un primo impar, y a, b, ¢ enteros tales que a % 0
(mod p). La funcion f: [1,p + 1] — Z, definida
por [ (i) = ai® + bi + ¢ es una secuencia sonar
modular p < (p + 1).

Teorema 2.11 (Construccion Shift). Sean g = p”
una potencia prima, o un elemento primitivo de
Foy S un elemento primitivo de F. La funcion f
el —Z,, definida por f (i) = Iogﬁ (a'1+ o) es
una secuencia sonar modular (g — 1) x q.

Teorema 2.12 (Construccion Welch Exponencial).
Sean o un elemento primitivo modulo p. La
funcionf:[0,p—1]— Z, definida por (i) = d'es
una secuencia sonar modular p < (p — 1).

Teorema 2.13 (Construccion Welch Exponencial
Extendida). Sean a un elemento primitivo modulo
p v s un entero. La funcion f: [0, p — 1] — Z,
definida por f (i) = o™ es una secuencia sonar
modular p x p.

Teorema 2.14 (Construccion Welch
Logaritmica). Sea o un elemento primitivo
modulo p. La funcionf: [1,p— 1] — Z,, definida
por definida por f (i) = log, i es una secuencia
sonar modular (p — 1) x (p — 1).

Teorema 2.15 (Construccion Golomb-Lempel).
Sea q una potencia prima mayor que 2, y sean a, 5
elementos primitivos de F.La funcion f: [1,q—2]
—Z, definida por definida por f (i) =j si y solo
si o' + =1 es una secuencia sonar modular
(g —1)x(q—2).Sia=p esta construccion se
conoce con el nombre de construccion Lempel.

En el articulo [7], se presentan nuevas
construcciones de secuencias sonar que provienen
del analisis de ciertas propiedades que satisfacen
los conjuntos de Sidon de tipo Bose y Ruzsa.

Teorema 2.16. Sean m, b € Ny /= {a,,..., a }
un conjunto de Sidon en el grupo aditivo 7 ,. Si
Amoédb:={amdd b :a€ ./} =][1,n], entonces
la funcionf: [1,n] — Z  definida por f(i) = L%J, es
una secuencia sonar m X n , donde a,es el unico
elemento en ./tal que a,= i mod b.

El siguiente corolario viene de la construccion
tipo Bose de conjuntos de Sidon.
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Corolario 2.17. Sean g una potencia prima, 6 un
elemento primitivo del cuerpo finito F Y B(q, 0)=
{log, (0 +a):a € ]Fq}, un conjunto de Sidon
tipo Bose en el grupo aditivo Zp,. La funcion
f:[1,q9] — Z, definida por

|

es una secuencia sonar modular (g — 1) x gq,
donde b, es el tinico elemento en B(q, 0) tal que
b=imod (g + 1).

b;
q+1

AOKE

Corolario 2.18. Sean p un numero primo, 0 un
elemento primitivo del cuerpo finito Fp Vv R(p, )=
{ip — 0 (p—1)/ 1<i<p— 1} un conjunto de Sidon
tipo Ruzsa en el grupo aditivo Z. , . La funcion f
ALp=11—Z2 definida por

)
p
es una secuencia sonar modular (p — 1) x (p — 1),

donde r, es el unico elemento en R(p, 0) tal que
r=imod p.

Ok

Corolario 2.19. Sean p un numero primo, 6 un
elemento primitivo del cuerpo finito Fy R(p, )=
{ip — 0@ — 1) 1<i<p— 1} un conjunto de
Sidon tipo Ruzsa en el grupo aditivo szfp. La
funcion f: [1,p—1]— Z, definida por

i

)

es una secuencia sonar modular p x (p — 1),
donde r, es el unico elemento en R(p, 0) tal que
r,=imdd (p — 1).

AOKE

Ejemplo 2.20. Sean g=9, ¢* —1=80 =10 x 8. Un
conjunto de Sidon de tipo Bose con 9 elementos
es

B(9, 0)= {1, 4,37, 38, 49, 53, 55, 62, 76}.

Usando la funcion f: [1, 9] — Z, definida por
f (@)= Lb/81, donde b, € B(Y, 0), del Corolario
2.17 tenemos una secuencia sonar modular 8 X 9
dada por {(1,0), (2, 6), (3, 5),(4,0),(5,5),(6,7),
(7,3),(8,3),(9,4)}.
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Ejemplo 2.21. Seanp =7, p> —p=42=6 x 7. Un
conjunto de Sidon de tipo Ruzsa con 6 elementos
es

R,=1{2,4,5,27,31,36}.

Usando la funcion f: [1, 6] — Z, definida por
f(@) = /1], donde r, € R,, del Corolario 2.18
tenemos una secuencia sonar modular 6 X 6 dada

por
(1, 5),(2,0),3,4), (4, 0), (5,0), (6, 3)}

Ejemplo 2.22. Sean p = 13, p> —p = 156 =13
x12. Un conjunto de Sidon de tipo Ruzsa con 12
elementos es R, = {10, 16, 57, 59, 90, 99, 115,
134, 144, 145, 149, 152}.

Usando la funcion f: [1, 12] — Z,,, definida por
f= Lr/lZJ , donde r€R, del Corolario 2.19
tenemos una secuencia sonar modular 13 x 12
dada por {(1,12), (2, 12), (3, 11), (4, 8), (5, 1), (6,
12),(7,7),(8,9),(9,12),(10,4), (11, 0), (12, 4)}.

3. EJEMPLODE UNACONSTRUCCION
DE LA SECUENCIA BOSE CON
AYUDA DEL SOFTWARE MATLAB

Para entender la construccion de la secuencia
sonar Bose presentada a continuacion, lo primero
que debemos notar es un polinomio en forma
vectorial. A manera de ejemplo, el polinomio P(x)
=1 + 2x? + 3x* sera interpretado vectorialmente
como[l O 2 0 3].

Mostraremos una secuencia sonar tipo Bose
para p =2 y r = 3 por medio de los siguientes
pasos:

1. Para calcular todos los polinomios primitivos
del cuerpo F empleando Matlab se puede
hacer con el comando Pk=gfprimfd(k,’all’,p).
Escogemos un polinomio primitivo sobre
cada cuerpo de Galois sz, y IFp, arbitrarios.
En el caso del cuerpo [F; los dos polinomios
primitivos estan conformados por las filas de

la matriz:
1 1
1 1
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y seleccionamos uno arbitrario, por ejemplo

tomamos la segunda fila P =11 0 1 1].
Analogamente, calculamos los polinomios
primitivos en F ¢:
(11000 0 1]
1101101
1 000011
1 110011
1 011011
1100 1 1 1|

y escogemos uno arbitrario, por ejemplo el de la
primera fila:

O=[11000 0 1]

2. Paracalcularlasraices del polinomio P sobre el
cuerpo ¥ se puede hacer mediante la siguiente
funcion [potencia,raiz]=gfroots(P,k,p). El
polinomio O=[1 1 0 0 0 O 1]tendra
2x3 raices como se muestran en las filas de la
matriz:

01 000O0O0
001O00O0O0
000O0T1FPO
001100
110010
100 1 0 0|
Posteriormente escogemos un elemento

primitivo arbitrario sobre ]szr- Por ejemplo la
quinta fila,a=[1 1 0 0 1 0].

3. Calculamos todas las potencias de a desde
k=0,1,2, - p*— 2, 1o que nos genera un
grupo ciclico de orden k£ = p* — 1 como se
muestra en la Tabla 1.

Tabla 1. Potencias de a

x2 x3 x4 x>
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30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43
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1 0
1 0
0 0
0 0
0 1
1 1
0 0
1 0
0 0
0 1
1 0
1 1
1 0
1 0
0 1
1 1
0 1
0 1
0 0
1 1
1 0
1 0
0 0
0 1
1 1
0 1
0 0
1 0
0 1
1 0
1 0
0 1
1 0
1 1
1 1
0 0
1 1
1 1
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44 1 1 0 0 0 1

45 0 1 1 1 0 0

46 1 1 1 0 1 1

47 1 0 1 1 1 1

48 1 0 1 0 0 0

49 0 0 1 1 1 0

50 1 0 1 1 0 1

51 1 0 0 1 1 1

52 0 1 0 1 0 0

53 0 0 0 1 1 1

54 1 0 0 1 1 0

55 1 0 0 0 1 1

56 0 0 1 0 1 0

57 1 1 0 0 1 1

58 0 1 0 0 1 1

59 1 0 0 0 0 1

60 0 0 0 1 0 1

61 1 0 1 0 0 1

62 1 1 1 0 0 1

4. Resolvemos la ecuacién P(af) = 0 sobre szr,

donde P es el polinomio primitivo en F y
obtenemos las siguientes potencias:

2 3 4 5

k1 x x x x* «x
9 11 1 1 0 O
18 01 1 0 1 O
36 00 0 1 1 O

Escogemos arbitrariamente un elemento
primitivo £ sobre F .. A manera de ejemplo
tomamos f=o’=[1 1 1 1 0 O]y
calculamos las potencias de f para formar el
grupo ciclico <> de orden k=23 — 1

=

NS}
=

w

"W
=

W

1

~N QNN =
— = OO = O = =
S O = O = = ==
SO = O = = =
O === OO =
O = O = = = O
S O O O O OO
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5. Se construye el conjunto ./ dado en el
Teorema 2.16 como:

o = mod (a+<p>pUa
0 0 1 1 1 0]
1 01 000
001000
|1 10100
101110
01 0100
010010
1 1.0 0 1 0|

6. Buscamos las potencias de a en la Tabla 1 del
paso 3 que coinciden con los elementos del
paso 6 para construir el conjunto
B=1{b}=149 48 8 14 38 52 6 1}

7. Se calculan los valores de x e y como en el
Corolario 2.17:

x= méd (B,p"+1)

={4 3852761}
b;

= mo ([l )
P+l

={55014500)

y finalmente se organiza la secuencia mediante
el orden de x para obtener la secuencia sonar

B SB x 1 2 3 45 6 7 8
ose: =
y 04551050
};: [To11], Q:[ll()(]().() 1,8=[111100], a :ll 10010]
kS i
45 ! A
] i
\ i
s & ¢ 4 B
.z i A i !
. 35f i \ !
kY i \ \
' 1 \ !
— 3 i \ i \
o7 / \ i !
—25F : ; |
St i \ i \
g 5 i i i i
<3 p
1S \'\ ,l 1
15 § | / !
= i \ i i
= 1 1’ \‘ I‘ “
i . i !
0.5 ‘il 2 rl \‘
/ S !
0 - *
1 2 3 4 5 6 7 8

Figura 1. Secuencia sonar Bose

Podemos notar en el grafico que los vectores
diferencia entre cada par de puntos de la
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secuencia son distintos en magnitud y direccion,
lo que hace que no se generen paralelogramos;
propiedad que cumplen los conjuntos de Sidon
en dimension dos. Para observar esto calculamos
el conjunto diferencia SB—SB = {(x, — x,
y,—y,):(x,y) €SB i=1,2} y verificamos
que el tamafio del conjunto diferencia sea
SB—SB| =2() +1=2(8)+1=57  En
efecto, calculamos las matrices antisimétricas X'y
Y de diferencias en x e y respectivamente:

0 1 2 3 4 5 6 7]
-1 0 1 2 3 4 5 6
2 -1 0 1 2 3 4 5
y_| 3 -2-10 1 2 34
4 -3 -2 -1 0 1 2 3
-5 4 -3 -2 -1 0 1 2
—6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1
| 7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0|
[0 4 55 1 0 5 0]
4 0 11 -3 -4 1 —4
-5 -1 00 -4 -5 0 -5
y_| 5 100 4 50 -5
~1 3 44 0 -1 4 -1
0 4 55 1 0 5 0
-5 -1 00 -4 -5 0 -5
L0 4 55 1 0 5 0 |

y conformamos el conjunto de todas las parejas
(X, Y), contando solamente una vez a la pareja (0,
0). De esta forma se generan 57 puntos como se
muestran en la Figura 2

5 e o o o o e o o [ ]
4 . ° o o e o o
> 3 L] L] L] L] L) L] L ]
2 L[] e o o e o o o o
1 L] L] o o o o
ol—e oo ¢ o ¢ o o o oo .
8 6 4 2 0 2 4 6 8

Figura 2. Diagrama de diferencia

Se puede evidenciar que manteniendo los
polinomios primitivos Py Q fijos y seleccionando



H.A. Granada D. & Yadira Caicedo et. al.

dos elementos primitivos diferentes en los cuerpos
Fpr yen szr, la secuencia sonar Bose sera la misma,

por ejemplo al tomara=[0 0 1 0 0 0]
yp=[0 0 0 1 1 O0],seobtiene la misma

el caso en que sea biyectiva se obtienen arreglos
Costas. La construccion de la secuencia sonar
Bose no es biyectiva pues es de orden (p'—1) x p”
lo que garantiza que se va a repetir en alguna fila

un punto.

secuencia sonar presentada en la Figura 1. Ahora
al cambiar los polinomios primitivos, podemos
obtener otra secuencia sonar tipo Bose como se
muestra en la Figura 3, lo cual evidencia que se
puede obtener mas de una secuencia sonar para

cada valorde p y r.

1,Q=[1101101],3=[000110, a=[011110]

»
!

P=[101
6

Figura 3. Secuencia Sonar cambiando polinomios
primitivos

3.1 Representacion de la secuencia Sonar Bose

La secuencia Sonar Bose es el conjunto de
puntos de la forma (7, /(i)) donde i€ {1,2, -, p"}
y /(i) es la correspondiente imagen de la secuencia
en el punto i. Para efectos computacionales es
conveniente cambiar el cero de la secuencia por
su correspondiente valor p” — 1, esto se aplica en
el calculo de la matriz de energia y posteriormente
realizar correlaciones de secuencias. En la Figura
4(a) se presenta la secuencia de la Figura 1
reemplazando el O por el 7 y en la Figura 4(b)
se presenta el diagrama de puntos de blancos y
negros como se hace en [6], la numeracion inferior
representa los valores de i mientras la numeracion
lateral izquierda representa las imagenes f (i) de
la secuencia, la numeracion superior representa
la secuencia simplificada, la cual significa que
el primer valor es f (1), el segundo f (2) y asi
hasta el valor f (p"). En el diagrama de puntos
de blancos y negros se puede evidenciar que no
se forman paralelogramos entre los puntos, en
este diagrama se puede verificar facilmente si la
secuencia es biyectiva, basta con observar si en
cada fila o columna aparece un s6lo punto. En

P=[1011,Q=[1100001],3=[111100],a=[110010]
T *
; Y 7

\

6 \ ; '

3 y

— ! o

= Y
\

\
BN
g

S|y :

£(i) = mod (|’—'r1

(a) Secuencia reemplazando 0 por p" — 1

(b) Diagrama de puntos de blancos y negros
Figura 4. Representacion de la secuencia sonar

De la secuencia sonar Bose de orden (p'—1)xp”
se puede extraer la matriz de energia 4 del mismo

orden, definida como A4( f'(i), /) = 1 y el resto de
las componentes en cero. La matriz de energia de

la secuencia presentada en la Figura 4(b) viene

dada por:

SO = O O OO
—_ o O O O O O

S

Il
— o oo oo o
coco~o oo
co~ocococo
co—~ oo Cc o
cococooco o~
— o oo oo o
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Se considera la funcion de correlacion de
dos matrices de energia 4 y B como se define en
(111, ¥, (u, v) = LG, j) = BG + u, j + )}, que
representa el numero de coincidencias de puntos
de la matriz 4 con la matriz B trasladada por u
filas y v columnas. Para el caso de la secuencia
sonar se analiza la funcion de autocorrelacion,
es decir B = A4 que genera una superficie de
autocorrelacion donde la caracteristica principal
es que al sobreponer una matriz con la otra al
trasladarla u filas y v columnas el niimero de
coincidencias es a lo mas uno, salvo cuando las
dos matrices coinciden para cierta traslacion
como se puede observar en la Figura 5.

superficie de autocorrelacion

\yA A(u‘v)

Figura 5. Superficie de autocorrelacion

4. DISCUSION

La metodologia presentada en este articulo
puede ser implementada para la obtencion de
otros tipo de secuencia sonar generadas por
otras construcciones, ya que provienen de la
teoria de cuerpos finitos. Del trabajo presentado
se evidencia que al cambiar la eleccion del
polinomio primitivo la secuencia sonar cambia,
pero al cambiar el elemento primitivo se mantiene,
esto sugiere realizar un analisis mas detallado
de la construcciéon del conjunto tipo Bose y su
secuencia sonar correspondiente.

Por otra parte, los graficos de superficie de
autocorrelacion permiten identificar si dada una
secuencia arbitraria cumple la propiedad de ser
secuencia sonar, para de esta manera obtener
otros tipos de secuencias que no provienen de
las secuencias conocidas. Respecto al costo
computacional se pudo evidenciar que es elevado
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cuando p y 7 lo son, es interesante proponer
otra metodologia que permita reducir los costos
computacionales.

Un problema interesante surge a partir de que
la secuencia sonar tipo Bose no es biyectiva, ;sera
posible conseguir un arreglo Costas de menor
tamafio al eliminar un punto de la secuencia
sonar tipo Bose para que sea una secuencia
sonar biyectiva?, estas preguntas sugieren
investigar mas sobre nuevas técnicas sonar y sus
propiedades.
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