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Resumen

En este trabajo se comparan distintas estructuras de dependencia para los riegos que compiten en un
modelo de riesgos competitivos dependientes trivariado, haciendo uso de las técnicas C-Vines y D-Vines
copulas, via simulacion estadistica. Los Vines permiten obtener flexibilidad multivariada y son capaces
de capturar todo el rango posible de dependencias entre los riegos competitivos, las cuales son de gran
interés en los mercados financieros, problemas sociales, genéticos, entre otros. Seguidamente, se estima
la funcion de sobrevivencia para el tiempo minimo, tanto para el caso independiente, por medio del
estimador Kaplan Meier, como para el caso dependiente, en el que usaremos el método de combinacion
de riesgos, el cual es una extension del estimador copula grafico. Los C-D Vines copulas, trabajan con
una variedad de copulas bivariadas, las cuales se pueden seleccionar de manera independiente y permiten
tener una amplia gama de posibilidades para la caracterizacion de la dependencia de los riesgos que
compiten, se estudian casos particulares donde dos de los tres riesgos tienen igual dependencia y el riesgo
restante es independiente a los anteriores. También se estudia el caso donde dos riesgos presentan igual
dependencia y el otro con dependencia alta. Ademas se analiza un caso particular donde los tres riesgos
presentan distinta dependencia. En todos los casos estudiados, el método de combinacién de riesgos es
una buena alternativa para estimar las funciones de distribucion marginal y la funcién de sobrevivencia
cuando se tiene dependencia entre los riesgos de un modelo de riesgos competitivos dependientes.
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Abstract

In this paper we compare different structures of dependence for the risks that compete in a trivariate
competing risk model, using the C-Vines and D-Vines copula techniques, through statistical simulation.
The vines can obtain multivariate flexibility and are able to capture all the possible range of dependencies
between the competing risks, which are of great interest in financial markets, social, genetic among
others problems. Then, we estimated survival function for the minimum time, both for the independent
case, through the Kaplan Meier estimator and for the dependent case, in which we will use the risk
combination method, which is an extension of the copula graphic estimator. The C-DVines copulas work
with a cascade of bivariate copulas, which can be selected independently and allow a wide range of
possibilities for characterizing the dependence of competing risks, we study particular cases where two
of the three risks have equal dependence and the remaining risk is independent to the previous ones. We
also study the case where two risks are equally dependent and the other is highly dependent. In addition,
a particular case where the three risks have different dependence is analyzed. In all the cases studied,
the risk combination method is a good alternative to estimate the marginal distribution functions and the
survival function when there is a dependence between the risks of a dependent competing risks model.

Key words: C-Vines, D-Vines, Risk pooling method, Copula Graphic.

1. INTRODUCCION

Un sistema con tres modos de falla puede
ser modelado usando un modelo de riesgos
competitivos, el sistema fallard cuando se
presente cualquiera de los tres modos de falla, es
decir, el tiempo de falla observado del sistema
es el minimo de los posibles tiempos de falla
de los respectivos modos de falla, ademas un
modo de falla censura a los otros dos modos. La
metodologia tradicional asume independencia
entre los tiempos de falla para la estimacion
de la funciéon de supervivencia marginal, pero
comunmente este supuesto no se cumple. Para
riesgos competitivos la estructura de los datos
obtenidos no permite estimar la funcion de
supervivencia ni las densidades marginales, esto
es el llamado problema de identificabilidad. En
el caso de dos riesgos competitivos, el estimador
copula grafico permite estimar la funcion de
supervivencia marginal bajo una cépula conocida
y la dependencia entre los dos riesgos que
compiten. Cuando se tienen modelos de riesgos
competitivos con mas de dos riesgos, se considera
el método denominado combinacion de riesgos,
propuesto por [1], el cual es una extension del
estimador copula grafico, propuesto por [2],
y es usado para la estimacion de la funciéon
de supervivencia. En este trabajo se analiza la
funcién de supervivencia para un modelo con
tres riesgos bajo distintas dependencias entre
los modos de falla que compiten, por medio
del método antes mencionado. Para encontrar
la estimacion de la funciéon de sobrevivencia
se supone independencia entre los modos de
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falla. En teoria de probabilidad las funciones
llamadas copulas son en realidad funciones
de distribucion que representan las relaciones
de dependencia entre las variables aleatorias.
Las funciones copula bidimensionales son
funciones bivariadas que unen o bien copulan
dos funciones de distribucidon univariadas para
construir funciones de distribucion bivariadas.
La copula representa una forma paramétrica
conveniente para modelar la estructura de
dependencia en distribuciones conjuntas de
variables aleatorias. Este concepto de copula
permite construir modelos que van mas alla de
los estandares en el analisis de dependencia entre
variables estocasticas. La metodologia de copula
es capaz de capturar relaciones no lineales y en
particular permite relacionar eventos extremos
que ocurren en la naturaleza [3].

En el caso no paramétrico la funcion de
sobreviviencia conjunta, en un problema
con multiples modos de falla, no puede ser
completamente identificada en la situacion usual
cuando so6lo se conocen los tiempos minimos
de falla [4]. Incluso en el caso paramétrico los
datos pueden contener poca informacioén sobre
el coeficiente de asociacion entre las variables
y resulta necesario hacer algunos supuestos
al respecto [5]. Para el caso no paramétrico
el estimador copula grafico de [2], resuelve el
problema bajo el supuesto del conocimiento de
la forma funcional de la copula que proporciona
la estructura de asociacidon entre los riesgos
competitivos. Esdeanotarquebajoindependencia
el problema de identificabilidad no existe. Para
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la estimacion de la funcion de supervivencia; [1]
proponen el método denominado combinacion
de riesgos para un modelo con mas de dos riesgos
competitivos cuando la copula es Arquimediana.
En éste método la variable combinada es so6lo
creada conceptualmente para verificar lo
relacionado con la identificacion. [6] realizaron
estudio de dependencia entre los riesgos, el cual
es un procedimiento para una iteracion serial
de copulas Arquimedianas las cuales tienen la
misma estructura de dependencia, ademas estas
copulas que utilizaron para ese estudio satisfacen
las propiedades de simetria y asociatividad,
las cuales son requeridas para que el método
de combinacion de riesgos funcione en forma
adecuada. [1] realizaron una aplicacion del
método de combinacion de riesgos en un estudio
de desempleo en Alemania, donde consideraron
tres riesgos competitivos con igual dependencia,
en este trabajo se estudia el caso en el cual los
tres riesgos que compiten presentan diferentes
dependencias. [7] estudiaron una extension del
estimador copula grafico para un modelo con
mas de dos riesgos competitivos e ilustraron
la metodologia con datos de la confiabilidad
de interruptores tipo FL245 en Interconexion
EléctricaS.A. E.S.P. (ISA) y mostraron la utilidad
de la tematica en confiabilidad industrial.

En este trabajo, se estudian distintas
dependencias entre los riesgos, se usa la técnica
de los C-D Vines copulas, los cuales trabajan
con una variedad de copulas bivariadas, dichas
copulas se pueden seleccionar de manera
independiente y permiten tener una amplia
gama de posibilidades para la caracterizacion
de la dependencia de los riesgos que compiten.
Se estudiaron tres casos de dependencia. En el
primer caso dos de los tres riesgos tienen igual
dependenciay el riesgo restante es independiente
a los anteriores. En el segundo caso se tomaron
dos riesgos con igual dependencia y el otro
riesgo con una dependencia alta. En el tercer
caso se tomaron los tres riesgos con distintas
dependencias.

2. RIESGOS COMPETITIVOS

El tiempo de falla de un sistema con multiples
modos de falla puede ser modelado como
un sistema en seric o un modelo de riesgos
competitivos. El tiempo de falla observado es el
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minimo de esos tiempos potenciales individuales,
donde cada unidad tiene un tiempo potencial de
falla [8].

Los datos para un modelo de riesgos
competitivos trivariado se presentan como una
variable aleatoria bivariada de la forma (7, J), con
T el tiempo minimo de falla 7= min(X, Y, Z), con
tiempos de falla pontenciales X, ¥, Zy donde J es
una variable discreta, la cual toma valores de 0 si
la observacion es una censura, 1 cuando la falla
se presenta por el primer modo de falla, 2 cuando
la falla se presenta por el segundo modo de falla
y 3 cuando la falla se presenta por el tercer modo
de falla.

3. CONCEPTOS FUNDAMENTALES

[8] presenta algunos conceptos fundamentales
para el desarrollo del presente trabajo.

La funcion de subdistribucion o funcidén de
incidencia acumulada (FIA) para el modo de falla
i,i=1,2,3, viene dada por:

G=P(T<t,0=1)

La funcion de distribucion total es la
probabilidad que un evento de cualquier tipo
ocurra en o antes del tiempo ¢, es decir, es la suma
de las FIA para todos los tipos de eventos;

G(t)=P(T <t)= iP(T <t,6=i)= i Gi(1),
i=1 i=1

En ausencia de riesgos competitivos la funcion
de distribucion total se encuentra en el intervalo
[0, 1]. Luego en presencia de riesgos competitivos
la funcion de subdistribucion solo puede tomar
valores hasta P(d = i) puesto que:

tligi Gi(t)=P(6 =)
Por lo tanto, la funcién G (¢) no es una funcion
de distribucién propia.

La funcion de subsobrevivencia es la
probabilidad de que el modo de falla i no ocurra
antes del tiempo ¢

G =P(T >t,6=i)
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La funcién de subdensidad para el modo de
falla i y T continuo, se define de la siguiente
manera

dGi(t) dGi(r)
(1) = [
&i(?) dt dt
4. PROBLEMA DE
IDENTIFICABILIDAD

Para el caso no paramétrico, la distribucion
conjunta en un problema con multiples modos de
falla no puede ser completamente identificada,
en la situacion usual, cuando sélo se conocen los
tiempos minimos de falla, para un problema de
este tipo la aproximacion usada para especificar
el modelo de riesgos competitivos es via tiempos
latentes. Para el caso trivariado se tienen tiempos
de falla potenciales X, ¥, y Z asociados a cada
modo de falla, donde si el sistema falla a causa
del primer modo de falla, el segundo y el tercero
no pueden ser observados. Asi 7 = min(X ,Y, Z)
determina el tiempo de falla del sistema completo.

Dada la tripleta (X ,Y, Z) con distribucion
multivariada:

Fxy2)=PX<xY<y Z<2)

y funciones de distribucion marginales para cada
modo de falla, los cuales tienen la siguiente forma
F)=PX<t),F()=PY<1)yF(t)=PZ<
z). Uno de los intereses en riesgos competitivos
es identificar las distribuciones marginales de
las variables a partir de los datos de riesgos
competitivos. En el caso donde los tiempos
de falla son independientes, las distribuciones
marginales son identificables, y corresponden a
las funciones de distribucion. Si este supuesto no
se tiene, entonces a partir inicamente de los datos,
en riesgos competitivos, no es posible identificar
las distribuciones marginales y la distribucion
conjunta de los tiempos, existen muchas funciones
de distribucion conjunta diferentes que comparten
las mismas funciones de subdistribucion, lo cual
es llamado el problema de identificabilidad [4].

Para este problema en particular existen varias
soluciones:

1. Asumir independencia.
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2. Asumir una estructura de dependencia
conocida usando una copula particular
para la distribucion conjunta de los modos
de falla, [2] proponen el algoritmo copula
grafico.

3. Especificar un modelo paramétrico.

5. ESTIMACION DE LA FUNCION
DE SOBREVIVENCIA BAJO
INDEPENDENCIA

Segun [9] para un sistema en serie con tres
componentes independientes, la funciéon de
distribucion para el tiempo minimo 7 esta dada
por:

Foy=1-[1-F I - F,OI1 - F,0)]

donde (X, Y, Z) son los tiempos de vida asociados
a cada una de las tres componentes, 7= min(X,
Y, Z) es el tiempo observado y F, i = 1, 2, 3,
las respectivas funciones de distribucion para
los componentes. La funcién de sobrevivencia
S(t) = 1 — F (¢), para el caso de modos de falla
independientes es:

S(t) = S(0)S,()S,(0).

donde S(7), i = 1, 2, 3 son las funciones de
sobrevivencia de las tres componentes. Para un
sistema con tres componentes en serie y tiempos
de falla dependientes, F(z) tiene la siguiente
forma:

Fi)=1-PX>tY>1 Z> 1)

Para este caso, la evaluacién se debe hacer
con respecto a la distribucion conjunta de X, Y
y Z, en la cual se debe incluir el parametro de
dependencia. La funcion de sobrevivencia para
este caso es:

S(y=PX>tY>1t Z>1).

El estimador de la sobrevivencia del tiempo
minimo de falla de un sistema con tres modos
de falla independientes que compiten S(7), se

denotara S§*(r), Para obtener este estimador
basta multiplicar las funciones de sobrevivencia
estimadas bajo una distribucion especifica,
donde para cada funcion marginal se estiman
los parametros, considerando los tiempos del
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otro modo de falla como tiempos de censura o
censurados.

donde S (1), S\z(t) y §3(t), corresponden a las
funciones de sobrevivencia marginales estimadas
para cada modo de falla.

6. COPULAS

Una cépula se define como una distribucion
multivariada, con distribuciones marginales
uniformes en [0, 1]. Las copulas permiten
representar de manera separada la estructura de
dependencia y las distribuciones marginales de
una distribucion multivariada. La metodologia
de copulas se ha convertido en una herramienta
importante a la hora de modelar o generar datos
multivariados.

[3] contiene una gran cantidad de informacion
acerca del modelado de dependencias con copulas.
Combinando varias distribuciones marginales
con diferentes copulas, es posible modelar
distribuciones multivariadas con una amplia
gama de marginales y tipos de dependencia. A
continuacion se muestra el teorema fundamental
para copulas conocido como el Teorema de Sklar.

Teorema 1 (Teorema de Sklar). Sean Y,

,}; variables aleatorias con funcion de
distribucion conjunta F, con marginales F b
Fp respectivamente. Entonces existe una copula
C tal que satisface:

F@,. ,yp) =CF) - Fp(yp))

Si F, .., Fp son continuas, entonces C es
unica. Inversamente, si C es una copula y F,..,
FP y funciones de distribucion, entonces F es una
funcion de distribucion conjunta con marginales
F,...F,

Para nuestro caso hacemos uso del teorema
para los casos bivariado y trivariados.

6.1 Copulas Arquimedianas
Un importante caso particular de copulas son

las copulas Arquimedianas, se caracterizan por la
facilidad con que pueden ser construidas y por la
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gran variedad de estructuras de dependencia que
pueden reproducir. En este trabajo se utilizo la
copula Frank debido a que en la implementacion
del algoritmo de [1], ellos la utilizaron en un
estudio de desempleo en Alemania y los resultados
fueron optimos.

6.2 La cépula Frank

{exp(—6x) — 1}{exp(—6y) —

1
{exp(—0) 1 Lo #0

1
Co(x,y) = —§IH[1+

La copula Frank tiene grandes propiedades,
captura el rango completo de dependencias,
incluye las copulas de cota superior de Fréchet
cuando 6 ——°, de cota inferior de Fréchet
cuando & — °° y de independencia cuando 6
— 0. La copula Frank proporciona cantidades
cerradas y permite mayor facilidad al momento
de programar [10].

6.3 7 de Kendall

El 7 de Kendall, mide el grado de asociacion
entre dos variables aleatorias, en particular para
las marginales dos a dos de un modelo de riesgos
trivariado dependiente generado en nuestro caso.
Est4 dado como sigue:

Tg=1—5[1—Di(6)]

donde D,(x) es la funcion Debye, la cual esta
definida para cualquier entero k por:

X k
D) = & i sl

El 7 de Kendall, cumple con la siguientes
propiedades lim, % = —1,1lim, % =1y
lim, % =0 (1ndependen01a)

6.4 La cépula Frank trivariada

Con(X) =

0123

H exp(—0;x;) —
I {exp(—61) —1}2

donde 0, es el parametro de la copula C ,, 6, es el
parametro de la copula C|, y 0, es el parametro de
la copula Copo donde la cépula G
condicional.

es una copula
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7. ESTIMADOR COPULA GRAFICO

[2] aplican copulas Arquimedianas en
modelos de riesgos en competencia con datos
censurados  dependientes, proponiendo un

estimador no paramétrico para las distribuciones
marginales llamado estimador copula grafico, el
cual da solucion al problema de identificabilidad,
dicho problema es resuelto con datos de riesgos
competitivos y bajo el supuesto de que la copula
y su paramétro de asociaciéon son conocidos de
antemano.

En el marco de riesgos competitivos se
observa T =min(X,Y)y 6_]_ =l G=1, ..., n).
Suponiendo que P X, =Y)=0. Haciendo uso de
esta informacion se puede estimar directamente:

k() = PX>1Y>0),p () =P(X<t, X<Y),
P()=P(Y<tY<X),para ()<t <oo

donde p (¢) y p,(¢) corresponden a las funciones
de subdistribucion.

[2] afirman que bajo el supuesto de
independencia entre X y Y, las distribuciones
marginales son determinadas de manera unica
por esas probabilidades, muestran en general,
que si la copula de (X,Y) es conocida, entonces
las distribuciones marginales son determinadas
de manera unica por los datos de riesgos
competitivos.

El estimador copula grafico esta basado en el
algoritmo de busqueda de raices, el cual trabaja
dividiendo el intervalo a la mitad y seleccionando
el subintervalo que contiene la raiz de la funcién
de variable real. Este método es sencillo y facil
para resolver ecuaciones, se basa en el teorema
del valor intermedio, el cual establece que toda
funcidn continua f'en el intervalo [a, b] y f(a) y
f (b) tienen signos opuestos, entonces f tiene al
menos una raiz en el intervalo (a, b).

7.1 Extension del Estimador Copula Grafico:
Método de Combinacion de Riesgos

[1] presentaron una extension del estimador
copula grafico propuesto por [2], la propuesta es
llamada el método de combinacion de riesgos, la
cual se aplica a modelos con mas de dos riesgos
competitivos cuando la copula es Arquimediana.

72

A continuacion se presentan detalles del método
cuando se tienen tres riesgos en competencia.

Sean (71,T5,T3) € R} tiempos de falla
latentes, de un modelo de riesgos competitivos
tridimensional. En éste caso se tienen tres tiempos
potenciales X, Yy Z, asociados a tres modos de
falla, de manera que cuando la falla se presenta
por el primer modo, los otros dos modos de falla
no pueden ser observados.

7.2 La dependencia modelada con C-Vine y
D-Vine copulas

[11] proponen los C-Vines y D-Vines para
simular distribuciones multivariadas flexibles
las cuales son necesarias en distintas areas. La
distribucion Gaussiana es muy restrictiva y no
puede detectar caracteristicas como asimetria
y colas pesadas, las cuales en los analisis
financieros son muy comunes. El uso de las
copulas es un reto en dimensiones superiores
donde las copulas multivariadas estandar tienen o
poseen estructuras inflexibles. Los vines copulas
superan estas limitaciones y son capaces de
modelar patrones de dependencia complejos al
tener una gran variedad de copulas bivariadas
como componentes bdasicos. Los vines son
modelos gréficos flexibles para describir copulas
multivariadas usando una cascada de copulas
multivariadas llamadas pair-copulas. Tales
construcciones, descomponen una densidad de
probabilidad multivariada en copulas bivariadas,
donde cada pair-copula puede ser elegido de
manera independiente de los otros. Esto permite
una enorme flexibilidad en el modelamiento de
la dependencia. En particular, las asimetrias y la
dependencia de las colas pueden ser tenidas en
cuenta, asi como la independencia condicional
para construir modelos mas parsimoniosos. Los
vines combinan las ventajas de modelizacion
con copulas multivariadas, es decir, separan del
modelo marginal, la dependencia y la flexibilidad
de la copula bivariada.

El nimero de copulas disponibles para
modelar la estructura de dependencia entre
mas de dos variables es limitado. De hecho,
la gran mayoria de las copulas paramétricas
disponibles son bivariadas. Ademas, el enfoque
basado en una coépula multivariada puede no
resultar apropiado cuando los pares de variables
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presentan estructuras de dependencia diferentes.
Finalmente, en muchos casos en que si se cuenta
con una extension multivariada de la copula,
se utiliza un solo parametro para describir la
estructura de dependencia entre todos los pares
de variables, lo cual es una limitacidon importante
si las relaciones entre pares de variables son
diferentes. Las construcciones con copulas
bivariadas y los vines constituyen una alternativa
al enfoque basado en copulas multivariadas. Estos
modelos permiten extender las copulas bivariadas
a dimensiones superiores utilizando solamente
copulas bivariadas y densidades univariadas
como bloques constructivos. El creciente interés
en estos modelos se debe a la gran flexibilidad
que brindan para modelar una amplia variedad de
dependencias combinando copulas bivariadas de
familias diferentes.

7.3 Metodologia de los vines

Los vines son una representacion grafica
para especificar las llamadas construcciones
pair-copulas (PCCs) introducidas por [12]. En
particular, las PCC en tres dimensiones, estarian
dadas como sigue:

Sea X = (x, x,, x,)’ ~ F con funciones de
distribucién marginales ', F, y I, y larespectivas
funciones de densidad f, f, y f,, luego la funcion
de densidad trivariada se define como:

S x5, x9) = £, ) f (e lx) f (v, x,)

Para realizar la seleccion de la estructura de los
C- Vines y D-Vines; se deben seleccionar los pares
de variables que seran modeladas explicitamente
con copulas. Un C-Vine resulta apropiado si
una variables domina las interacciones entre las
variables. Un D-Vine permite una selecciéon mas
flexible de dependencias.

8. ESTUDIO DE SIMULACION

Se presentan los resultados obtenidos al
comparar la funcion de sobrevivencia verdadera
del tiempo minimo de falla S(7), con la funcion de
sobrevivencia estimada asumiendo independencia
entre los modos de falla (SI(¢)) y la funcion de
sobrevivencia bajo dependencia (SD(f)) del
tiempo minimo de falla, la cual fue estimada
haciendo uso del método de combinacion de
riesgos, para un modelo de riesgos competitivos
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trivariado. Se analizan distintas dependencias
entre los riesgos, dichas estructuras son generadas
mediante la técnica C-DVines.

8.1 Metodologia y Escenarios de simulacion

En esta seccion se describen los escenarios
y la metodologia de simulacion utilizados para
el andlisis de la funciéon de sobrevivencia en un
modelo de riesgos competitivos dependientes
trivariados  bajo  distintas  estructuras de
dependencia entre los modos de falla.

Inicialmente, se generan muestras de tamafio
n =50 y n =100 de tiempos de falla trivariados,
con la dependencia deseada entre los riesgos del
modelo en riesgos competitivos dependientes y
marginales Weibull se tomaron estos tamanos de
muestra, puesto que en confiabilidad siempre es
de gran interés estudiar problemas con tamafios
de muestra pequefios debido a los costos y no
es comun estudiar problemas con tamafos de
muestra demasiado grande.

Las dependencias estudiadas entre los modos
de falla se relacionan en la siguiente tabla:

Dependencia 1y 713 D31
Escenariol 0.5 0.5 0.05
Escenario2 0.5 0.5 0.9
Escenario3 0.2 0.5 0.8

Tabla 1. Estructuras de dependencia del modelo de riesgos
competitivos dependientes trivariado

Las dependencias propuestas se generaron
mediante las técnicas: C-Vines; la cual es
apropiada para dependencias donde una de
las wvariables domina toda la estructura de
dependencia y D-Vines; permiten una seleccion
mas flexible de las dependencias. En el escenario
1 se tomaron dos riesgos con igual dependencia
y el otro riesgo independiente a los otros dos. En
el escenario 2 se tomaron dos riesgos con igual
dependencia y el otro riesgo con una dependencia
alta. En el escenario 3 se tomaron los tres riesgos
con distintas dependencias.

Seguidamente se encuentra el tiempo minimo,
es decir, 7= min(7, T,, T,). Se rotulan con 1 si
la falla ocurre por el modo de falla 1; 2 si la falla
ocurre por el modo 2 y 3 si la falla se presenta por
el modo 3.
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Para obtener los tiempos de falla Weibull,
se hace uso de lo propuesto por [13] en el caso
bivariado. Sean T, y T, tiempos de falla Weibull,
una funciéon de sobreviviencia conjunta para la
Weibull bivariada se define como sigue:

A A\BL/=T) 7\ (17D
Sty 1) = ef[<ﬁ> +(%) }
b

donde f3,, B3, son los parametros de formay 7, 7,
son los parametros de escala asociados a 7|y T,
respectivamente, ademas 0 <7< 1, es el parametro
de dependenciaentre 7,y 7, .

En los escenarios Weibull estudiados se
consideraron diferentes formas de la funcion
Hazard de los tiempos de falla. Cuando el
parametro < 1, la tasa de falla es decreciente,
cuando /> 1, la tasa es creciente y cuando =1, la
tasa de falla es constante.

Parametros  n Bi B B m m m
Caso 1 50 2 2 2 1 1 1
Caso 2 50 15 1 1 1 1 1
Caso 3 50 05 1 1 1 1 1
Caso 4 50 1.2 1 05 1 1 1
Caso 5 100 2 2 2 1 1 1
Caso 6 100 1.5 1 1 1 1 1
Caso 7 100 05 1 1 1 1 1
Caso 8 100 1.2 1 05 1 1 1

Tabla 2. Parametros de la distribucion Weibull y tamaiios
de muestra

Seguidamente, se estimaron los parametros
para las distribuciones del tiempo de falla para
cada riesgo, con estos estimadores se obtienen las
funciones de sobrevivencia del tiempo minimo de
falla asumiendo independencia. Luego se estiman
las distribuciones marginales para cada modo
de falla mediante el método de combinacion de
riesgos, el cual nos permite estimar la funcion de
sobrevivencia bajo dependencia entre los riesgos
del modelo trivariado.

Mediante simulacion de Monte Carlo se
construyen intervalos de confianza empiricos
aproximados al 95 % para los percentiles t,, con
p=0.05,0.25,0.50,0.75,0.95, tanto para la funcion
de sobrevivencia estimada bajo independencia y
bajo dependencia.
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Finalmente, se compararon los dos estimadores
en cuestion, calculando la eficiencia relativa

ER, de (§1(t)) con referencia a (§D(t)) en los
percentiles p = 0.05, 0.25, 0.50, 0.75, 0.95

ER, — ECMS0(y)) _ E[Solt) =50, )]
P

— E D
T OECM(Si(1p))  E[(Si(1p)—S(1))?]

—

SiER <1 entonces S, (tp) es menos eficiente en
relacién a S D(tp) para la estimacion de la funcion
de sobrevivencia verdadera en los percentiles
estudiados.

9. RESULTADOS

A continuacion se muestran los resultados
obtenidos en todos los escenarios de simulacion
analizados:

9.1 Escenario 1 de dependencia

En este escenario se simularon dos riegos
con igual dependencia y el otro riesgo se tomo
independiente a los anteriores con tamafios
de muestrales de 50 y 100. Los riegos tienen
dependenciaz,=0.5,7,=0.5, 7,,,=0.05y cuyo
parametro de cada copula son respectivamente; 6,
=5.7,0,=57y 923“ =0.45 y se us6 el método de
C-Vines, el cual genera la dependencia teniendo

en cuenta el primer riesgo.

n PBi B Bz Modol Modo2 Modo3

50 2 2 2 46% 28% 26%
1.5 1 1 46% 24% 30%
05 1 1 56% 26% 18%
12 1 05 28% 24% 48%

100 2 2 2 42% 33% 25%
15 1 1 39% 31% 30%
05 1 1 52% 21% 27%
12 1 05 25% 29% 46%

Tabla 3. Porcentaje de falla para el modelo Weibull
con tamanos de muestra n = 50, 100 y parametros de
dependencia; 7, =0.5,7,=0.5y1z,, =0.05y C-Vines.
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En la Tabla 3, se observa que el porcentaje
de falla para cada uno de los modos de falla son
mayores o iguales al 15 %, lo que nos garantiza
tener buenas estimaciones de la funcion de
sobrevivencia para el tiempo minimo cuando
se realizan las estimaciones bajo dependencia e
independencia entre los modos de falla del modelo
de riesgos competitivos trivariado dependiente.
Los procentajes de falla en la gran mayoria de
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los casos son distintos, por tanto garantiza que
los modelos estudiados no se dejan influenciar
por las dependencias. Lo anterior permite ilustrar
claramente el problema de identificabilidad y es
claro que no se estan trabajando con funciones
de distribucion marginales sino con funciones de
sub-distribucién [7].

EnlaTablas4,5,6,7,8, 9,10, 11 se muestran
los limites inferior y superior de la funcion de
sobrevivencia estimada bajo dependencia LI.S (7)
y LS.S,(?) respectivamente. Los limites inferior y
superior de la funcion de sobrevivencia estimada
bajo independencia denotados por LLS(t), LS.S,
(¢), y la precision de cada intervalo de confianza
empirico aproximado para la sobrevivencia
verdadera en los percentiles p = 0.05, 0.25, 0.50,
0.75, 0.95 y tamafio de muestral 50.

Percentil LI.Sp(t) LS.Sp(¢f) Precision
0.05 0.92194  0.95360  0.03166
0.25 0.74373  0.77831  0.03458
0.50 0.49458  0.52236  0.02778
0.75 0.24129  0.27104  0.02975
0.95 0.05746  0.08293  0.02547

Tabla 4. Intervalos de confianzas empiricos aproximados
del 95 % para S(zp) bajo dependencias. Modelo Weibull
con parametros §,=2, ,=2, =2, n,=1, n,=1,n,=1,n=50y

7,=0.5,7,,=0.5y 7,, =0.05
Percentil  L1.S;(r) LS.S;(t) Precision
0.05 0.92051 0.96526  0.04475
0.25 0.72263  0.79506  0.07243
0.50 0.48063 0.52442  0.04379
0.75 0.23449 0.28312  0.04864
0.95 0.05262 0.08731  0.03466

Tabla 5. Intervalos de confianzas empiricos aproximados
del 95 % para S(tp) bajo independencia. Modelo Weibull
con parametros =2, ,=2, f.=2, n, =1, n,=1,n,=1,n=50y

7,=0.5,7,=0.5y 7,, = 0.05
Percentil LI.Sp(¢t) LS.Sp(f) Precision
0.05 0.91630  0.95091  0.03461
0.25 0.73801  0.76825  0.03025
0.50 0.50586  0.56409  0.05823
0.75 0.24050 0.31619  0.07570
0.95 0.04427  0.06895  0.02468

Tabla 6. Intervalos de confianzas empiricos aproximados
del 95 % para S(tp) bajo dependencia. Modelo Weibull con
parametros B =1.5, B,=1, B.=1, n =1, n,=1,n,=1,n=50'y
7,=0.5,7,=0.5 y 7,, = 0.05
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Percentil L1.S;(¢t) LS.S;(¢t) Precision
0.05 0.90648 0.95629  0.04981
0.25 0.72281 0.80682  0.08401
0.50 0.45817 0.57274  0.11457
0.75 0.19825 0.30360 0.10534
0.95 0.04236  0.08662  0.04426

Tabla 7. Intervalos de confianzas empiricos aproximados
del 95 % para S(tp) bajo independencia. Modelo Weibull
con parametros f=1.5, f,=1, B.=1, =1, n,=1, n,=1,n=50'y

7,=0.5,7,=0.5y 7, = 0.05
Percentil LI.Sp(¢) LS.Sp(¢t) Precision
0.05 0.91749  0.95199  0.03450
0.25 0.74329  0.77265  0.02936
0.50 0.49172  0.55792  0.06620
0.75 0.24294  0.28412  0.04118
0.95 0.04805 0.06686  0.01881

Tabla 8. Intervalos de confianzas empiricos aproximados
del 95 % para S(zp) bajo dependencia. Modelo Weibull con
parametros 8 =0.5, =1, B.=1, =1, n,=1, n,=1,n=50'y

7,=0.5,7,=0.5 y 7,,,=0.05
Percentil  L1.S;(t) LS.S;(t) Precision
0.05 0.91824 0.95595 0.03771
0.25 0.72363  0.75330  0.02967
0.50 0.48593 0.55701 0.07108
0.75 0.22911 0.28969  0.06057
0.95 0.04975 0.07602  0.02627

Tabla 9. Intervalos de confianzas empiricos aproximados
del 95 % para S(tp) bajo independencia. Modelo Weibull
con parametros = 0.5, 8,=1, B.=1,n=1,n,= 1, n,= 1, n=50

y7,=05,7,=05y7,=005
Percentil LI.Sp(t) LS.Sp(f) Precision
0.05 0.92666  0.95999  0.03333
0.25 0.73058  0.75438  0.02380
0.50 0.50191 0.53937  0,03746
0.75 0.24899  0.26009  0.01110
0.95 0.04619  0.06875  0.02256

Tabla 10. Intervalos de confianzas empiricos aproximados
del 95 % para S(tp) bajo dependencia. Modelo Weibull con
parametros #=1.2, =1, 8,=0.5,n=1,n,=1,1=1,n=50y

7,=0.5,7,=05y T23\1:0'05
Percentil L1.S;(¢t) LS.S;(¢t) Precision
0.05 0.91185 0.95107  0.03922
0.25 0.73049 0.76006  0.02957
0.50 0.48191 0.52224  0.04033
0.75 0.24449 0.26162 0.01714
0.95 0.03906 0.06842  0.02936

Tabla 11. Intervalos de confianzas empiricos aproximados

del 95 % para S(tp) bajo independencia. Modelo Weibull

con parametros f = 1.2, =1, ,=0.5, n,=1, n,=1, n, =1,
n=50y17,=0.5,7,=05yr, =005
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Se evidencia que los intervalos de confianza
bajo dependencia en los modos de falla resultan
ser mas precisos que los intervalos de confianza
bajo independencia entre los modos de falla del

modelo.

En las tablas se observa que los intervalos de
confianza bajo dependencia entre los modos de
falla del modelo trivariado siempre se encuentran
contenidos en los intervalos de confianza bajo
independencia de dicho modelo. En algunos
casos el limite inferior o superior se encuentran
cercanos al valor verdadero pero lo importante
es que contengan al valor de la sobreviviencia

verdadera.

Finalmente, se compararon los dos estimadores
en cuestion calculando la eficiencia relativa
ERp de (§;(r)) con referencia a (Sp(¢)) en los

percentiles p = 0.05, 0.25, 0.50, 0.75, 0.95

_ ECM(Sp(ty))
ECM(S1(1y))

ER,

Si ERp< 1 entonces S I(tp) es menos eficiente en
relacion a S D(tp) para la estimacion de la funcion
de sobrevivencia verdadera en los percentiles
estudiados.

Percentiles

n caso 0.05 025 050 075 095

50 1 0.851 0.718 0.851 0.438 0.998
2 0.851 0.782 0.732 0.405 0.992

3 0.959 0.949 0.434 0.104 0.231

4 0.995 0.801 0.420 0.341 0.417

100 5 0.086 0.049 0.244 0.729 0.121
6 0.851 0.782 0.732 0.405 0.992

7 0.959 0.949 0.434 0.104 0.231

8 0.995 0.801 0.420 0.341 0.417

Tabla 12. Eficiencia relativa para el escenario 1; modelo
Weibull con tamafios muestrales n = 50, 100 y parametros
de dependencia; 7,= 0. 5, 7,,= 0.5 y 7,, =0.05 y C-Vines
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Percentiles
n caso  0.05 0.25 0.50 0.75 0.95

50 1 0.673 0.210 0.081 0.252 0.989
2 0.960 0.593 0.199 0.151 0.029
3 0.165 0.794 0.107 0.187 0.280
4 0.990 0.991 0.697 0.576 0.980
100 5 0.349 0.716 0.100 0.883 0.196
6 0.065 0.123 0.290 0.228 0.130
7 0.311 0.404 0.865 0.522 0.245
8 0.134 0.680 0.262 0.139 0.294

Tabla 13. Eficiencia relativa para el escenario 2; modelo
Weibull con tamafios muestrales n = 50, 100 y parametros
de dependencia; 7,,= 0.5, 7,,= 0.5y 7,, = 0.9 y C-Vines
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Percentiles
n caso  0.05 0.25 0.50 0.75 0.95

50 1 0.400 0.088 0.786 0.555 0.034
2 0.023 0.021 0.603 0.979 0.999
3 0.994 0981 0.181 0.977 0.647
4 0.853 0.454 0.751 0.505 0.922
100 5 0.490 0.834 0.632 0.499 0.195
6 0.952 0.768 0.564 0.483 0.265
7 0.487 0.218 0.291 0.466 0.462
8 0.497 0.610 0.104 0310 0.304

Tabla 14. Eficiencia relativa para el escenario 3; modelo
Weibull con tamafios muestrales #n = 50, 100 y parametros
de dependencia; 7, =0.2,7,=0.5y 7, =0.8y C-Vines
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En las Tablas 12, 13 y 14. Se evidencia que el
estimador bajo independencia es menos eficiente
que el estimador bajo dependencia, puesto que
los valores calculados son menores que 1, vale
la pena resaltar que en algunos percentiles el
valor calculado es cercano a 1 y en general no se
evidencia ningln patrén en particular.

Para efectos practicos, so6lo se muestran los
resultados del primer escenario, teniendo en
cuenta que se trabajaron los otros dos y dichos
resultados fueron similares con respecto a que el
estimador bajo dependencia se comporta mejor,
que el estimador bajo independencia.

CONCLUSIONES

En gran mayoria de los casos estudiados el
estimador bajo dependencia S, (¢) presentd mayor
eficiencia frente al estimador bajo independencia
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S (t) de S(¢). Por lo tanto se recomienda utilizar el
estimador S, (#) cuando no se tiene certeza de que
los tiempos de falla sean independientes.

Los intervalos de confianza para la funcion
de sobrevivencia cuando se asume dependencia
entre los modos de falla son mas estrechos que
los intervalos de confianza para la funcion de
sobrevivencia cuando se asume independencia
entre los modos de falla del modelo de riesgos
trivariados con marginales Weibull.

Para un modelo de riesgos competitivos
trivariados, el método de combinacion riesgos
(extension del estimador copula grafico) es
una buena técnica para estimar las funciones
de distribucion marginal y la funcion de
sobrevivencia del tiempo minimo en un modelo
en riesgos competitivos, cuando se tiene
dos riegos con igual dependencia y el otro
independiente a los anteriores, también cuando
se tienen dos riesgos con igual dependencia y el
otro riesgo presenta una alta dependencia, y por
ultimo cuando los riesgos para un caso particular,
presentan distintas dependencias (generados por
medio de C-DVines).
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