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Resumen

En este articulo presentamos un estudio unificado de la dinamica del péndulo fisico simétrico en el espacio
de fase de los distintos modos de oscilacion que se presentan en este sistema: modo plano, modo eliptico
y modo conico, usando un potencial efectivo que va a depender de la coordenada de nutaciéon y depende
también paramétricamente de la energia y del momento angular del sistema. Presentamos también una
deduccion formal de la aproximacion de Allais para la precesion apsidal del péndulo fisico simétrico usando
la teoria de pequeiias oscilaciones alrededor del movimiento estacionario o modo de oscilacion conico.

Palabras claves: Péndulo fisico simétrico, oscilacion, nutacion, precesion, apsidal, modos de oscilacion,
precesion, apsidal.

Abstract

In this paper we present a unified study of the dynamics of the symmetrical physical pendulum in the phase
space of the different oscillation modes presented in this system: plane mode, elliptic mode and conic mode,
using an effective potential that will depend on the nutation coordinate and also depends parametrically
on the energy and angular momentum of the system. We also present a formal deduction of the Allais
approximation for the apsidal precession of the symmetrical physical pendulum using the theory of small
oscillations around the steady motion or conic oscillation mode.

Keyword: Pendulum, Symmetrical physical pendulum, nutation, apsidal precession, oscillation modes,
precession.
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1. INTRODUCCION

El péndulo fisico en su version mas simple
es un solido rigido de forma arbitraria que puede
oscilar en un plano vertical que contenga a su
centro de masa, alrededor de un eje perpendicular
a dicho plano. El punto de interseccion del
eje con el plano es el punto de suspension.
Cuando el punto de suspension se sustituye por
un soporte que le permita al péndulo oscilar en
todo el angulo s6lido que rodea al eje del cuerpo
que pasa por su centro de masa y el punto de
suspension, y le permita ademas rotar alrededor
de dicho eje, tenemos un péndulo fisico con
tres grados de libertad [1]. Debido a la rotacion
de la tierra, es claro que en un sistema inercial
de referencia la precesion y el espin inicial son
muy pequefios, del orden de 10~ rad/s, esto hace
que la nutaciéon se constituya en el movimiento
dominante. En estas condiciones iniciales el
péndulo describe trayectorias aproximadamente
elipticas que precesan muy lentamente en un
sistema de referencia inercial. A esta precesion
la denominaremos precesion de Allais [2] y
los resultados de este estudio representan una
primera aproximacion a la dinamica del péndulo
fisico asimétrico que es usado actualmente por
muchos investigadores en el estudio de anomalias
gravitacionales durante los eclipses [3, 4, 5].

Como veremos en este caso se distinguen tres
modos de oscilacion: el modo plano, el modo
eliptico y el modo coénico.

En el modo plano el péndulo es soltado
desde su posicion inicial, sin ninguna velocidad
transversal de manera que su momento angular
es cero y el cuerpo describe su trayectoria
sobre un arco de circulo vertical. En el modo
eliptico el péndulo se mueve entre dos planos
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horizontales, se caracteriza porque el momento
angular es distinto de cero y la trayectoria que
describe es eliptica oblicua entre dos alturas [6].
Finalmente el péndulo se encuentra en su modo
conico cuando describe un movimiento circular
uniforme a una altura fija, se distingue porque el
momento angular es constante diferente de cero y
el péndulo describe una trayectoria circular en un
plano horizontal.

En este articulo estudiaremos la dinamica del
péndulo fisico simétrico cuando es suspendido
bajo condiciones iniciales similares a las que
experimentaria cuando éste es soltado cerca de
la superficie de la tierra con pequenas amplitudes
iniciales, sin ninguna componente de la velocidad
transversal ni de espin; utilizando el potencial
efectivo, en el cual este va a depender de la
coordenada de la nutacion y depende también
paramétricamente de la energia y del momento
angular del sistema. Ademas con este potencial
efectivo realizaremos y analizaremos un estudio
unificado en el espacio de fase de los distintos
modos de oscilacion mencionados anteriormente.

2. PENDULO FiSICO SIMETRICO

Un péndulo fisico simétrico (PFS) es un caso
muy particular del trompo simétrico en el cual
tiene un eje de simetria que puede girar libremente
alrededor de un punto fijo o un soporte ubicado
en un extremo del eje de simetria y el centro de
masa se encuentra por debajo del punto fijo; por
lo tanto los movimientos de precesion y espin se
pueden considerar como pequefias perturbaciones
al movimiento de nutaciéon dominante [1]. El
ejemplo mas simple consiste de una varilla
cilindrica colgada de uno de sus extremos, como
se muestra en la Figura 1.
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Figura 1. Péndulo Fisico Simétrico. En la orientacion del sistema de ejes inerciales XY Z: ¢ , ' y w son los angulos de Euler
usados en la descripcion del movimiento.

A. Hamiltoniano del PFS

La energia cinética y potencial del sistema
esta dadas respectivamente por:

T:lli(w% +wf)+llfw,2
2 x 3 v 2 z oz

(1)

V =-mgl cos (2)

Donde su energia potencial es negativa, debida
a que el péndulo esta por debajo del punto fijo
(soporte).

Por ultimo, el Lagrangiano del sistema lo
podemos escribir en términos de los angulos de
Euler como:

2 2 2
1

:E[l;(ﬁ +¢ sin@)+1-(¢ cosf+y)]+mglcosd
3)

L

Donde / oy I son los momentos de inercia

del péndulo con respecto a los ejes X y Z fijado al
cuerpo. Las coordenadas ¢ y w son ciclicas, por lo
tanto sus momentos generalizados asociados son
constantes de movimiento:
oL .
py=—=1-¢sin" 0+ I- cosO(y+ g cosb)

26 4)
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oL
p, =

=I(gcosO+y) (5)
oy

De las ecuaciones (4) y (5) podemos llegar a:

py,
W= i —¢cosf (6)
Py Py, cosd
¢ I- sin’ @ Q)

Dado que el sistema es conservativo, la energia
mecanica del sistema es:

2 2 2
1

[[.(0 +¢ sin@)+1.(p cosO+y)]—mglcosd

®)

E=—
2

En términos de variables candnicas tenemos:

_Lpi, (pe0s0-p,)
27 I I_sin’ @

©)

2
E +%]—mglcos6’

O en unidades adimensionales se tiene:

2

&= %[9 +(P, cotd— P, csch)’ +aP, ] —-cosl

(10)
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Donde hemos utilizado las definiciones:

) E
et ;7=Qie=——-F, =
I mgl 7

(11)

Pyy . 17;

Jmell. “ I

Q, =

3. POTENCIAL EFECTIVO

Para un analisis cualitativo de la fisica
involucrada en este sistema, es conveniente
introducir un potencial efectivo asociado a la
coordenada 6. Para ello despejamos &* en la
ecuacion (10), esto es:

2

0 =2cosf—[P, cotd—P,cscl)’ +aP,|+2¢
(12)

Introduciendo la variable adimensional

[ cosf en la ecuacion (12); tenemos:

¢
2
¢ =(1-¢")Q2e~ak) +25)~ (P~ F,{)’
(13)
En funcion de los nuevos parametros, la
ecuacion (13) nos queda:

2

¢

e=7+§3+e§2—(1+p1)§+l7§ (14)
Donde
1— 1
e=£+( za)P,,,Z;M:f;P./,;P;:E(%Z'FPWZ) (15)

Introduciendo en la ecuacion (14) el potencial

efectivo asociado a la variable (:
L2
e—§—+V &€ p50,)
- 2 efe E] :pupz

(16)

Donde Vefe(C; € p,; p,) €s una funcion de { que

depende de los pardmetros (; €; p, y p,. Es decir:
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V.Gepsp)=Crel—(1+p)i+p;  (17)

Notese también que estas raices de esta
ecuaciéon que((f; € P> P,) = € corresponden a los
ceros del polinomio ctbico de la ecuacion (17) y
fisicamente representa los puntos de retornos en
la coordenada (.

Los puntos criticos de este potencial se
obtienen derivando e igualando a cero, estos es:

oV,.(&:€psp,)

o =3*+2e{-(+p)=0

(18)

Esta ecuacion nos va a permitir obtener un
criterio para las energias que son fisicamente
aceptadas, cuando variamos las condiciones
iniciales y al parametro €.

Las raices de esta ecuacion son:

G =3 (€23 43p 1)

min

(19)

Lo cual nos muestra que ¢ <0y (  >0;

estos puntos dependen de las energias y de los
momentos con respecto a ¢ y .

Los valores del potencial efectivo asociado a
estos puntos criticos son:

Vil €053 P) = (20a)

Vo lCoao €6 0130y = (20b)
Donde:
emax:2L7[27p22 +9pe+2 e’ i(6p+2€2)w/3p+ ez]

2

Conp=1+p.
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Figura 2. Potencial efectivo ¥ en funcion de C.

En la figura 2 se muestra el péndulo que se
mueve con € = 0,45; p, = 1, p, = 1. Tambi¢n
podemos observar que con el fin de mantener el
movimiento siempre acotado y en la region de
interés fisico se cumple que:

OSCmingl _ISCmaxSO €

(22)

De la figura se puede notar que € > € para
max
toda € p, y p, luegp ‘poden.lo's 'conclulr' que las
energias y las condiciones iniciales fisicamente
aceptadas satisfacen:

(©<e<e (o) (23)

€

min

Donde € no es una cota superior, es una

funcion que depende de la energia total del
sistema.

4. MODOS DE OSCILACION

Nos restringiremos ahora a las condiciones
iniciales propias de un PFS que es soltado cerca de
la superficie de la tierra con condiciones iniciales
propias del modo plano, vemos que P = P, ~ 102
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y P1 = 1072, por lo tanto la precesion y el espin
son solo pequeiias perturbaciones al movimiento
de nutacion dominante (6 = 1071).

4.1 Modo plano

El modo plano se origina cuando el centro de
masa del péndulo es soltado desde una posicion
inicial sin ninguna velocidad transversal, su
caracteristica principal es que ¢ = 0. Para este
modo tenemos:

2

2 P
¢ =—2(é’3+€é’2—§+7w—€) (24)

2

P
Ve/e(é“;e;pl;PW)=§3+€§2—C+7” (25)

Los puntos criticos y sus correspondientes
energias son:

Lo == (13t E7)

min 3 (26)

eln“=%[27p§ +9e+26 £(6+2eW3+e]

min

27
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Figura 3. A: Potencial efectivo V,, en funcion de

efe

de {parae=-1,-0.5,1,1.5

Enlafigura 3A, silaenergia esta en el intervalo
—1 <e <1 el movimiento es acotado y oscilatorio
en la region de interés fisico. Para € > 1 el péndulo
produce un movimiento acotado en el intervalo
—1 <{<1 pasando por los puntos { ==+ 1.

En la figura 3B todas las curvas de fase pasan
por el punto (=1 que corresponden a la posicion
mas baja de todas las trayectorias posibles.

Observemos también que si € = —1 entonces
{ =1, por lo tanto el péndulo estd colgando en
su posicion mas baja en el punto (1,0), en este
caso las energias menores no son fisicamente
aceptadas.

Si e =1 entonces { = —1, luego el péndulo
esta en su posicion mas alta en el punto (-1,0) en

-1 e al

Figura 4. A: Potencial efectivo V en funcion de ¢
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B: Curvas de fase {"en funcion de { para
los mismos valores de energias.

donde se presenta un punto de bifurcacion; en
este caso hay un punto de equilibrio inestable y
con cualquier pequefa perturbacion por minima
que sea, el péndulo se caer.

4.2 Modo eliptico

En este modo de oscilacion el centro de
masa del péndulo se mueve entre dos planos
horizontales = ) y { = {, donde {, y {son los
puntos de retornos del potencial efectivo (17) o
raices de (13). Este modo se caracteriza por pl
#0y:

1
—l<p, <2y 5(p1—2)ﬁe (28)

Estas condiciones implican que , < -1 < <
¢, <1 como se muestran en la figura 4.

-

—

—
—_—
e e -

B: Curvas de fase {'en funcion de .



José Hernandez et. al.

En la parte A de esta figura hemos graficado el
comportamiento genérico del potencial efectivo,
mientras que en la parte B su correspondiente
diagrama de fase.

En el comportamiento genérico la raiz ; viola
la ligadura de modo que el movimiento peridodico
del péndulo es acotado y se cumple que , <, <
1; por otro lado en el eje horizontal de esta grafica
se muestran los puntos de retornos {; < <y
el movimiento es acotado y fisicamente aceptable

para( -1 <{ <{<{ <1
4.3 Modo conico
En el modo coénico el centro de masa del
péndulo describe un movimiento circular
uniforme a una altura fija en un plano horizontal.
Se caracteriza por las siguientes condiciones:
1
:g(—€+w/3+3pl+€2)

(30)

¢ =& min (29)

¢ = cons tan te

En este caso { se mantendra constante y por lo
tanto podemos definir:

r

Vea

// )
N

Figura 5. A: Potencial efectivo Ve
en funcion de { para € =0.5

En la figura 5 graficamos el potencial efectivo
y su correspondiente diagrama de fase en funcion
de { para € = 0.5 en donde la region de interés
fisico esta en el punto (0.69, 0).
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(O=Cm=¢ VT PD)=4, (31)

La energia ¢ de este modo en funcion de las
variables originales: es:

52222[1+P¢PW +P¢ (a-1)-34]]

e

(32)

La frecuencia angular del movimiento circular es:

2

q).e :Pwi,/Pw +4¢, (33)

22,

Notemos que hay dos frecuencias asociadas a

la misma altura y al mismo espin; en este caso @,

representa la frecuencia angular del movimiento

circular en sentido anti horario, es decir, hay una

precesion rapida; mientras que @ es la frecuencia

en sentido horario, en este caso hay una precesion
lenta.

El espin con que esta rotando el péndulo en
este modo es:

S
¥ :E[PW(Za—l)i,/Pé +4¢.]

(34

-25 +20 -15 -10 -05 05

1: -1r

B: Curvas de fase {'en funcion de { para el
mismo valor de energia.

5. PRECESION APSIDAL DEL PFS

La deduccion estd basada en la teoria de
pequefias oscilaciones alrededor del movimiento
estacionario, en este caso la trayectoria perturbada
resulta de aplicar una pequefia perturbacion al
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modo conico o estacionario como se muestra en
la figura 6.

En esta figura el modo conico esta
representado por la trayectoria circular de radio

p, (linea a trazos), mientras que la trayectoria
perturbada (linea continua gruesa) es la elipse
que esta inscrita entre los circulos de radio
a=p,+x,yb=p, —x, donde x, << 1 es la
perturbacion.

Figura 6: La trayectoria perturbada (linea continua gruesa) esté inscrita entre los circulos de radioa =p, +x;y b=p, —x,.
La trayectoria estacionaria (linea a trazos) es circular y de radio p,.

Las coordenadas horizontales x(7) y y(7) de
este modo estacionario se pueden expresar como:

x(r) = p,cos(Q)  ¥(r)=p,sin(Q 1) (35)
Y las correspondientes coordenadas de Ia
trayectoria son:

x(z) = pcos(Q7)  ¥(r) = psin(cr) (36)

Donde p(7) = p, + x, cos(Q2'7)

Q es la frecuencia circular del modo
estacionario es:
. Pt P44
0,0, - EE T & (37)

La frecuencia angular de las pequenas
oscilaciones  alrededor  del = movimiento
estacionario estd dada por:

100

2

m oz’

Q- (38)

En unidades adimensionales tenemos:

_ v,
o¢?

Derivando el potencial efectivo (17) vy
realizando las respectivas sustituciones en la
ecuacion (39) tenemos:

. R
Q= }Z(1+P¢PV+3;)

En este puno debemos recordar que el signo
de Q_ da lugar a dos constantes P , Y por lo tanto
a dos frecuencias Q" para pequeiias alrededor del
movimiento estacionario.

. Q

Q,

(39)

(40)
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SiQ >0

R+ [P AC0-¢Y)

26,

(41)

Luego la ecuacion (40) nos queda:

Q*:\/l
247

(L4 C0) + B, \[B) +4C,(1-¢) +2(S, +¢)]

(42)
La razén entre las dos frecuencias Q/
Q la podemos expresar en términos de

5, =p,/1=41-¢? <<1y la expandimos en series
de potencia de J, hasta segundo orden.

e, + P2+ 4

4(P2 +4)°"? %

o 1. P

Q 2 P;+4

(43)

Que la orbita sea cerrada o precese depende
de esta razon, es claro que esta orbita precesara,
pues la razon anterior sera en general mayor que
. El tiempo que tarda p para ir de su eje mayor
valora =p +x asuvalorminimob=p —x, es

*e 0 . , R e 0
t =m/ Q" y en ese tiempo el apside avanza un
angulo:

Q, 1B 3 +y B, + D s
$=Qr1,=—Srw=n(= 2 w79
Q 2 2 P;+4 4(F, +4)
(44)

Cuando 7, = 7/ Q" el apside avanza un angulo
un poco mayor que 7 / 2 de modo que el exceso
de ¢ sobre 7/ 2 es:

Ve P, 3(P +\P; +4)
Y v T S B )

Entonces la velocidad angular de precesion de
Allais en unidades adimensionales es:

Q:M:MQ*: L 3(P +z P3/2 )5 '
Tu 4 2 E//Z + 4 4(P + 4)
(46)

Podemos ahora suponer que Q* = 2Q  esto
equivale a exigir que la trayectoria del movimiento
perturbado sea aproximadamente eliptica. Luego
la velocidad angular de precesion en unidades
adimensionales es:
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P, 3(P +\P +4)
By v e N 2

Usamos nuevamente la expresiéon (37) en
términos de J,.

B, +\ P +41-6] 7(P . ,7})2 H

2,1-62

Q

¢

(48)

En donde hemos expandido es serie de
potencia de J, y retenido s6lo términos menores
o iguales que 67, esto es debido a que la ecuacion
(47) es cuadratico en J, y este es el orden hasta
el cual queremos aproximar. Sustituyendo este
resultado en (47) y usando las unidades estandar,
tenemos para la precesion apsidal de Allais:

— Q s =Q
Qallais B QQO At 0 (49)
P 3B, +P] +4)
Q s =y L 2 32 5[)(})',/ + sz +4)
2P} +4  AE +4T

(50)

Por otra parte tenemos:
ab=(p,+x,)(p, ~x,) = p2—x2= p? (51)

La cual estd perfectamente justificada si se
tiene en cuenta que x;, << 1 por ser una pequefa
perturbacion. Usando este resultado en (50)
tenemos:

R )
Q iy = 4 Y ab)(P, +/P? + 4
Allais 0 5 PWZ . 4(P2 4)3/212 )( v v )
(52)

Esta ecuacion es la aproximacion hasta
segundo orden en J, para la frecuencia angular de
precesion apsidal de Allais para el modo eliptico
y es valida para cuando las condiciones iniciales
de este modo son ¢, > 0. Estamos interesados en
aplicar esta aproximacion al caso de un PFS fijo
en la superficie de la tierra en cuyo caso, esto
motiva a realizar una expansion adicional en
serie de potencia en Py conservar solamente el
término lineal.

3ab
8%

G +3ib)Q P,

Allais —

(53)
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Si Qc <0
Entonces

» :PW(1+§@2)—\/PV,Z+4CE(1—§Z)
26,

(54)

[

Repitiendo los mismos pasos del caso anterior
obtenemos es:
3ab o 1

—Q, +(=+
g2 " (2

3ab
8/*

Allais —

)P, (55)

Proponemos una ultima aproximacioén para
el periodo de la coordenada 6, este periodo del
movimiento eliptico. Es claro que este periodo es
4 veces 7y en unidades estandar es:

I 4 )i
T =470, i /4:—”\/?8 e
Q \mgl Ja+p,p, +352) \mgl

(56)

Donde Ce es la altura asociada al modo conico
estacionario:

¢, =cos, =1-(ab/l)’ (57)

CONCLUSION

Hemos realizado un estudio unificado en
el espacio de fase de los distintos modos de
oscilacion que se pueden presentar en la dinamica
del PFS introduciendo un potencial efectivo,
como una funcion que ademas de depender de
la coordenada y el momento angular , también
depende paramétricamente de la energia.
Deducimos también la precesion apsidal de
Allais (53), considerando que el modo eliptico
se puede obtener como el resultado de aplicar
una pequefia perturbacion al modo estacionario o
modo coénico de este sistema. Esta deduccion es
conceptualmente mas sencilla que la reportada en
la literatura, pues se basa en la comparacion de la
frecuencia de las pequefias oscilaciones alrededor
de este modo. Una ventaja de este enfoque
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es que permite obtener expresiones analiticas
aproximadas para el periodo del movimiento
eliptico (56) y para la proyeccion de la trayectoria
del modo de oscilacion mas general (58).
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