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Resumen

En este artículo se estudian propiedades generales de los anillos totales de fracciones y los anillos de Hermite.
Por otra parte se encuentra una relación entre estos anillos y las K−álgebras finitas. Una K−álgebra finita
es una álgebra conmutativa con unidad de dimensión finita como espacio vectorial sobre un cuerpo K. Más
exactamente, se prueba que las K−álgebras finitas son anillos totales de fracciones y anillos de Hermite.
Además, se muestra que el producto directo de cuerpos es también ejemplo de anillo total de fracciones y anillo
de Hermite.
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Abstract

In this paper, we show general properties of total rings of fractions and of Hermite rings. We study the
relationships between those rings and the finite dimensional K−algebras. A finite dimensional K−algebra is a
commutative algebra with unit such that this is finite dimensional as vector space over a field K. We proof that
the finite dimensional K−algebras are total rings of fractions and also Hermite rings. In addition, we show that
direct product of fields is another example of total ring of fractions and Hermite ring.
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1. Introducción

La construcción de los anillos de fracciones es si-
milar a la de los números racionales a partir de los
números enteros, desde el punto de vista del álgebra
conmutativa esta construcción tiene mucha importan-
cia porque relaciona dos áreas de la matemática, el
álgebra y la geometría.

En 1926, H. Grell, un alumno de E. Noether, de-
finió el anillo de fracciones de un dominio entero;
su extensión a anillos noetherianos se dio en 1944
por Chevalley y en 1948, Uzkov la definió en el ca-
so general [4]. En adelante, se entiende por anillo
a un anillo conmutativo con unidad. Sean R un ani-
llo y S un subconjunto multiplicativo de R, es decir,
1 ∈ S y si s, t ∈ S entonces st ∈ S. Se define en
R× S la relación de equivalencia (f, g) ∼ (u, v)⇔
(fv − gu)s = 0 para algún s ∈ S. En el conjunto
cociente RS := (R × S)/ ∼, se denota a la clase
de equivalencia de (f, g) como f

g y se definen las
operaciones suma y producto así:

f

g
+
u

v
=
fv + gu

gv
y

f

g

u

v
=
fu

gv
.

Estas operaciones están bien definidas y hacen de RS

un anillo conmutativo con unidad, donde el cero es
0
s , para s ∈ S y la unidad es s

s , para s ∈ S. Más
aún, se tiene un homomorfismo canónico de anillos
ϕ : R → RS dado por ϕ(f) := f

1 que en general
no es inyectivo. El anillo RS se llama anillo de frac-
ciones o localización de R por S. La construcción
anterior generaliza la construcción del cuerpo de los
números racionales Q a partir del dominio de los nú-
meros enteros Z, donde S = Z− {0}. En general, si
R es un dominio entero y S = R− {0}, entonces S
es un subconjunto multiplicativo y RS := K(R) es el
cuerpo de fracciones de R. En este caso, el morfismo
canónico ϕ : R → K(R) es inyectivo [1, 3, 5, 14].
Si p es un ideal primo de R, entonces S = R − p es
un subconjunto multiplicativo y en este caso se usa la
notación RS = Rp. Si S0 es el subconjunto de los no
divisores de cero de un anillo R, entonces S0 es un
subconjunto multiplicativo y el anillo S−10 R := RS0

es llamado anillo total de fracciones de R.

La relación del anillo total de fracciones con otros
anillos es un tema de investigación en álgebra conmu-
tativa [2, 10]. En este artículo se estudia la relación
de los anillos totales de fracciones con los dominios
euclídeos, los productos directos de cuerpos y las

K−álgebras finitas. Se entiende porK−álgebra finita
a una álgebra conmutativa con unidad y de dimensión
finita como K−espacio vectorial. Además, los ani-
llos de Hermite son de interés permanente entre los
investigadores para resolver la conjetura relacionada
con estos anillos [12, 13, 15, 16, 17]. Aquí se muestra
que los anillos locales, las K−álgebras finitas y el
producto directo de cuerpos son anillos de Hermite.
Nuestro interés por estos anillos se basa en un proble-
ma abierto en geometría proyectiva, el cual consiste en
caracterizar la recta proyectiva sobre anillos [6, 9, 11].
Más exactamente, queremos caracterizar las rectas
proyectivas sobre anillos totales de fracciones y sobre
anillos de Hermite. En dirección a este fin, se han estu-
diado lasK−álgebras finitas en [7] y [6] es un estudio
inicial de la recta proyectiva sobre anillos totales de
fracciones.

En la sección siguiente se define el anillo total de
fracciones de forma un poco distinta a la enunciada
arriba, se muestra la relación de estos anillos con
los dominios euclídeos y se prueba que el producto
directo de anillos totales de fracciones es un anillo
total de fracciones. En la tercera sección se estudian
los anillos de Hermite y se muestra que los anillos
locales y el producto directo de anillos de Hermite
son anillos de Hermite. En consecuencia, se tiene
que el producto directo de cuerpos es ejemplo tanto
de anillo total de fracciones como anillo de Hermite.
Finalmente, en la cuarta sección se muestra que las
K−álgebras finitas son anillos totales de fracciones y
también anillos de Hermite.

2. Anillo total de fracciones

Definición 2.1. Un anillo R es un anillo total de frac-
ciones si sus elementos son invertibles o divisores de
cero.

Ejemplo 2.2. Un cuerpo es un anillo total de fraccio-
nes y un dominio entero que no es un cuerpo no es
anillo total de fracciones. En particular, el anillo K[x]

de polinomios con coeficientes en un cuerpo K no es
un anillo total de fracciones, pues x no es ni invertible
ni divisor de cero en K[x].

Definición 2.3. Se dice que un anillo R es un domi-
nio euclídeo si R es un dominio entero y existe una
aplicación δ : R− {0} → N tal que

1. δ(a) ≤ δ(ab) para todos a, b ∈ R− {0}.
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2. Si a ∈ R− {0}, para cada b ∈ R existen c, r ∈
R tales que b = ac+ r, δ(r) < δ(a) ó r = 0.

Ejemplo 2.4. Los siguientes son ejemplos de anillos
ecuclídeos:

1. El anillo de números enteros Z con δ(n) = |n|,
2. El anillo K[x] de polinomios con coeficientes

en el cuerpo K con δ(p(x)) = gr(p(x)).

Como todo ideal de un anillo euclídeo R es prin-
cipal, entonces fR + gR = dR si f, g ∈ R y
d = mcd(f, g). Luego, se tiene la identidad de Bé-
zout.

Identidad de Bézout:

d = λf + µg donde λ, µ ∈ R.

La Proposición 2.5 relaciona el dominio euclídeo
con el anillo total de fracciones y permite mostrar
otros ejemplos.

Proposición 2.5. Si R es un dominio euclídeo y
0 6= f ∈ R, entonces R/(f) es un anillo total de
fracciones.

Demostración. Sea g + (f) ∈ R/(f) y supongamos
que d = mcd(f, g). Por la identidad de Bézout, exis-
ten λ, µ ∈ R tales que λf + µg = d. Por tanto,

(g + (f))(µ+ (f)) = gµ+ (f)

= gµ+ λf + (f) = d+ (f).

Consideremos los dos casos siguientes:

1. Si d es invertible en R, entonces d + (f) es
invertible en R/(f) y por tanto g+ (f) también
lo es.

2. Si d no es invertible, como d|f y d|g, existen
c1, c2 ∈ R tales que f = c1d, g = c2d. Luego
c1 + (f) 6= 0 ya que f no divide a c1 pues d no
es invertible. Ahora, como (g+(f))(c1+(f)) =

gc1 + (f) = c2dc1 + (f) = 0 + (f), entonces
g + (f) es divisor de cero.

Por la Proposición 2.5 se tienen los ejemplos:

1. Consideremos el anillo Z y 0 6= n ∈ Z. Enton-
ces el anillo Z/(n) es un anillo total de fraccio-
nes.

2. Sea K[x] el anillo de polinomios con coefi-
cientes en el cuerpo K. Entonces los anillos
K[x]/(f(x)), con f(x) 6= 0, son anillos totales
de fracciones, en particular, el cuerpo complejo

C =
R[x]

(x2 + 1)
= {a+bi : a, b ∈ R, i2 = −1},

el anillo de los paracomplejos

P =
R[x]

(x2 − 1)
= {a+ bj : a, b ∈ R, j2 = 1}

y el anillo de los números duales

D =
R[x]

(x2)
= {a+ bε : a, b ∈ R, ε2 = 0}

son anillos totales de fracciones.

Proposición 2.6. SiR es un anillo total de fracciones,
entonces

A =
R[x]

(x2)
= {a+ bγ : a, b ∈ R, γ2 = 0}

es anillo total de fracciones.

Demostración. Sean a+ bγ, c+ dγ ∈ A. Por la fór-
mula del producto,

(a+ bγ)(c+ dγ) = ac+ (bc+ ad)γ.

Como R es anillo total de fracciones, tenemos dos
posibilidades:

1. a + bγ ∈ A es invertible si y sólo si a ∈ R

es invertible. En efecto, si a ∈ R es invertible
entonces existen c, d ∈ R, (c, d) 6= (0, 0) tales
que ac = 1 y bc+ ad = 0, luego a es invertible
en R. Recíprocamente, si a es invertible en R,

(a+ bγ)(a−1 − ba−2γ) = 1.

Luego a+ bγ es invertible.

2. a+ bγ ∈ A es divisor de cero si y sólo si a ∈ R
es divisor de cero. En efecto, si a+ bγ ∈ A es
divisor de cero, existen c, d ∈ R, (c, d) 6= (0, 0)

tales que ac = bc+ ad = 0. Así, si c es divisor
de cero, a es divisor de cero de R; y si c = 0

entonces ad = 0 luego a es divisor de cero.
Recíprocamente, si a es divisor de cero en R,
existe c 6= 0 con ac = 0 y bc + ad = 0. En
consecuencia, a+ bγ ∈ A es divisor de cero.
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Proposición 2.7. SeanR un anillo, S ⊂ R un subcon-
junto multiplicativo y S−1R = {ab : a ∈ R y b ∈ S}.
Consideremos el homomorfismo canónico

ϕ : R → S−1R

a 7→ a
1

.

Entonces

1. a
s ∈ S

−1R es invertible si y sólo si existen b ∈
R y u ∈ S con abu ∈ S.

2. a
s ∈ S

−1R es divisor de cero si y sólo si existe
b ∈ R tal que

(i) bv 6= 0 para todo v ∈ S,

(ii) existe u ∈ S con abu = 0.

3. a ∈ Ker(ϕ) si y sólo si existe s ∈ S con as = 0.

Demostración. 1. a
s ∈ S−1R es invertible si y

sólo si existe b
t ∈ S−1R tal que a

s
b
t = 1

y esto equivale a que existe u ∈ S tal que
(ab− st)u = 0 luego abu = stu ∈ S. Recípro-
camente, si v := abu ∈ S entonces a

s
bus
v = 1.

2. a
s ∈ S

−1R es divisor de cero si y sólo si existe
b
t 6= 0 tal que a

s
b
t = 0 y esto equivale a que

existe u ∈ S tal que abu = 0 y bv 6= 0 para
todo v ∈ S.

3. Inmediato.

Observación 2.8. Si a es invertible en R, lo es en
S−1R porque aa−1(1) = 1 ∈ S. Pero si a es divisor
de cero en R no necesariamente lo es en S−1R e
incluso puede ser invertible en este anillo. Por ejemplo,
en R = Z/(6), 2 es divisor de cero en R pero si S =

{1, 2, 4} entonces S es un subconjunto multiplicativo
y 2 ∈ S luego 2 es invertible en S−1R = {0, 1, 2}.
Recíprocamente, a puede ser invertible en S−1R sin
serlo en R y si a es divisor de cero en S−1R entonces
a es divisor de cero en R.

Proposición 2.9. Sea S el subconjunto multiplicativo
de los no divisores de cero de un anillo R. Conside-
remos el anillo Σ = S−1R = {ab : a ∈ R, b ∈ S}
entonces

1. Σ es un anillo total de fracciones.

2. Existe un homomorfismo

ϕ : R → Σ

a 7→ a
1

tal que para todo anillo total de fracciones ∆

y todo homomorfismo f : R → ∆ existe un
único homomorfismo f : Σ→ ∆ con el cual el
diagrama siguiente es conmutativo:

R

f

��

ϕ // Σ

f

��
∆

Demostración. 1. Sea z = a
b ∈ Σ. Si a ∈ S enton-

ces a(1)(1) ∈ S luego, por la Proposición 2.7,
z es invertible. Si a /∈ S entonces a es divisor
de cero, luego existe 0 6= c ∈ R tal que ac = 0.

Así, ac1 = 0 y cs 6= 0 para todo s ∈ S pues los
elementos de S no son divisores de cero luego,
por la Proposición 2.7, z es divisor de cero.

2. Es consecuencia de la propiedad universal de
los anillos de fracciones ya que todo homomor-
fismo unitario de anillos transforma elementos
invertibles en invertibles.

El homomorfismo ϕ, de la Proposición 2.9, es in-
yectivo. En efecto, si ϕ(a) = a

1 = 0, existe b ∈ S

tal que ab = 0 pero como S está formado por los
elementos no divisores de cero entonces a = 0.

Definición 2.10. El anillo Σ = S−1R = {ab : a ∈
R, b ∈ S}, dado en la Proposición 2.9, se llama anillo
total de fracciones de R.

Proposición 2.11. Un anillo Σ es anillo total de frac-
ciones si y sólo si existe R, no necesariamente único,
tal que Σ es el anillo total de fracciones de R.

Demostración. Si Σ es un anillo total de fracciones
entonces Σ es el anillo total de fracciones de Σ. Recí-
procamente, si Σ es el anillo total de fracciones de un
anillo R, por la Proposición 2.9, Σ es un anillo total
de fracciones. El anillo R no es único pues si Σ es
el anillo total de fracciones de un anillo R 6= Σ, se
tiene que Σ también es el anillo total de fracciones de
Σ.
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El siguiente es otro ejemplo de anillo total de frac-
ciones.

Ejemplo 2.12. Sean K un cuerpo y

R = K[x, y](x,y)/(xy, y
2).

1. K[x, y](x,y) es un anillo local con ideal maximal
m = (x, y) donde identificamos x

1 = x y y
1 = y.

Note que R es un anillo local con ideal maximal
m = (x, y), donde x = x + (xy, y2) y y =

y + (xy, y2).

2. R es un anillo total de fracciones ya que los
elementos que no están en el maximal m son
invertibles por ser R anillo local y los elementos
de m son divisores de cero pues existe 0 6= y ∈
m tal que (αx+βy)y = 0 para todos α, β ∈ R.

3. Los elementos de R admiten una escritura única
como a+xA(x)+cy

b+xB(x)+dy con a, b, c, d ∈ K, b 6= 0 y
A,B ∈ K[x]. Además los elementos de R/(y)

admiten una escritura única como a+xA(x)
b+xB(x) con

a, b ∈ K, b 6= 0 y A,B ∈ K[x]. Note que
R/(y) ' K[x](x) y como K[x](x) es un do-
minio entero, entonces el ideal (y) es primo y
(y) ⊂ m.

Observación 2.13. Si R es un anillo total de frac-
ciones y a es un ideal de R, entonces R/a no es en
general un anillo total de fracciones, por ejemplo, sea
R el anillo total de fracciones del Ejemplo 2.12. Co-
mo (y) es un ideal primo no maximal de R entonces
R/(y) es un dominio entero y no es cuerpo. En con-
secuencia, R/(y) no es anillo total de fracciones.

2.1. Producto directo de anillos

Consideremos el producto directo de una familia
de anillos {Ri}i∈I . Es decir, dada {Ri}i∈I , existe un
anillo R =

∏
i∈I Ri junto con los homomorfismos de

anillos ii : Ri → R, i ∈ I , tal que para todo anillo S
y para todos los homomorfismos ϕi : Ri → S, existe
un único homomorfismo ϕ : R→ S con ϕi = ϕ ◦ ii,
ver [1, 8].

La suma directa de la familia anterior es el conjunto

⊕
i∈I

Ri :=

{
(fi) ∈

∏
i∈I

Ri : casi todos los fi = 0

}

donde por “casi todos” queremos decir “todos, excep-
to un número finito”.

Observe que si el conjunto de índices I es finito,
entonces ⊕

i∈I
Ri =

∏
i∈I

Ri.

La Proposición 2.14 caracteriza los elementos in-
vertibles y los divisores de cero de un producto di-
recto de anillos, ver [7]. Sea πi : R → Ri la pro-
yección i-ésima, es decir para f = (f(i))i∈I ∈ R,
πi(f) = f(i).

Proposición 2.14. Sean R =
∏

i∈I Ri y f =

(f(i))i∈I ∈ R. Entonces

(1) f es invertible si y sólo si, para todo i ∈ I ,
πi(f) = f(i) es invertible.

(2) f es un divisor de cero si y sólo si existe i ∈ I
tal que πi(f) = f(i) es divisor de cero.

Demostración. Se sigue de las definiciones.

El Corolario 2.15 muestra que el producto de anillos
totales de fracciones es anillo total de fracciones y,
en particular, el producto directo de cuerpos es anillo
total de fracciones.

Corolario 2.15. Si para todo i ∈ I , Ri es un anillo
total de fracciones, entoncesR =

∏
i∈I Ri es también

anillo total de fracciones.

Demostración. Consecuencia de la Proposición 2.14
ya que Ri es anillo total de fracciones para todo i ∈
I .

Corolario 2.16. Sean R =
∏

i∈I Ri y f =

(f(i))i∈I ∈ R. Si para todo i ∈ I , Ri es un cuer-
po, entonces

1. f es invertible si y sólo si f(i) 6= 0 para todo
i ∈ I .

2. f es un divisor de cero si y sólo si existe i ∈ I
tal que f(i) = 0.

3. R es un anillo total de fracciones.

Demostración. Las dos primeras afirmaciones se tie-
nen por la Proposición 2.14 y la tercera por el Corola-
rio 2.15.

Corolario 2.17. Si, para todo i ∈ I , Ri es un anillo y
R =

∏
i∈I Ri es un anillo total de fracciones entonces

Ri es un anillo total de fracciones, para todo i ∈ I .
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Demostración. Consecuencia de la Proposición 2.14
ya que R es anillo total de fracciones.

3. Anillo de Hermite

Si M es un R−módulo libre, toda base B =

{ui}i∈I de M induce un isomorfismo M ' RI que
asocia a cada a ∈ M sus coordenadas (ai)i∈I en la
base B.

Definición 3.1. Sean M un R−módulo libre y B =

{ui}i∈I una base de M . Definimos I(a) como el
ideal de R generado por las “coordenadas” de a en
B. Es decir, si a =

∑
i∈I aiui, entonces I(a) =

({ai}i∈I)R = ({ai}i∈I).

Proposición 3.2. I(a) es independiente de la base B
elegida.

Demostración. Sea B′ = {vi}i∈I otra base de M .
Entonces vi =

∑
j∈I cijuj donde para todo i, #(j :

cij 6= 0) <∞. Luego

a =
∑
i∈I

bivi =
∑
i∈I

bi
∑
j∈I

cijuj

=
∑
j∈I

(∑
i∈I

cijbi

)
uj .

Además, como a =
∑

j∈I ajuj , entonces aj =∑
i∈I cijbi y ({aj}j∈I) ⊂ ({bi}i∈I). Por simetría en

la prueba tenemos que ({bi}i∈I) ⊂ ({aj}j∈I) y por
tanto ({aj}j∈I) = ({bi}i∈I).

Definición 3.3. Sea M un R−módulo libre de rango
finito.

1. Un elemento a ∈ M se dice unimodular si
I(a) = R.

2. Un elemento a ∈M se llama complementable
si existe una base de M que contiene a a.

3. Un anillo R se llama anillo de Hermite si para
todo M, R−módulo libre de rango finito, cada
elemento unimodular es complementable.

Observación 3.4. Sea M = Rn.

1. Un vector fila (a1, . . . , an) ∈ Rn es unimodular
si y sólo si existen λ1, . . . , λn ∈ R tales que
λ1a1 + · · ·+ λnan = 1.

2. Un elemento (a1, . . . , an) ∈ Rn es complemen-
table si y sólo si existe una matrizA invertible de
tamaño n× n cuya primera fila es (a1, . . . , an).

3. Un anillo R es Hermite si y sólo si, para todo n,
todo vector (a1, . . . , an) ∈ Rn unimodular es
complementable.

En 1.976 la conjetura de los anillos de Hermite se
enunciaba como (ver [13, 12, 17]): Si R es un anillo
de Hermite, entonces R[x] es también un anillo de
Hermite. Esta conjetura es equivalente a que si R es
un anillo conmutativo y v = (v0(x), ..., vn(x)) es una
fila unimodular sobre R[x] tal que v(0) = (1, 0, ..., 0)

entonces v puede ser complementada a una matriz en
GLn+1(R[x]). Mnif y Yengui en [15] presentan un al-
goritmo para complementar filas unimodulares sobre
anillos noetherianos pero finalmente Yengui en [17]
prueba la conjetura en el caso en que R tiene dimen-
sión de Krull menor o igual a 1, y su demostración
depende en gran medida de Roitman [16].

Ejemplo 3.5. Un cuerpo y el dominio Z son ejemplos
de anillos de Hermite. Además, el anillo de polino-
miosK[x1, . . . , xn], conK cuerpo, es ejemplo de ani-
llo de Hermite debido al Teorema de Quillen-Suslin.

Veamos un ejemplo de un anillo que no es Hermite
[16].

Ejemplo 3.6 (Una fila unimodular que no es com-
plementable). Consideremos el anillo de polinomios
reales sobre la 2-esfera S2,

R =
R[x, y, z]

(x2 + y2 + z2 − 1)
.

Entonces (x, y, z) ∈ R3 es una fila unimodular pues
x x+ y y + z z − 1 = 0. Ahora veamos que (x, y, z)

no es complementable:
Supongamos que (x, y, z) es complementable es decir
que existe Q ∈ GL3(R) tal que

Q =

 x y z

a21 a22 a23
a31 a32 a33


Considere B = (Qt)−1 entonces BQt = I3 y

 b11 b12 b13
b21 b22 b23
b31 b32 b33

 x a21 a31
y a22 a32
z a23 a33


=

 1 0 0

0 1 0

0 0 1
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Entonces, la aplicación

φ : S2 → R3

p 7→ (b21(p), b22(p), b23(p))

es un campo vectorial analítico sobre S2 tal que nunca
se anulan las tres componentes al mismo tiempo, pues
es una fila de una matriz invertible y esto no es posible
por la topología de S2.

En la Proposición 3.7 vemos otro ejemplo impor-
tante de anillo de Hermite.

Proposición 3.7. Sea R un anillo local, es decir, R
tiene un único ideal maximal. Entonces R es anillo de
Hermite.

Demostración. Sea m el ideal maximal de R. Pa-
ra toda fila unimodular (a1, . . . , an) ∈ Rn existen
x1, . . . , xn ∈ R tales que a1x1 + · · ·+anxn = 1. En-
tonces el ideal generado por x1, . . . , xn cumple que
(x1, . . . , xn) * m. Esto es, existe i tal que xi /∈ m.

Luego xi es invertible, es decir, existe x−1i ∈ R tal
que xix−1i = 1. Así, existe una matriz con determi-
nante 1,∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 x2 · · · xi−1 xi xi+1 · · · xn
λ 0 · · · 0 0 0 · · · 0

0 1 · · · 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
0 0 · · · 1 0 0 · · · 0

0 0 · · · 0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
...

...
0 0 · · · 0 0 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= λxi.

Note que λxi = 1 si λ = (−1)i+1x−1i . En conse-
cuencia R es un anillo de Hermite.

Observe que un anillo local es Hermite pero no es
necesariamente anillo total de fracciones. Por ejemplo,
Z/(6) es un anillo total de fracciones y no es anillo
local, de igual forma existen anillos locales que no
son anillos totales de fracciones.

Proposición 3.8. Sea {Ri}i∈I una familia de anillos
de Hermite, entonces R =

∏
i∈I Ri es anillo de Her-

mite.

Demostración. Consideremos la proyección
i−ésima, πi : R → Ri. Para toda fila unimodular

(a1, . . . ,an) ∈ Rn, existen b1, . . . , bn ∈ R tales que
b1a1 + · · · + bnan = 1. Aplicando la proyección
i−ésima, πi(b1)πi(a1) + · · · + πi(bn)πi(an) = 1,
entonces (πi(a1), . . . , πi(an)) es una fila uni-
modular para todo i ∈ I . Por otra parte, como
Ri es un anillo de Hermite, existe una matriz
invertible Mi = (αi

rs)1≤r,s≤n con primera fila
(πi(a1), . . . , πi(an)) para todo i ∈ I , por tanto,
existe M = (αrs)1≤r,s≤n invertible con primera
fila (a1, . . . ,an). En efecto, definiendo αrs como
πi(αrs) = αi

rs para todo i ∈ I y como πi es un
homomorfismo de anillos entonces, para todo i ∈ I ,

πi

det


a1 . . . an
α21 α2n

...
...

αn1 αnn




= detπi


a1 . . . an
α21 α2n

...
...

αn1 αnn



= det


πi(a1) . . . πi(an)

αi
21 αi

2n
...

...
αi
n1 αi

nn

 = 1.

Luego la matriz M tiene determinante uno
ya que det(αrs)1≤r,s≤n = 1 si y sólo si
πi(det(αrs)1≤r,s≤n) = 1 para todo i ∈ I . En con-
secuencia, R es anillo de Hermite.

Corolario 3.9. Un producto directo de cuerpos es
anillo de Hermite.

Observación 3.10. Un subanillo de un anillo de Her-
mite no es en general Hermite y un cociente de un
anillo de Hermite tampoco es Hermite. Por ejem-
plo, el anillo del Ejemplo 3.6 es un dominio ente-
ro por tanto su cuerpo de fracciones Fr(R) es ani-
llo de Hermite, R ⊂ Fr(R) y R no es Hermite.
Además R[x, y, z] es un anillo de Hermite y R =

R[x, y, z]/(x2 + y2 + z2 − 1) no lo es.

4. Álgebra finita sobre un cuerpo K

Considere A una K−álgebra finita, es decir, A es
una álgebra conmutativa con unidad y de dimensión
finita como espacio vectorial sobre un cuerpo K, su
dimensión se denota por dimK A. En [7] hemos estu-
diado con más detalle las K−álgebras finitas. Existen,
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salvo isomorfismos, tres álgebras de dimensión 2 so-
bre R:

C =
R[x]

(x2 + 1)
, P =

R[x]

(x2 − 1)
, D =

R[x]

(x2)
.

Esto es debido a que en una extensión de grado 2 de
R,

A =
R[x]

(x2 + bx+ c)

se pueden dar tres casos según x2 + bx+ c tenga dos
raíces imaginarias, dos raíces reales distintas o una
raíz doble. Los conjuntos C, P, D son, respectiva-
mente, los números complejos, los números paracom-
plejos y los números duales. Note que C es un cuerpo,
mientras que P y D no lo son pues P tiene divisores
de cero y D tiene además elementos nilpotentes.

Las rectas proyectivas sobre las R−álgebras
C, P, D generan las tres geometrías clásicas del plano,
Moebius, Laguerre y Minkowski, ver [9]. Un proble-
ma abierto en geometría proyectiva es caracterizar la
recta proyectiva sobre anillos. Existen trabajos recien-
tes sobre este tema pero en general es una teoría muy
incompleta. En [11] se presenta un trabajo sobre la
geometría correspondiente a la R−álgebra tridimen-
sional R[x]

(x3)
y [6] es un estudio inicial de las rectas

proyectivas sobre anillos totales de fracciones.

Proposición 4.1. ([7], Proposición 2.2). A es una
K−álgebra finita si y sólo si A es una suma direc-
ta de K−álgebras finitas locales.

Proposición 4.2. Toda K−álgebra finita es un anillo
total de fracciones.

Demostración. Sean A una K−álgebra finita y
dimK A = n. Para todo u ∈ A, existe r < n tal que
1, u, . . . , ur son linealmente independientes y ur+1

depende linealmente de {1, u, . . . , ur} luego existen
b0, b1, . . . , br ∈ K tales que ur+1 = bru

r + · · ·+ b01

y tenemos dos casos:

1. Si b0 = 0 entonces 0 = ur+1 − brur − · · · −
b1u = u(ur−· · ·− b2u− b11), luego, u es divi-
sor de cero. Note que ur − · · · − b2u− b11 6= 0

ya que 1, u, . . . , ur son linealmente independien-
tes.

2. Si b0 6= 0 entonces 1 = b−10 u(ur − · · · − b2u−
b11), por tanto, u es invertible.

En consecuencia, A es un anillo total de fracciones.

El ejemplo más simple de las K−álgebras finitas
es el de las K−álgebras A = K[x]

(f(x)) caracterizadas
por la existencia de u ∈ A tal que 1, u, . . . , un−1 es
base deA comoK−espacio vectorial. Obviamente no
toda K−álgebra finita es de este tipo, por ejemplo, en
A = R[x,y]

(x,y)2
todo elemento al cuadrado es cero, luego

no puede existir u ∈ A tal que 1, u, u2 sea base de A
como K−espacio vectorial. El siguiente es ejemplo
de anillo total de fracciones y anillo de Hermite que
no es R−álgebra finita.

Ejemplo 4.3. (Un anillo total de fracciones con ma-
ximal no nilpotente)

Sea R[[x, y]] el anillo de series de potencias con
coeficientes en R. Consideremos el anillo

R =
R[[x, y]]

(x(x+ y), y(x+ y))

= {a+ by + xs(x) : a, b ∈ R y s(x) ∈ R[[x]]}.

Note que los elementos de R satisfacen que x2 =

y2 = −xy y en general para cada r ≥ 2, xr =

(−1)sysxr−s para todo s = 1, . . . , r. El producto de
dos elementos en R es

(a+ by + xs(x))(c+ dy + xt(x))

= ac+ (ad+ bc)y + xh(x),

donde h(x) ∈ R[[x]]. Veamos que R es un anillo total
de fracciones.

1. Si a 6= 0 entonces a+ by + xs(x) es invertible.
En efecto, por la fórmula del producto,

(a+ by + xs(x))(a− by + xs(x))

= (a+ xs(x))2 − b2y2

= (a+ xs(x))2 − b2x2

= a2 + xh(x)

donde h(x) = 2as(x) + x(s(x))2 − b2x. No-
te que a2 + xh(x) ∈ R[[x]] es invertible ya
que a 6= 0 luego existe r(x) ∈ R[[x]] tal que
(a+ by+ xs(x))(a− by+ xs(x))r(x) = 1. En
consecuencia, a+ by + xs(x) es invertible.

2. Si a = 0 entonces a+ by + xs(x) es un divisor
de cero. En efecto, si a = 0 entonces existe
x+ y ∈ R tal que (by + xs(x))(x+ y) = 0.

Note que R es anillo local con ideal maximal (x, y)

pues está formado por las no unidades de R. Además,
R no es nilpotente pues si lo fuera existiría n ∈ N 

132

C. Granados Pinzón - W. Olaya León



i
i

“anillo*total*de*fracciones*y*anillo*de*Hermite” — 2020/7/2 — 17:53 — page 9 — #9 i
i

i
i

i
i

tal que (x, y)n y en particular existiría n ∈ N tal
que xn = 0. Como x = x + (x(x + y), y(x + y))

entonces xn = xn + (x(x + y), y(x + y)) = 0 esto
es xn ∈ (x(x+ y), y(x+ y)). Luego x+ y divide a
xn y esto es absurdo. En consecuencia, R es un anillo
total de fracciones y anillo local pero no es R−álgebra
finita. Además, por la Proposición 3.7, R es anillo de
Hermite.

Proposición 4.4. Toda K−álgebra finita es un anillo
de Hermite.

Demostración. Sea A una K−álgebra finita. Por la
Proposición 4.1, existen A1, . . . , Ar K−álgebras lo-
cales finitas tales que A = A1 × · · · × Ar. Puesto
que A1, . . . , Ar son anillos locales, por la Proposi-
ción 3.7, A1, . . . , Ar son anillos de Hermite y por la
Proposición 3.8, el producto de anillos de Hermite es
un anillo de Hermite. En consecuencia, A es un anillo
de Hermite.

5. Conclusiones

En este artículo se han estudiado propiedades ge-
nerales de anillos totales de fracciones y anillos de
Hermite. Se consideran las K−álgebras finitas para
probar que estas son anillos totales de fracciones y
anillos de Hermite. Además, se mostró que el produc-
to directo de cuerpos es también un anillo total de
fracciones y anillo de Hermite.

La relación del anillo total de fracciones con otros
anillos es un tema de investigación en la actualidad
en álgebra conmutativa [2, 10]. Además, resolver la
conjetura de los anillos de Hermite es de interés per-
manente entre los investigadores [12, 13, 15, 16, 17].
Nuestro interés en estos dos anillos se basa en un
problema abierto en geometría proyectiva, el cual con-
siste en caracterizar la recta proyectiva sobre anillos
[6, 9, 11]. Existen trabajos recientes sobre este tema
pero en general es una teoría muy incompleta. [11]
es un trabajo sobre la geometría correspondiente a
la R−álgebra tridimensional R[x]

(x3)
. Más exactamente,

queremos caracterizar las rectas proyectivas sobre ani-
llos totales de fracciones y anillos de Hermite. Para
alcanzar este fin, se han estudiado las K−álgebras
finitas en [7] y [6] es un estudio prelimimar de la recta
proyectiva sobre anillos totales de fracciones.
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