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Mecanica cuantica en las representaciones de coordenadas y
momento a través tres problemas sencillos

Quantum Mechanics in Coordinate and Moment Representations Through Three
Simple Problems
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Resumen

En este trabajo presentamos la solucion de la ecuacidn de Schrodinger estacionaria en la representacion de coordenadas y de
momento para tres problemas sencillos: el potencial lineal, el oscilador arménico y el potencial tipo delta de Dirac. Verificamos a
través del cdlculo explicito que las funciones de onda obtenidas en cada representacion estin conectadas a través de la transformada
de Fourier, mostrando que ambas soluciones constituyen dos representaciones complementarias del mismo estado cudntico. Desde
un punto de vista pedagdgico esto muestra que ambas soluciones contienen informacién de igual valor tedrico y constituyen dos
representaciones complementarias.
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Abstract

In this paper we present the solution of the stationary Schrddinger equation in the coordinates and momentum representations
for three simple problems: the linear potential, the harmonic oscillator and the Dirac delta potential. We verify through explicit
calculation that the wave functions obtained in each representation are connected through the Fourier transform, showing that both
solutions constitute two complementary representations of the same quantum state. From a pedagogical point of view, this shows
that both solutions contain information of equal theoretical value and constitute two complementary representations.
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1 Introduccion

En mecénica cudntica es posible abordar la mayoria
de problemas a través de dos representaciones
la representaciéon de posicién y la
representaciéon de momento. Sin embargo, es comin
que en los libros de textos y cursos tradicionales de
mecénica cudntica [1, 2, 3, 4, 5] no se profundice
en el estudio de la representacién de momento
lineal, suministrando tnicamente una introduccion
formal y breve del tema. EIl hecho de que la
ecuacion de Schrodinger en la representacion de
momento se convierta en una ecuacion integral, para
la cual los estudiantes de pregrado pueden no tener
las herramientas matematicas suficientes para darle
solucién, en lugar de una tipica ecuacién diferencial

continuas:

como en la representacién de coordenadas puede ser
una de las razones por las que en los textos y cursos
a nivel de pregrado se dedique mayor atencién a
esta Ultima representacion y se indique simplemente
que la funcién de onda en el espacio de momento
se calcula a través de la transformada de Fourier
de la funcién en el espacio de coordenadas. Pero
debe recalcarse, como lo sefiala Guillaumin-Espafia
et al. [6], que los operadores de posicién y momento
tienen roles simétricos en la teoria y por tanto, a
nuestro parecet, el uso extendido de la representacion
de posicién obedece a cuestiones pedagdgicas.

Algunos autores han incursionado en la solucién
de problemas unidimensionales en la representacion
de momento. Por ejemplo, el potencial lineal, os-
cilador arménico, el dtomo de Hidrégeno unidi-
mensional y algunos pozos y barreras de potencial
[6, 7, 8, 9] pero en la mayoria, no se presenta una
version unificada en la que se resuleva el problema
en ambas representaciones y ademds se verifique que
tales soluciones estan conectadas por la transformada
de Fourier.

Comenzamos en la Seccién 2 revisando las
propiedades bdsicas de las representaciones de co-
ordenadas y de momento, introduciendo primero la
ecuacion de Schrodinger en la notacion de Dirac y
luego definiendo las bases de posicién y momento
con las cuales se construyen las funciones de onda en
cada representacion y se establece su conexién me-
diante la transformada de Fourier. En la seccidn 3 se
resuelve la ecuacién de Schrédinger estacionaria en

las representaciones de coordenadas y de momento,
cuando el operador energia potencial es una fun-
cibn lineal, cuadritica (oscilador arménico) y tipo
delta de Dirac. Ademads, verificamos que las fun-
ciones de onda obtenidas en cada representacion es-
tén conectadas a través de la transformada de Fourier.
Esperamos que este trabajo contribuya a que los es-
tudiantes de pregrado en fisica comprendan que am-
bas soluciones contienen informacidn de igual valor
tedrico y constituyen dos representaciones comple-
mentarias del mismo estado cudntico.

2 Teoria

En mecénica cudntica, la evolucién temporal del
estado de un sistema |®(¢)) queda determinada por
la ecuacidén de Schrodinger [1, 2]

o d 5
ih— |P(1)) = H|®(r), (1)

donde 7 es la constante de Planck racionalizada y
H es el operador Hamiltoniano. A esta manera de
analizar la dindmica del sistema se le conoce como
imagen de Schrodinger de la mecdanica cudntica.

El operador Hamiltoniano se puede construir en
términos de los operadores posicién R y momento
lineal P como

A

BI(R, B,y = L

- 2m

V(R,1), )

donde ¥ (IR, 1) es el operador energia potencial.

Cuando V, y por tanto A, no depende del tiempo
y el estado en el instante inicial t =1 es |®(19)), la
solucién de (1) se puede escribir como

(1)) = e~ #1070) | (1)) 3)

Ademas, el operador H satisfara la ecuacién de
valores y estados propios

Aly,) = Eq W), (4)

en la que n etiqueta cada valor y estado propio. La
ecuacion (4) es conocida con el nombre de ecuacion
de Schrodinger estacionaria o independiente del
tiempo. Los valores propios de energia E,, son reales
y el conjunto de estados {|y;,)} constituye una base
ortonormal y completa en la que expandimos |® (7))
para encontrar |®(z)), solucién de (1).
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En este trabajo solucionamos la ecuacién (4),
en el caso unidimensional, considerando las dos
representaciones continuas de posicién y momento.

2.1 Representaciones de Posicion y Momento

Si X y P, son los operadores que representan
aparatos de medida capaces de medir la posicién
y el momento lineal de una particula en el eje x,

X|x) = xx), (5)

pX|px> = Dx|Px)- (6)

Donde x (px) es el valor propio de posicion
(momento) asociado al estado propio |x) (|px)).

La experiencia muestra que la posicién (momento)
de la particula puede ser cualquier valor real, por
tanto los valores propios de X (P,) forman un
conjunto continuo. Asi, el conjunto de estados
propios {|x)} ({|px)}) constituye una base continua
ortonormal y completa.

(') =8(x=x),  (pslpl) =8(px—pL),  (Ta)

[ dx|x) (x| = L, /7 dpx|pe)(psl =1p,,  (T)

donde §(x—x') y 8(py — p)) son deltas de Dirac.
i, y ﬁpx son operadores identidad en cada base.

Ademas,
P (8)

1
x pry
o) = ——
2.2 Funciones de Onda

Un estado arbitrario |y) puede ser escrito como
combinacioén lineal de los estados de la base de
posicién o de momento.

En la base de posicién

v =L = [ dy@. o

donde a
y(x) = (x|y) (10)

se le llama funcion de onda, en la representacion
de posicidn, de la particula que se encuentra en el
estado |y).

Similarmente, en la base de momento

W) =Ev)= [ dpopolp), D

donde a

9 (px) = (plW) (12)

se le llama funcion de onda, en la representacién de
momento lineal.

2.3 Relacion entre las Funciones y/(x) y ¢ (py)
Usando las ecuaciones (12), (7b) y (8)

A 1 < i
= = — TRPxX
0(p) = (pildv) = o [ P y(ar (13)
Similarmente, usando (10), (7b) y (8)
W) = iy lv) = —— [ elro(piap,. a4)
P V27h oo

En las cuales se nota que y(x) y ¢(py) estan
relacionadas a través de la transformada de Fourier.

2.4 Funciones de Operadores

Si F'(X) y G(,) son funciones de X y 2., entonces
en la base de posicién

x[X|y) =xw(x), (152)
(xFX) | y) = fx) p(x), (15b)
(xiBdy) = —ih -y, (150

A 1 ~ /= / /
WE@IY) = o [ adgle—Xp(). 150

Donde f(x) es una funcion de variable real asociada
aF(X),

flx) = HF ), (16)
g(x) es la transformada inversa de Fourier de la
funcién de variable real g(p,), asociada a G(P,),

1 o i
g(x) = \/ﬁ/_mdpxg(px)ehp*’x. (17)

De (15a) y (15b) se nota que, en la base de posicion,
el operador X se comporta como una variable real y

A A

F(X) como una funcién de esta variable

X —x, (18a)

FX) — f(x). (18b)
Ademids de (15c¢) se concluye que el operador P,
actiia como un operador diferencial

P, — il (19)
dx

Revista Ciencia en Desarrollo, Vol. 12 No. 1, enero-junio de 2021 25



E. J. Bolanos et al.

En la base de momento

(pelKJw) = i i 92, (200)
(X / ap.F(pr =P §(p). 200
(px|Py|y) = <P(px), (20c)
(PGP W) = 2(p) 0 (p), (20d)

donde f(p,) es la tranformada de Fourier de f (x)

flpe) = / dx f(x)e fv”’* 21

y g(px) esta dada por

(x| G(Py) (22)

Abhora, a partir de (20a) se nota que, en la base de
momento, el operador X actiia como un operador
diferencial

g(px) =

X — in—o. (23)
dpy
El operador P, se comporta como una variable real
y G(P,) como una funcién de dicha variable
Pe — p, (24a)
G(B) — 8(p)- (24b)

2.5 Ecuacion de Schrodinger Estacionaria

En la representacion de posicién, la ecuacion (4), en
el caso unidimensional, queda escrita como

2

(x{Bllva) = (o (f +UR >> ¥ = Eu (el
2
IRy ) = Enl),
donde se ha usado (15a)-(15c).

En la representacién de momento

(25a)

D2

<px‘H|wn> = (P4l (;P:;l JFQ(X)) (W) = En(px|Wn),

p;c) On (p;c)

=E, ¢, (Px)’
donde hemos usado (20a)-(20c) y segin (21),

A
— DY) = —F— dxV (x)e #*(P=r) (27
P == [ dxviy @)

2ot [ an

(26a)

V(px

3 Ejemplos

En esta seccion, resolvemos la ecuacién de
Schrodinger en las representaciones de posicion y
de momento, es decir, encontramos las funciones de
onda y los valores propios de energia en los sigu-
ientes casos.

1. Particula en un potencial lineal
2. Oscilador arménico

3. Particula en un potencial delta de Dirac

Ademads, verificamos las ecuacionnes (13) y (14) que
permiten encontrar ¢ (p) a partir y(x) o visceversa.

3.1 Particula en un Potencial Lineal

Consideremos una particula de masa m sometida a
un potencial
V(X) =aX, (28)

donde a es una constante positiva.

Representacion de Posicion
En este caso, segin (16)
Vix) =

con lo que la ecuacion de Schrodinger (25a) se puede
escribir como

(x| V(X) = ax, (29)

7 d*y,(x)
R P + axyy,(x) = E, yu(x) 30)
Reorganizando términos
dz‘/’n( )
E— (X)) = 1
U R E— a0 =0 (D

cuya solucién queda escrita en términos de las
funciones de Ayri

2ma\ '/ E

Como Ai(x — o) — 0 y Bi(x — o) — oo, la
condicién de frontera y,(x — o) — 0 requiere que

F = 0. Por tanto
2ma 1/3 E
ou[(2) " (5] e

Yu(x) =
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Usando la representacién integral de la funcién de
Airy [10], expresando la exponencial compleja en
términos de funciones seno y coseno, usando las
propiedades de paridad

/_Zduexp [i <ﬁu+u33)]

oo 3
:2/0 ducos (Bu+u3) = 27Ai(B). (34)
con 3 = (%)1/3 (x—
_ D °°d s
_ﬁ/_m uexp{z<3
2ma\ '/ E
+ (Z;“) ( a) u)] . (35)

La constante D se halla con la condicién de
normalizacién [11]

E g o
£) podemos escribir

/j; dx v ()Y (x) = 8(Eys—Ey)  (36)

ID|*a
472

2/3

escogiendo D real y positiva

1/3
=)

donde hemos usado

/ Ay ()Y (x 4%2/ dx
oo [ w 2ma 1/3< En> )1
></ duexp |—i ? x—— u
0o 1/3
, [ u” 2ma AW,
xl/mduexplz<3+(h2) (x a)u)]

DPa [ W 2/3
:|47|r2 <2ma> 5(Ey—E,). (39)

S

Por tanto (35) queda

V(x) = \}a (2;?)1/3

. 2ma 1/3 E
« Ai <F12> <x—a> (40)

Representacion de Momento

Teniendo en cuenta (27), o reemplazando directa-
mente (23), la ecuacién de Schrodinger (26a) se
puede escribir como

2
& . d(pn (px)
2m n(px) +iah dpy

= Ep §u(Py)- (41)
Reorganizando términos

d‘Pn(px) ! & .
dpy ~ah \2m

La solucion es de la forma

> ¢n(px) =0. (42)

ot = (2

6m Enpx>:| ) (43)

donde A es la constante de integracién, que podemos

encontrar a partir de la condicién de nomalizacién
de la funcién de onda [11]

/ A0 (p) 0w (p) = (B, — En)

AR [ dpesp| (6, - )| =516, B

2rha8(E, — Ey)|A|> = 8(E, — Ey)
1
AP =——, (44
escogiendo A real y positivo
A= ! (45)
V2rha

Asi, la funcién de onda (43) queda

; 3
LA (P
xp [ah <6m

Transformada de Fourier

On(px) =

Enpx> } - (46)

Podemos encontrar la funcién de onda y;,(x) a partir
de ¢, (px) usando la transformada de Fourier (14)

1
v 2mha

Wi (x) = [ dpxe,%pxx On(px)

\2mh

Lo . P
V() = 2nhy/a /;oo dpxexp [l 6ahm

i E,
P (x— a)] (47)
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Haciendo el cambio de variable

1 \1/3
u= (2mah) Px (48)

y definiendo

2ma\ '3 E
a= (Fl2> ) ﬁ = (x_ a) a, (49)

la ecuacidn (67) se puede escribir como

3 3
Znoi/a /_mduexp {i </3u+”3ﬂ . (50)

Expresando la exponencial compleja en términos de
funciones seno y coseno, usando las propiedades de
paridad y la representacion integral de la funcién de
Airy [10],

/::duexp [i <ﬁu+ u;)]
I

= 2/ ducos (ﬁLH—
Jo 3

Por tanto la ecuacién (50) queda

Wu(x) =

) —2mAI(B). (51)
yl(x) = %Ai(ﬁ) (52)

Para finalizar, usando las definiciones de o y 8 se
tiene

Y (x) = \}a <2hn;a>1/3

2ma\ ' E
(%) (H)] >

la cual coincide, como debe ser, con la ecuacion (40)
hallada al solucionar la ecuacioén de Schrédinger en
la representacion de coordenadas.

3.2 Oscilador Armoénico

Consideremos una particula de masa m y frecuencia
angular @ sometida a un potencial

NN 1 4
V(X)) = EkXZ, (54)

donde k = mw? es una constante positiva.

Representacion de Posicion

En este caso, segin (16)

N 1 1
Vx) = xV(X) = Ekx2 = Ema)zxz, (55)

con lo que la ecuacién de Schrodinger (25a) se puede
escribir como

Py, 1 5,
“om a2 T MmO Ynlx) =Enyn(x) (56)

Reorganizando términos

2mE

2 _
W (x) = T
Siguiendo el procedimiento tradicional de los textos
de Mecanica Cuantica [12, 13, 14] es conveniente

>y, (x) mPo?
d_xl h2

Y(x).  (57)

adimensionar esta ecuacion proponiendo x = ou,
donde u es adimensional y o, que tiene unidades de
distancia, estd dado por

o=/ —. (58)

De mamera que al reemplazar en (57) se tiene

d>y,
il | (e Pyl =0, (59

donde € = % es una cantidad adimensional.

La solucion de (59) es
V(1) = By Hy () e 2", (60)

donde H,(u) es un polinomio de Hermite de grado
n(=0,1,2,...), B, se halla normalizando y ademas,
se tiene la restriccién € — 1 = 2n.

Escribiendo (60) en términos de x y normalizando

1

W(x) = NG (IZ(;)]M

mo , ma
X exXp (—ﬁx ) H, ( hx) (61)

Representacion de Momento

Teniendo en cuenta (27), o reemplazando directa-
mente (23), la ecuacién de Schrodinger (26a) se
puede escribir como

dz‘l)n (Px)

2
p 1
ﬁ n(px) - Emwzrﬁ dp2 =E, ¢n(px)' (62)
X
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Reorganizando términos

dz%(l’)f) 1 2
2FE

= _anz"’"(m‘ (63)

Para adimensionar, se hace el cambio de variable
px=PBv=vVmohvye= 2,5’; con lo cual la ecuacién
(63) queda

d2¢n(V)
dv?

—V2 0 (v) = —€0,(v). (64)

La ecuacién diferencial (64) tiene la misma
estructura matemadtica de la ecuacion (59), por tanto
su solucién serd

1.2

0u(v) = GiHp(v)e 2", (65)

Regresando a la variable p, y normalizando

1 1 1/4
On(px) = i <7tma)h)
1, 1
X exp <_2m(ohpx> H, (mpx) (66)

Transformada de Fourier

Podemos encontrar la funcién de onda y,(x) a partir
de ¢,,(py) usando la transformada de Fourier (14)

1 il iy
Wa(x) = ok /%dpxe’lp" On(px)

1 1 1\
Yilx) = V2rh 2 (nmwh>
X/_ dpxexp <;.lpxx>

1, 1
P H, (———p ). (67

1

Para abreviar definamos y = —

cual

— X
y T= gz conlo

1 1 1\
Yalx) = o= NG <ﬂmwh>
/ dpxeiryp”e_%yzpiHn(YPx)- (68)

Ahora, haciendo el cambio de variable u = yp,

oL 1 1\
Vi) = amn ot \mmon) v
/ dpye™e T H, (). (69)

Segin Gradshteyn and Ryzhik,[15]
/ dp.e™e T H, (1)
= V2re 2T H,(1)i", (70)

por tanto

1 1 1\
Ynlx) = V2rh V2] (nmwh)

1
, 2me 1V H,(0)i". (71)

Finalmente, reemplazando vy 7

) = i () exp (- 20)

[mo \ ,
Hn< hx)z. (72)

donde " es un factor de fase que no afecta la norma
de la funcién de onda, por tanto podemos concluir
que las funciones de onda (72) y (61) representan el
mismo estado.

3.3 Potencial Delta de Dirac

Ilustramos el caso de un potencial tipo Delta de Dirac
considerando los estados ligados de una particula
de masas m sometida a un potencial atractivo de la
forma [12, 3]

A A ALA

V(X) = —vps(X)i (73)

donde Vj es una constante positiva.

Representacion de Posicion

Segtn (16), el potencial se puede escribir como
V)= aVE&) = -%sx), (74

con lo cual la ecuacién de Schrodinger estacionaria
(25a) toma la forma

77172‘12‘//11(35)
2m  dx?

-V 6()6) Yn (x) =E, Wn(x) (75)
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Reorganizando términos

>y, (x)  2mVy
d x?. h2

S)¥ix) =~

Ya(x). (76)

Como estamos considerando estados ligados, escribi-
2m|E|

mos E = —|E| y definimos k> = - con lo cual la
ecuacion (76) se transforma en
d?y,(x)  2mV,
:,’/”2( )27 5 )y ) = Kyax). (7
X h
Para x < 0, 8(x) = 0y la solucién (77) es
Vi (x) = Ae ¥ + B (78)

Pero la condicién de frontera cuando x — —oo obliga
a que A = 0, por tanto

Vi (x) =Bk, (x<0). (79)

Similarmente, para x > 0, §(x)
solucién

=0y (77) tiene como

Vo (x) = Ce ™™ 4 Dek™. (80)

La condicién de frontera cuando x — oo exige que
D =0, por tanto

Yn(x) =Ce™,  (x>0). (81)

Para encontrar la energia y los valores de B y C,
primero usamos la condicién de continuidad de la
funcién de onda en x =0

V1 (0) = 2 (0), (82)
que conduce a
B=C. (83)
Asi, podemos agrupar (79) y (81) como
Y (x) = Ce Y, (84)

Como segundo paso consideramos la primera
derivada de la funcién de onda. Aunque dy,(x)/dx
no es continua en x = 0, la ecuacién de Schrodinger
(77) se puede integrar en un intervalo muy pequefio
[—&,+¢] alrededor de x =0

+e g2 l[/ 2mVo
[s dX2 / 6 llln

=i / Va(x)dx. (85)

Si usamos el hecho que en el intervalo [—g,+¢]

W, (x) = y,(0) se obtiene
mV(
k= h—zo (86)
y la energia serd
e mv@
E=—|E|=———=—"2. 87
Entonces, reemplazando en (84)
mWV,
o) =Cexp (<"l ). s9)
Finalmente normalizamos y encontramos que
vmV,
=Y (89)
n
y por tanto,
vmV( mWV,
V) = 0 exp (_hZO yx) . (90)

Representacion de Momento

La ecuacién de Schrodinger (26a) se puede escribir
como

(p)% - ZmE) On (px)

2 0 —
+4/ %M/_ dpV(px—py) 9a(p}) = 0. (91)
Donde, usando (27)
_ Vo
V(pe—pl)=— . 92
(px px) \/ﬁ ( )
Ademds, considerando estados ligados (E = —|E|)
obtenemos
mVo
(2 + 2l dn () "0 [~ dpl0u(pl) =
(93)
Para solucionar (93) se hace el cambio
mVy [
a=—2 | dplgu(pl) (94)
Asi que, a partir de (93)
o
= 95
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Abhora, al reemplazar (95) en (94) y realizando la
integracion

mVyo
o= —— 96)
hin/2m|E| (
con lo cual 5
mV,
E|=—"0 97
|E| 2 7

y la energfa estard dada, como ya se habia obtenido
en (87), por

mv?
E| 2 (98)
Reemplazando (97) en (95)
o
On(px) = —7. (99)

Al normalizar se encuentra

3/2
o= 2(”%) , (100)
T i

donde usamos la integral 17.6.8 de Spiegel [16].

Por tanto, a partir de (99), la funcién de onda en
la representacion de momento queda de la forma

. 2 mVo 3/2 1
Ou(px) = n(,.l) p2+(mTV0)2' (101)

Transformada de Fourier

Partiendo de la funcién de onda (101) obtenemos

Y, (x) usando la transformada de Fourier (14).

Notemos que

I’l’lV() 3/2 oo e%pxx
Rt Kmdpx 2

(x) = e 102
v, (X) ﬂ'hz px+(mT‘/())2 ( 0 )

Al utilizar el software Mathematica 8 [17]
encontramos que la integral es

s L.p,\'x mV(
dp— """ TR (103
Px 2 mo\2  mVp ’

- px+( 7 )

por lo tanto obtenemos, como en (90), que la funcién
de onda en representacién de posicion es

mV, mV(
o) = Yo exp (<50 )

(104)

como en la ecuacién (90).

4 Conclusiones

Hemos ilustrado el uso y conexién de las representa-
ciones de coordenadas y de momentos en mecdnica
cudntica a través de tres ejemplos elementales. Esper-
amos que este trabajo permita comprender que am-
bas representaciones poseen el mismo estatus tedrico
y son dos aspectos complementarios con los que
podemos describir el estado de un sistema cudntico.
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