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Propiedad y en extensiones PBW torcidas graduadas

x Property in Graded Skew PBW Extensions
Héctor Sudrez', Fabian Anaya’ y Armando Reyes?

Resumen

En este articulo estudiamos la propiedad ) de dlgebras que son extensiones PBW torcidas graduadas. Demostramos que si
R = @®,>0R,, es un dlgebra noetheriana N-graduada y A = &(R)(x1,...,X,) es una extensién PBW torcida cuasi-conmutativa
graduada de R, entonces A satisface x si y solo si R satisface . También damos condiciones suficientes para que una extension
PBW torcida graduada de R satisfaga x.
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In this paper we study the y property for algebras which are graded skew PBW extensions. It is shown that if R = @©,>0R, is a
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1 Introduccion

La propiedad ) (véase la Definicién 3) juega un
papel importante en geometria algebraica no con-
mutativa. Artin y Zhang en [2] describen algunas
dlgebras graduadas que satisfacen la condicién x y
demuestran que una importante clase de algebras
que satisfacen ) son las dlgebras regulares.

Gallego y Lezama en [4] definieron una clase
especial de anillos de tipo polinomial, los cuales
son llamados extensiones PBW torcidas. Varias
propiedades de estas extensiones han sido ampli-
amente estudiadas (véase por ejemplo [5, 6, 7, 9,
11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 19, 21]). Gran parte de
los ejemplos, las propiedades y otros aspectos impor-
tantes de las extensiones PBW torcidas se encuentran
compiladas en [3].

El primer autor en [18] defini6 las extensiones
PBW torcidas graduadas como una generalizacion
de las extensiones de Ore iteradas graduadas. Algu-
nas propiedades de estas extensiones graduadas han
sido estudiadas recientemente (véase por ejemplo
[6, 20]).

Es natural preguntarnos qué condiciones deben
cumplir las extensiones PBW torcidas graduadas
para que satisfagan la propiedad . En este articulo
mostramos que bajo ciertas condiciones para un
anillo R, una extensién PBW torcida graduada de R
satisface la propiedad ). En especial, si R es un al-
gebra noetheriana N-graduada y A es una extension
PBW torcida cuasi-conmutativa graduada, entonces
R satisface x siy solo si A satisface . Las exten-
siones PBW torcidas cuasi-conmutativas graduadas
también tienen la propiedad ) cuando el anillo de
coeficientes R cumple alguna de las siguientes condi-
ciones:

(i) SiR es una PI-dlgebra noetheriana.

(i) Si R es un dlgebra conmutativa noetheriana
graduada.

(iii) Si R es un dlgebra Artin-Schelter regular noe-
theriana.

También demostramos que las extensiones PBW tor-
cidas graduadas de un dlgebra conexa, finitamente
presentada y Auslander-regular satisfacen y.

Los principales resultados se encuentran en el Teo-
rema 17, el Corolario 19, la Proposicion 22 y la
Proposicién 26. Ilustramos estos resultados medi-
ante algunos ejemplos.

2 Preliminares

En esta seccidn presentamos una serie de defini-
ciones y propiedades que serdn usadas posterior-
mente. Algunas de las definiciones y conceptos ho-
moldgicos de la teoria de médulos, de la teoria de
anillos y otros aspectos que utilizamos aqui, pueden
encontrarse en [8].

Para lo que sigue del articulo fijamos la sigu-
iente notacion: N es el conjunto de los niimeros
naturales incluyendo el 0 y Z es el conjunto de
los nimeros enteros, todos los anillos son asocia-
tivos con identidad, los médulos son izquierdos, K
es un cuerpo, todas las dlgebras son K-dlgebras,
K(xy,...,x,) es el dlgebra libre en las variables
X1,--.,Xn, R[x1;01,01] es una extension de Ore del
anillo Ry R[x1;01,01] - - [xn; Op, O] €8 una extension
de Ore iterada de R.

Un 4lgebra A es llamada Z-graduada si tiene
una descomposicion en K-espacios vectoriales A =
DpezAp tal que A;A; C Ay j, paratodo i, j € Z; A,
se llama componente de grado p y un elementode A,
es llamado homogéneo de grado p. Si A, = 0 para
p <0, es decir, A = P ,enA), se dice que A es un
algebra graduada positivamente o N-graduada. Un
dlgebra N-graduada A = @,>0A, es llamada conexa
si Ag = K. Sean A un dlgebra Z-graduada y M un
A-médulo. Se dice que M es un mddulo graduado
si posee una familia de subespacios {M,},cz que
satisface las siguientes condiciones:

1) A;M, € M, ,, para cualesquiera p,q € Z.

i) M= @pezM,.

Si M es un médulo graduado, entonces dado un en-
tero [, M (1) es el médulo graduado cuya componente
homogénea de grado p es M,,,;. Sean M 'y N A-
modulos graduados, un A-homomorfismo f : M —
N es graduado si f(M,) C N,, para cada p € Z;
Hom¢(M,N) denota el conjunto de todos los A-
homomorfismos 4 : M — N tales que h(M;) C N4,
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Hom, (M,N) = @gezHom4(M,N) y Exty(M,N)
denota el correspondiente funtor derivado.

Una identidad polinomial (PI) para un alge-
bra A es un polinomio no nulo f(xj,x,...,%,)
en un nimero finito de variables no conmutati-
vas Xxi,Xz,...,X, con coeficientes en K tal que
flar,az,...,a,) = 0, para todo aj,ay,...,a, € A.
Un 4lgebra para la cual existe una identidad poli-
nomial se llama PI-dlgebra.

Ejemplo 1. Los siguientes son algunos ejemplos de
PI-dlgebras.

(i) Las dlgebras conmutativas, ya que f(x,y) =
xy — yx es una identidad polinomial.

(ii) Las dlgebras Booleanas, pues f(x) = x> —x es

una identidad polinomial.

(iii) Cualquier cuerpo finito con n elementos, pues
f(x) = x" — x es una identidad polinomial.

En general las dlgebras libres K (x,...,x,) con
n > 2 no son PI-4lgebras.

Una K-algebra A es finitamente generada como
dlgebra si existen elementos ay,...,a, € A tal que
el conjunto {a; a;,---a;,|1 <i; <n,m>1}U{l}
genera a A como un K-espacio vectorial. Una
K-4lgebra A, N-graduada, conexa y finitamente
generada se llama finitamente presentada, si ex-
iste un ideal homogéneo I = (fi,..., fm) generado
por finitos elementos homogéneos, tal que A =
K{xi,...,x0) /1. K{x1,...,x0) /{f1,..., fm) se llama
una presentacion de A con generadores xp,...,x, y
relaciones fi,..., fu-

Sea M un A-médulo. Se dice que M es noetheri-
ano si todos los submdédulos de M son finitamente
generados. El anillo (dlgebra) A se llama noetheri-
ano si A como A-mdédulo es noetheriano. Un dlgebra
graduada se llama noetheriana graduada a izquierda
(derecha) si todo ideal graduado izquierdo (derecho)
es finitamente generado.

Se define el grado de un A-médulo M como
Jja(M) := min{p | Ext, (M, A) # 0} 0 o si no ex-
iste tal p. Notemos que j4(0) = . Cuando A es
noetheriano, js (M) < pd(M), donde pd(M) denota
la dimensién proyectiva de M.

Definicion 2 ([10], Definicién 2.1). Sea A un anillo
noetheriano.

(i) Se dice que un A-moédulo M satisface la condi-
cion de Auslander, si¥ p > 0, ja(N) > p para
todo A-submédulo N de Exty (M, A).

(ii) EI anillo A se llama Auslander-regular de di-
mension g si gld(A) = g < e y cada A-médulo
finitamente generado satisface la condicién de
Auslander.

Definicion 3 ([2], Definicién 3.7). Sea A un dlgebra
noetheriana N-graduada y M un A-mdédulo graduado.
Se dice que A satisface x;(M) para un A-médulo
M, si para todo d y para todo j < i, existe un en-
tero ng tal que Exti (A/A>n,M)>4 es un A-médulo
finito, donde A>;, = ®p>pAm Y 1 > no. Si A satisface
Xi(M), para todo A-médulo finito M, se dice que A
satisface ); y si A satisface j; para todo i, se dice
que A satisface .

Definicion 4 ([1], Pagina 171). SeaA =K®A;
Ay @ - -+ un dlgebra graduada finitamente presentada
sobre K. El dlgebra A es llamada Artin-Schelter
regular si se tienen las siguientes propiedades:

(i) A tiene dimensidn global finita d.
(i1) A tiene dimension de Gelfand-Kirillov finita.

(iii) A es Gorenstein, es decir, Ext, (K,A) = 0 si
i # d y para algtn entero /, Extd (K, A) = K(I).

Sea R[xi;01,01] - [xy;0,,0,) una extensién
de Ore iterada de R. Si para 1 < i <
n, o; es el endomorfismo identidad entonces
R[x1;01,01] [X43On, O] := R[x1581] - - - [xn3 O] y s€
conoce como extension de Ore iterada de tipo
derivacion. Si &; es la o;-derivacion nula, en-
tonces la extensiéon de Ore iterada se denota
por R[x;;01]---[x,;0,] y se llama extensién de
Ore iterada de tipo endomorfismo; en tal caso
R[x1;01]- - - [x4; 04] es un dlgebra N-graduada.

Una clase especial de extensiones de Ore iteradas
son los anillos de polinomios torcidos (véase [8]).
Un anillo de polinomios torcidos es una extension de
Ore iterada R[x;; 01, 8] - - [x4; Oy, 0,] que satisface
las siguientes propiedades:
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Gi(xj):xj, j<i;
5i(xj) =0, Jj<i
0,01 =010;, 1<i<m;
0,01 =016, 1<i<m

donde las tdltimas dos igualdades se entienden que
estdn restringidas al anillo R. Como una con-
secuencia de las propiedades en la definicién de
un anillo de polinomios torcidos, tenemos que
R[x1;01,61] - [Xn; On, 8, €s un anillo de polinomios
torcidos de R si y solo si

)C,'x]' :x]‘x,‘,
o;(R),5;(R) CR,

Ejemplo 5 ([4]). Sea R=K][ry,...,t,] y A,(K) :=
R[x1;681] - [xn;6,] con §; = a%, para 1 < j < n.
A,(K) es una extensién de Ore iterada de tipo
derivacién y se conoce como dlgebra de Weyl.

Definicion 6 ([4], Definicién 1). Sean R y A anillos,
se dice que A es una extension PBW torcida de R si
se satisfacen las siguientes condiciones:

(i) R CA.

(i1)) Existen en A elementos xi,...,x, tales
que A es un R-médulo libre a izquierda,
cuya base es el conjunto Mon(A) de
los monomios estindar, Mon(A) :=
{xfex% o= (..., o) €N} En
tal caso se dice que A es un anillo de poli-
nomios a izquierda sobre R con respecto a

{x1,.., %0}

(i) Paracada 1l <i<nyreR—{0},existec;, €
R — {0} tal que

xir—cix; €R.
(iv) Paratodo 1 <i,j <n, existe ¢; j € R— {0} tal
que
XjXi— Ci jXiXj € R+ Rx;+---+Rx,.
En tal caso, una extensién PBW torcida de R es
denotada por A := G (R) (x1,...,X,).

Ejemplo 7. Todo anillo de polinomios torcidos es
una extension PBW torcida. En efecto, x;r — rx; =
51‘(1’), XiXj —XjXj = 0.

La siguiente propiedad es muy importante en el
estudio de las extensiones PBW torcidas y su de-
mostracién puede consultarse en [4, Proposicion 3].

Proposicion 8 ([4], Proposicion 3). Si A es una
extension PBW torcida de R entonces para cada
1 <i < n, existe un endomorfismo inyectivo de anil-
los 0; : R — R y una o;j-derivacion 6; : R — R, ral
que

xir = 0;(r)x; + 6;(r), (1)

para todo r € R.

Dos subclases muy importantes de extensiones
PBW torcidas son las siguientes.

Definicion 9 ([4], Definicién 4). Sea A =
6 (R) (x1,...,x,) una extension PBW torcida de R.
A es cuasi-conmutativa si las condiciones (iii) y (iv)
en la Definicién 6 son reemplazadas por:

(iii)” Paracadal <i<nyreR—{0},existe c;, €
R— {0} tal que

Xil = Cj rXi.

(iv)” Paratodo 1 <i,j <n, existe ¢;; € R—{0} tal
que
XjXi = Cj jXiXj.

A es biyectiva si 0; es biyectiva paratodo 1 <i<n
y ¢; j es invertible para cualquier 1 <i < j <n.

Las extensiones de Ore y las extensiones de Ore
iteradas (bajo algunas condiciones) son extensiones
PBW torcidas. No todas las extensiones PBW torci-
das son extensiones de Ore iteradas.

Ejemplo 10 ([4]). Cualquier extension de Ore
R[x;0,6], con o inyectivo, es una extension PBW
torcida. Si ademds & = 0, entonces R[x;0] es
cuasi-conmutativa. Una extensién de Ore iterada
R[x1;01, 6] [xn; On, 8, €s una extensién PBW tor-
cidas si satisface las siguientes condiciones:

* 0; es inyectiva paratodo 1 <i<n.
* Paratodor € R, 0;(r),8i(r) ERcon 1 <i<n.

* Para i < j, 0j(x;) =cx;+dconc,d €Ryc
invertible a izquierda.
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* Parai < j, 0j(x;) € R+Rx;+---+Rx,.

En particular un anillo de polinomios torci-
dos K|t1,...,t,][x1;01,01] - - [xn; On, 6] €S una ex-
tension PBW torcida si o; es inyectiva para 1 <
i <ny para todo p € Kl1,...,t;], 0i(p),8i(p) €
Klt1,...,ty) con 1 <i<n.

Si R es un anillo N-graduado entonces las exten-
siones de Ore iteradas de R se pueden dotar de una
graduacion. Sea A = R[x;; 0y, 6] - - [x4; Oy, §,] una
extension de Ore iterada de un anillo N-graduado
R. Entonces A es llamada extension de Ore iterada
graduada si x1,. .., x, tienen grado 1 en A, cada o;
es un automorfismo graduado de dlgebras y cada o;
es una o;-derivacion graduada.

El primer autor definié en [18] las extensiones
PBW torcidas graduadas como una generalizacion
de las extensiones de Ore iteradas graduadas.

Proposicion 11 ([18], Proposicién 2.7). Sea R =
@Bm>0Ry un dlgebra N-graduada y sea A =
6 (R) (x1,...,x,) una extension PBW torcida biyec-
tiva de R que satisface las siguientes condiciones:

(i) o©; es un homomorfismo de anillos graduados
y 6; : R(—1) — R es una o;-derivacion gradu-
ada para cada 1 < i < n, donde ©; y ; estdn
definidas como en la Proposicion 8.

(ii) xjx;—cijxixj €E Ry +Rix;+--+Rixp ycij€
Ro.

Para p > 0, sea A, el K-espacio generado por el
conjunto

{rx*|t+]a|=p, rn€eR yx* € Mon(A)}.

Entonces A es un dlgebra N-graduada con grad-

uacion

A= Dp>04)p.
Definicion 12 ([18], Definicién 2.6). Sea A =
6(R) (x1,...,x,) una extensién PBW torcida biyec-

tiva de un dlgebra N-graduada R = ©,>0R,. Se dice
que A es una extension PBW torcida graduada si A
satisface las condiciones (i) y (if) de la Proposicién
11.

A continuacién presentamos un resultado que us-
amos en la demostracion del Teorema 17 y que
muestra que toda extensiéon PBW torcida cuasi-
conmutativa graduada es una extensién de Ore it-
erada graduada de tipo endomorfismo.

Proposicion 13 ([20], Proposicién 2.7). Sea A =
O (R) (x1,...,x,) una extension PBW torcida gradu-
ada. Si A es cuasi-conmutativa, entonces A es iso-
morfa a una extension de Ore iterada graduada de
tipo endomorfismo R|z1; 01| - [zn; 6,], donde 6; es
biyectiva, 6;(r) = o;(r) parar €R, 6 =0y y

0;:R[z1:01]--[zj—1:0;-1] = R[z1:61] - [zj-1:0/_1]

es tal que 0;(z;) = c¢; jzi (ci,j € Ry como en (iv) de la
Definicion 6), 1 <i< j<n.

Observacion 14. La clase de extensiones de Ore
iteradas graduadas es una subclase de las extensiones
PBW torcidas graduadas (véase [18, Observacion
2.11)).

La siguiente proposicion es el andlogo del teorema
de la base de Hilbert para extensiones PBW torcidas
graduadas.

Proposicion 15 ([20], Proposicién 2.7-(i)). Sea A =
6(R)(x1,...,x,) una extension PBW torcida grad-
uada. Si R es un dlgebra noetheriana a derecha
(izquierda) graduada, entonces cada extension PBW
torcida graduada de R es noetheriana a derecha
(izquierda) graduada.

3 Propiedad y

En esta seccién presentamos algunos resultados de la
condicién ¥ en extensiones PBW torcidas graduadas.
También damos otras propiedades que no presenta-
mos en la seccidn anterior y que son necesarias para
demostrar dichos resultados.

Un elemento a de un anillo R se llama normal si
Ra = aR.

Proposicion 16 ([2], Teorema 8.8). Sea A un dlge-
bra noetheriana N-graduada con un elemento nor-
mal a de grado positivo. Entonces A satisface ) si
y solo si A/{a) satisface ¥, donde (a) es el ideal
bildtero de A generado por a.
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Teorema 17. Sean R = @ ,>0R), un dlgebra noethe-
riana N-graduada y A = o(R)(xy,...,x,) una ex-
tension PBW torcida cuasi-conmutativa graduada.
Entonces R satisface y siy solo si A satisface X.

Proof. Por la Proposicion 13 tenemos que A es iso-
morfa a una extension de Ore iterada N-graduada de
tipo endomorfismo

R[z1;61] - [2n 64],

donde 6; es biyectiva para cada i; z1,22,...,2, SOn
elementos homogéneos de grado 1; 6, = o7; y para
1<j<n,

0;:R[z1;601]---[zj—1:0j-1] = R[z1:61] - - [zj—1:0j-1]

cumple las siguientes condiciones:

(i) 0j(zi) = cijzi, ci,j € K\ {0}.

(ii) 6;(r) = o;(r), parar € R.
Ademas,
z1r=01(r)z1 = 61(r)z1 € Rz

y como O'fl(r) = Gfl(r) € R, entonces zlefl(r) €
Z1R, pero

Zlefl(r) = Gl(@f%l‘))Z] = 0] (Gfl(r))zl =rz,

es decir, rz; € z3R. Por lo tanto, z; € A es un ele-
mento normal no nulo de A1) := R[z;; 6;]. Nétese
que A" /(z;) = R. Por la Proposicién 16, A1) =
R[z1; 6] satisface y siy solo si A /(z;) = R sat-
isface . Ahora, zp € A; es un elemento nor-
mal no nulo de A®) := AW [z,:6,] = R[z1; 61][22: 65]
y A®/(z;) = AN, Como R es noetheriana y
N-graduada, R[z;; 6] es noetheriana (Proposicién
15) y N-graduada. Por la Proposicién 16, A?) =
R[z1:61][z2; 6] satisface x si'y solo si A®?) /(z,) =
R]z1; 0] satisface x. Finalmente, supongamos que

AP = Rz1:01] - [zn_1: 60_1]

satisface . Notemos que z, € A es un elemento
normal no nulo de

A ;:A("—l)[zn;en]
=R[z1;01] - [20—1:0n—1][22304] = A.

Como R es noetheriana y N-graduada, A1) :=
R[z1;61] - [za—1; 6n—1] es noetheriana (Proposicion
15) y N-graduada. Por la Proposicién 16, Al =
R[z1;61] - [zn—1; 6u—1][z0; 64] = A satisface x siy
solo si A™ /(z,) = R[z1:601] - [zn_1; 6,_1] satisface
X . Por transitividad tenemos que R satisface y siy
solo si A satisface ¥. [

El siguiente teorema lo usamos en la demostracién
del Corolario 19.

Teorema 18 ([2], Teorema 5.1). Si R es una PI-
dlgebra N-graduada noetheriana, entonces R sat-

isface x.

Corolario 19. Sea A = 6(R)(x1,...,x,) una exten-
sion PBW torcida cuasi-conmutativa graduada.

(i) Si R es una Pl-dlgebra noetheriana entonces A
satisface .

(ii) Si R es un dlgebra conmutativa noetheriana
graduada entonces A satisface .

Proof. Sea A = 6(R)(xy,...,x,) una extension
PBW torcida cuasi-conmutativa graduada de un &l-
gebra R. Por la Definicién 12 tenemos que R es
N-graduada.

(i) Si R es una PI-4lgebra noetheriana entonces
por el Teorema 18 tenemos que R satisface .
Abhora, por el Teorema 17 tenemos que A satis-
face x.

(i1) Si R es un dlgebra conmutativa entonces por
el Ejemplo 1 tenemos que R es una PI-algebra.
Como ademds R es noetheriana, entonces por
el item (1) anterior tenemos que A satisface x.

O]

La propiedad Artin-Schelter regular de un alge-
bra R pasa a las extensiones PBW torcidas cuasi-
conmutativas graduadas (véase [20]).

Proposicion 20. Sea R un dlgebra Artin-Schelter
regular y sea A = 6(R)(xy,...,X,) una extension
PBW torcida cuasi-conmutativa graduada. Entonces
A es Artin-Schelter regular.
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Artin y Zhang en [2] demuestran que las 4lgebras
Artin-Schelter regulares noetherianas satisfacen .

Proposicion 21 ([2], Teorema 8.1). Sea A un dlge-
bra Artin-Schelter regular noetheriana. Entonces A
satisface la condicion ¥.

De las dos proposiciones anteriores obtenemos el
siguiente resultado.

Proposicion 22. Toda extension PBW torcida cuasi-
conmutativa graduada de un dlgebra Artin-Schelter
regular noetheriana satisface .

Proof. Sea A = o(R)(xy,...,x,) una extension
PBW torcida cuasi-conmutativa graduada de un 4l-
gebra Artin-Schelter regular noetheriana R. Por la
Proposicién 20 tenemos que A es Artin-Schelter reg-
ular y por la Proposicion 15 tenemos que A es noethe-
riana. Por lo tanto, aplicando la Proposicién 21 con-
cluimos que A satisface ¥. O

Usando los resultados anteriores, tenemos los sigu-
ientes ejemplos de extensiones PBW torcidas cuasi-
conmutativas graduadas que satisfacen la condicién

X

Ejemplo 23 (Aigebra de operadores parciales lin-
eales con g-dilatacion). Para un elemento fijo g €
K\ {0}, el dlgebra de operadores parciales lin-
eales con g-dilatacién y coeficientes polinomiales es
Klt1,... 1) [Hl(q), ... ,H,Sqq)], n > m, sujeto a las rela-
ciones: tjt; = t;t;, 1 <i< j<mn; Hi(Q)ti = qtiHl-(q),
l<i<m H%=u1" i#j HH? =
Hl.(q)H](.q>, 1 <i< j<m. De acuerdo a las relaciones
dadas anteriormente, tenemos que esta dlgebra es una
extensién PBW torcida cuasi-conmutativa graduada
del dlgebra K[zy,...,1,]. Como K][ty,...,t,] es un dl-
gebra conmutativa noetheriana entonces por el Coro-
lario 19 (ii) tenemos que K[y, ..., 1] [HI(Q), e ,H,Elq)]
satisface ¥.

Ejemplo 24 (Andlogo multiplicativo del dlgebra
de Weyl). Esta dlgebra es denotada por 0,(Aj;) y
es generada por xi,...,x, sujeta a las relaciones:
XjXi = AjiXiXj, 1<i<j<n, Aﬁ S K\{O} En-
tonces ¢, (Aj;) es una extension PBW torcida cuasi-
conmutativa graduada de Kl[x;]. Sin = 2, esta dlge-
bra es llamada el plano cudntico. Nétese que Klx;]

es un dlgebra conmutativa noetheriana, asi, por el
Corolario 19 (ii) tenemos que ),(A;;) satisface x.

Usamos la siguiente proposicién para la de-
mostracién de la Proposicidn 26.

Proposicion 25 ([20], Proposicién 3.5). Sea A =
6(R)(x1,...,x,) una extension PBW torcida grad-
uada. Si R es un dlgebra conexa, finitamente pre-
sentada y Auslander-regular, entonces A es Artin-
Schelter regular.

Proposicion 26. Toda extension PBW torcida grad-
uada de un dlgebra conexa, finitamente presentada
vy Auslander-regular satisface ¥.

Proof. Sea A = o(R){xy,...,x,) una extension
PBW torcida graduada de un dlgebra R conexa, finita-
mente presentada y Auslander-regular. Por la Defini-
cién 2 tenemos que R es noetheriana y por la Proposi-
cién 15 concluimos que A es noetheriana. Ahora, por
la Proposicion 25 tenemos que A es Artin-Schelter
regular. El resultado sigue entonces de la Proposi-
cién 21. 0

Los siguientes dos ejemplos son extensiones PBW
torcidas graduadas no cuasi-conmutativas que satis-
facen y.

Ejemplo 27. El plano de Jordan A es el dlgebra li-
bre generada por x,y con la relacién yx = xy +x2, es
decir, A = K(x,y) /(yx — xy — x?). Por lo tanto, esta
dlgebra es una extensién PBW torcida de K[x]. Para
mayor informacion acerca del plano de Jordan, véase
[5]. Como K]x] es noetheriana, finitamente presen-
tada y Auslander-regular entonces por la Proposicién
26 tenemos que el plano de Jordan satisface ¥.

Ejemplo 28. Sea ¢ un algebra de Lie de dimen-
sién finita sobre K con base {xi,...,x,} y Z(¥)
su dlgebra envolvente. El dlgebra envolvente homo-
geneizada de G es <7/ () :=T(94 ®Kz)/(R), donde
T (9 ®Kz) es el dlgebra tensorial (libre), z es una
nueva variable, y R es el subespacio generado por
{z@x—x@z|x€9IU{xRy—yRx—|x,y]|®z7]
x,y € 4}. Esta es un dlgebra de Lie sobre el cuerpo
de fracciones K(z). Por lo tanto .2/ (¥) es una ex-
tension PBW torcida graduada de K|z] (véase [18,
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Ejemplo 2.9]). Como K][z] es noetheriana, finita- [10]
mente presentadas y Auslander-regular entonces por
la Proposicién 26 tenemos que el dlgebra envolvente
homogeneizada satisface . (1
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