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Teoremas de aproximacion de sumabilidad de variables aleatorias
triples

Summability Approximation Theorems of Triple Random Variables
Carlos Granados'

Resumen

El objetivo de este articulo, es extender las nociones presentadas por Chow, Teicher, Savas y Patterson a una mayor dimensién. Para
obtener estos resultados, se consideran variables aleatorias multidimensionales totalmente mondétonas e independientes idénticamente.
Usando estos conceptos, se muestra una serie de teoremas de aproximacion.
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Abstract

The purpose of this article is to extend Chow, Teicher, Savas and Patterson results to higher dimension. To obtain this we consider
multidimensional totally monotonic and independent identically random variables. Using these concepts we show a series of
approximation type theorems.
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1 Introduccién y nociones preliminares

Las nociones de variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas {Y,,¢ = 1} con primer
momento finito y métodos de sumabilidad aplicables
a la secuencia de divergencia {Y,} y una serie
de Los teoremas de aproximacién unidimensional
fueron presentados por Chow y Teicher [3] en
1971. Luego, en 2021, Savas y Patterson [8]
estudiaron estas nociones en variables aleatorias
bidimensionales y mostraron algunos resultados
interesantes. En este articulo, examinaremos
variables aleatorias tridimensionales. Mediante el
uso de estas variables demostramos que ninguna
eleccién de {by e} y {Dgwe} hard que {Y, .}
sean independientes e idénticamente distribuidas
con (masa 2~97""¢ en el punto 297" g w,e > 1)
para ser la distribucién de Cauchy b, ,, .-sumable.
Para ello, comenzamos presentando las nociones de
convergencia y divergencia de sucesiones triples en
el sentio de Pringsheim.

Definicién 1 ([7]). Una triple sucesion y = {yq .}
tiene limit Pringsheim L denotado por P-limy = L
dado un € > 0 existe M € N tal que |y e —L| < |
par cualquier ¢, w,e > M. Desribiremos y como P-

- P
convergent, y serd denotado por y, ., — L.

Definicion 2 ([6]). Sea y = {y4.} una sucesion
triple de nimeros reales y para cada m, o, =
SUp,,{Ygwe : ¢;w,e > m}. El limite superior de
Pringsheim y es definido de la siguiente manera:

1. If o, = +o para cada m, entonces P-

limsupy = oo,

2. if oy, < oo para algin m, entonces P-limsupy =
inf,, {a,}.

De igual manera, sea B, = inf, {ygwe : ¢, w,e >
m}. El limite inferior Pringsheim de y estd definido
de la siguiente manera:

1. Si f,, = —oo para cada m, entonces P-limy =

—0o,

2. Si B, > oo para algin m, entonces P-limy =
sup,, { Bm}-

Lema 1 ([2]). Si {B,} es una sucesion de eventos y
Yo P(By) < o entonces P({By, i.0}) =
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Observacion 1. Sea {Y,,..,q,w,e > 1} una suce-
sién triple factorizable independiente e idénti-
camente distribuida de variables aleatorias con
E|Y, .| < oo,y denotemos Y, ., como ¥, - Y-V,

Definicion 3. Se considerara una subclase de
métodos de sumabilidad regulares y la preocupacion
se centrard en la convergencia casi segura (a.s) P a
cero de la sucesion triple transformada

qg w e
q7we q,we Z Z Z bi,j,qu,w,e (1)

i=1 j=1k=1

donde
g w e
bi,j,kgoa Bq,we ZZZ ,],ki>°° (2)
i=1 j=1k=1

asegurando asf la regularidad.

Observacién 2. Si T, — Dy e 2250 en el
sentido de Pringsheim para D, .., las variables
aleatoria idependientes e idénticamente distribuidas
{Y; e} se llamardn by ,, .~sumable con probabilidad
uno o simplemente b, ,,.-sumable.

Definicién 4. Si Y, , = que — Y eqwe 21
v/ v/ !/

son simétricas ¥y ., i.e. {X;,, =Y, Y - Y.} es

idénticamente distribuida, y es independiente de

{¥;we} con la misma distribucion, entonces b, y,..-

sumabilidad de {Y,,..} implica b, .-sumabilidad

/ .z .
de {Y/,, .} con desapracion de centro i.e.,

q w e

Tq’fwe —B;Wez Z Z ijkY, qwe is Pringsheim null.
i=1 j=1k=1

(3)

Observacion 3. Se puede demostrar que ninguna
eleccién de {bg e} Y {Dg .} hard que las variables
aleatorias independientes distribuidas de forma
idéntica {Y,,..} con masa 2797"7¢ en el punto
20twte g w,e 2 1 para ser la distribucién de Cauchy
by y,e-sumable.

2 Resultados

La idea principal de esta seccién es presentar una
comparacion entre b ,,.-sumable y b/
Sibgyey b

g.we-Sumable.

g.w,e SON estrictamente positivos y
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g1 by w1 by
g+1,we qg+1,we g.w+l,e q.w+1l.e
< < ,

’

/ = / =
bqwe bqu7€ bq w,e b%W,e

b/ /

g,w,e+1 < bq,w,eJrl g+1,w+1e+1 < bq+1,w+1,e+l

/ — I = b
bq w,e bq,w,e bq w,e b‘Ler
J . . ’

entonces by, -sumabilidad  implica b, -

sumabilidad. Si {Y;',,,,q,w,e = 1} es independiente
e indenticamente dlstrlbulda Y bgwe-sumable con

D;.m .» €ntonces necesariamente
. Bgiwitet
P— lim T — . 4)
q,w,e—>°o q,w,e
. Bqn-Wm,eu
Si : > 1+ 0 > 1 para alguna
Bqnflgwmfl,eufl

triple sub-sucesion g,,, wp,, e,,m,n,u = 1 de enteros
positivos. Entonces, por (3) se tiene que

B
* _ Zdn,Wm,ey *
GmWney b ( qnWmseu Tq,,fl,wmfl,eufl)—i_
qn Wm»€u

% a.c . . .

Gnmsen Oen el sentido de Pringsheim, (5)
quwrmeu 1 .

dado que ——"—* < —. No osbtante, una triple

bqn W€y 5

sucesion no degenerada e indenticamente distribuida
de variables aleatorias no puede P-converger a.c a
una constante finita, asi, (2) se sigue.

Teorema 1. Sea {Y,,..} una viarable aleatoria
independiente e identicamente distribuida con la
distribucion de Cauchy,

liminfyP{|Y,| >y} > 0,
oo

liminfyP{|Y;| > $} >0
Yoo

and
liminfyP{|Y;| >y} >0
yoee -

no se by, .-sumable para cualquier {by,..} que
satisface (4).

Proof. Si{Y, .} €s by .-sumable, la simetria de
la triple sucesién {Y/, } es by.-sumable con
constantes de centrado que desaparecen, por lo

q.w,e

tanto, por (4) se tiene P-lim ——— = co. Tomando

q,w,e

y>0,yA>0yx>OtalqueP{]Yll<)7}§2,

o . 1 1. .
P{|IY)| <y} 2 3 yP{Y | <y} 2 3 implica

P{T;| > 5} = P{IF, ~ ¥ > 3} 2 PIT,| > 25,
7} <5} 2 3P| > 25),
P{IT3|> 5} = P{IRu 7)) > 5} 2 P{IR.] > 25,
71 <) 2 5P(If] > 25)
y
P{YS| >y} = P{IY, ~ Y| > 3} Z P{IY.| > 2y,

1
Vel <y} = 5P{Y:|>2y}

Por lo tanto, existen constantes positivas

_ _ di
dy,dy,d3,x0,y0 y 20 con P{|Y;| >y} = 3 para
_ 5 s .

y 2 x0, PV > 5} 2 ~% para § 2 3o y P{IYe] >
d
v} 2 = para y = zo. Consecuentemente, si go, wo y
Y y Y
.. B, B,
e( son enteros positivos tal que 7 > x0, — 2

lw y
B

5 = 70 para q = qo,w 2 wo y € = e,

e

IWLTARESETID VD NP W

s

g=1lw=le=1 q=qo w=wg e= eo
o (6)
ZZZP{!Y!>*}>dz ) Z
g=lw=le=1 q=qo w=wq e=eq By
(N
y
YY) {!Y!>*}>ds Y Y Z
g=lw=le=1 q=qo w=wg e=e e
(®)

por la propiedad factorable de {b,,.} y el teorema

de Abel-Dini. Combinando (3) y (4), se tiene
by b,

(= )Y * 2250, (—
B, B,

el cual es 1nc0mpat1ble con las ecuaciones (6), (7) y

(8) por el lema de Borel-Cantelli. O]

by,
)Y*—>0 y( )E 50

Definicion 5. Una triple sucesién {bg,..} es
totalmente creciente dado by e < byi1mes bgwe <
bq,erl,e’ bq,w,e < bq,w,e+l y bq,w,e < bq+l,w+1,e+l-
De igual manera, se puede definir para sucesiones
decrecientes.
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Teorema 2. Si b(x,y,z) = b(x)b(y)b(z),x,y,z>0es
positiva'y totalmente decreciente y by, . = byb,,b, =

b(Q) : b(w) : b(e)r Bq,w7e = 31:1 erle 22:1 bm,n,u y

B w,e
% donde
q,w,e

Cqwe =

P—1limB,,,, = oo )

0 < P— liminf <

q,w,e—rc0 qw b(logcq’ lOgCW; IOgCe)

< P—limsup 2%¢ Caw b(logcy,logey,loge,)  (10)
g,w,e—o0 qWe

< oo

xyz(log™ x,log" y,log™" z)
es totalmente decreciente para x,y,z > 0

(11

entonces. las variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas {
sumable siy solo si

E‘Yqvwve‘baOng \Yq\,long Ww’along [Y,]) <eo. (12)

Proof. =: Dado que 0 < b(x,y,z) es totalmente no
decreciente, y cq . €S totalmente no decreciente a co.
Tomando mg,ng y ro tal que g > ng,w = mgy e = ro,
implica que

oagwe < cg . eb(logey,loge,,loge,) < Bgwe. (13)
Por lo tanto,

-1

Cqme = Ogwelb(logc,,logcy,loge,)]

paragZnZbo,wZmZmyyeZr2ro,Yy

2 & 3(1 1 logc,
Z Z Z jk < 0gc,,,30gcm, ogc )7 (14)
i=n j=mk=r b a“mnr

nZng,m=myyrr.

Consecuentemente, tenemos que

ZiJJC = Yi7j7k1[\)7,~\<ci,\?,*\<c./ or \Xk|<ck]ai7j>k 21 (15)
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Yq,w,e} son bg .-

Combinando (13) y (14), y para n = ng,m = mg 'y
r 2 rp, tenemos

3
Z Z Z </Cu 1§\Y1|<Cu]Y1

+/ v+
[1¥y]<er] u=no=mp=r

7+ Y3 ) ]
[or<lil<c] ' Jlepi<itil<e)

SO+ X Y EY Y Yanf o

R (s / ¥i)
[Cn—] S‘yl ‘<Cu] [C/rfl S‘Xl ‘<CP}

o oo

<o) +a? Y ¥ i u o1

u=no=mp=r

o
[eu—1< V1 [<ed]

o oo

+o(l)+a3 Z Z Zu_lo_lp_lb3(10gcu,logco,logcl,)

u=no=mp=r

03
/ % Yl
[co—1 <[P |<e,)

+0(1)+a3 Z Z Zu71071p71b3(10gcu7logco,logc,,)

u=no=mp=r

[
Jep1<[Yy|<c,]

<o)+ Ba? Z Z Z b(logcy,logce,,loge))
u=no=mp=r

V3
/ % Yl
leu1<IPi|<eu]

ﬁa73 i i Zb(IOgCu,longlogcl,)

u=no=mp=r

03
/ % Yl
[Ca—IS‘Yllgcol

1 [30673 i i ib(longlOgcg,logcp)

u=no=mp=r

' 3 < -3
/[Cn 1<‘Y ‘<CP]Y 0 +ﬁa Z Z Z

u=no=mp=r

(/ _ fnb(logm\,1og\?1\,1og|x1\>)
[cu—1 S|V |<eu]
1)+Ba? Yy y

u=no=mp=r

(.. Tibtioe Fil.lgli|tog 1
[co-1=IY1[ <o)

+0(1)+Ba? i i i

u=no=mp=r

(/ Y o(log| i Tog i g 14]) ) <
[Cp—lg‘ZI‘<Cp]

+
\

+

p_]b3(10g0u,lOgCO7IOng)
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[} [ [ —1
por (12). Por lo tanto, Y771 Y7 Yy ;4 (Zijk —
E(Z; j}k)) P-convergente casi seguramente, y asi, por
el Lema de Kronecker, se tiene que

Zi iik(Zijk —E(Zijx))

Jj=1lk

Mu:

q7W e

I
_

(16)

i

a.c . » .
—— 0 in Prinsheim sense

por (11) y (13), para n = ng,m = mo y r 2 ro, se
tiene que

gt
Mg ng
s Tps

lMS

v
/-

Yq‘ 2 Cq,w,e}

A

P{|¥y|b(log |¥y|,log |¥,,|,log Y )

3
I
3
Il

1r
W, eb(log cq,logey,loge,)}

1\
S

P{|Yl|b(10g|YI| log|¥1],log|, )

3
Il
3
Il

A
gk
s °
[ aok

v
Q
LN
=
<
—
AN
8

agki
agki
s
=

3
Il
3
Il
—_
2
Il
—_

1\
o

174N
18

(S
=
83,—/

I agki

P{’Yw‘b(log‘yq‘710g’?W‘alog ’ZeD

n=1m=1r=1

1
Z cqweb(logeg,logey,logee)}

<)Y ) ZP{If’lIb(logIf_’llaloglﬁlJOg!Xl!)

n=1m=1r=1

2 agwe} < oo

Z Cqmelt

=Y Y ) P{lr.|b(log|T,| log P, log Y. |)
n=lm=1r=1

2 Cqm, b(logcq,logcw,logce)}

n=lm=1r=1

Por lo tanto, por el lemma de Borel-Cantelli y dado
que las variables aleatorias son factorables,

P{Y, # Zype, i.0.} =0, P{V,, # Zy e, i.0.} =0
and P{Y, # Z; ., i.0.} =0.
(17)

Combinando (16) y (17) {Y; ¢ } €s by v .-sumable

coh centro constante

quwve We Zl 1 Z =1 Zk 1 7] kE (Zl,],k) °

< Si {Y, We} es by,..sumable, entonces

1 o« _ b 1 opx _ bw a

qvlveY = (Bl Oﬂcq,g\/er = (Bl = 0 y
q w

;JV X = (B—e %, 0 en el sentido Pringsheim por
e

el lema de Borel-Cantelli, Y Yov_; Y.ory P{IY,| >
Cqme} < oo, Zoqozl Yot Lem P{IYS| > cque} < ooy
Y1 Xoet Yoy P{YC > cqwe} <eopor (11)y (13)
parag >n=ng,w>m>>myye>r = ry, se tiene
que

39

i=n j=—mk— r/cz 1< ISbil[ejo1 <[Fy|Sbs) or [ep 1 <|YTISby]

77117111 (log ™ ¥y log™ ¥y log™ [Y])

q w e
SBY. Y. Y cijab(logeiloge;,loger)P{ci

i=n j=mk=r

<|¥{" S ¢i} + ¢ jpb(logei,loge;, log ey ) P{cj—1
< \Yl cj} —|—c,Jkb(logc,,logcj,logck)P{ck 1

< Y7 = e} éﬁz Z ZiP{Ci—l <[> ci}

i=n j=mk=r
+ jP{c;j- 1<’Y1|>CJ}+kP{Ck 1 < Y] > e}

ql wl el

=Bl Yy )P

i=n j=mk=r

{7 > cijud + [gP{IYT| > cor} = gP{Y]" > c4}]]

+ﬁ[i}ii1’{lﬁ*l > Cijk}

+ [WP{|¥]| > cm_1} —wP{¥] > ¢, }]]
+B[i}iiP{lY’f| > cijk}
+[eP{Yi] > 1} —eP{Y] > c.}]]
<o +pY Y Y7

> cijat +P{YT| > ciju} +PUY] > cija} <ee.
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Por lo tanto,

o > E|F{ b(log | Ty log| 77 |.log Y1)

+ E[F{|b(log|; |.log ¥/ log Y]

+E|Y[b(log|F; |.log ¥/ log Y]

> [ (Fil = Da)bllog(|F

[I¥{|<D]

+Da) Jog(| |+ Do) Jog((Yol + Do)+ |
[(I¥{[<D]

(1911 = Da)b(log (|7

+Dy),log(|%y |+ D2),log(|Y.| + D))

+ [ (1Y = Dy)b(log(|¥,| +Dy),
[[Y}<Ds]

log(|¥,|+D,),log(|Y|+D;))

= P{|Y|| < D2}E[|Y{| — D]

b(log(|¥1|+ D2),log(|V1] + D2),log([Y |+ D2))
+P{|¥]| < D2}E[|¥| — Da]b(log(|71 |
+Ds),log(|¥1|+D2), log (||

+ D))+ P{|Y}]

< D}E[|Y' | = Dy]b(log(|71] + Ds), log(|Y]
+D,),log(|Y [+ D5))

lo cual implica (12). ]

Los siguientes dos colorarios son consecuencia
directa de los teoremas anteriores, por lo tanto sus
demostraciones son omitidas.

Corolario 1. Si {Y,,..} es factorable con compo-

nentes f’q,f’w vY, qg,w,e = 1 son variables aleato-
rias independientes e identicamente distribuidos,

entonces

q
(logq) ' (logw) ! (loge) IZ
i=1j

nMs,

Lo

Dy e 2250 en el sentido Pringsheim,

l]k

si y solo si,

E|Yg.e|b(log™ ¥, log™ |¥,,

log™ [Y )7, 55, 5¢ or |v.|>¢)
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Ademds D, . puede ser tomado como

1

(log q)"' (logw) ! (loge)~

i=1 j=1k=1
E( le)I[\Y |<ilogi,|P|Sjlogj or |Y,|<klogk]®

Corolario 2. Si {Y,..} es factorable con
componentes Yq,f/w and Y, q,we = 1 son
variables aleatorias independientes e identicamente
distribuidos, y para algunos u,t,r > 3

bgwe = [qwe(loggq)(logw)(loge)...

(log,; 9)(log,_; w)(log,_e)] ™"

donde

log, glog, wlog, e =logglogwloge,

log, qlog, wlog, e =log(log, ; q)
log(log,_, w)log(log,_, e),u,t,r >2,

entonces, {Yy e} €s by e-sumable, siy solo si, para
lo suficientemente D3 > 0,

E(|Ygellyg, 150y 18,1505 o |v.|>Ds]

(log |Yq|710g|YW|710g |Xe|)
..(log, [¥,|,1og, |¥, ], log, |Y.|)
(log, ]qu,logt Y|, log, |Y,])

(log, |¥y|,log, |1, log, |Y.]))
< oo

3 Conclusion

La idea principal de este articulo, era tomar las
nociones presentades de sumabilidad de variables
aleatorias en una dimension definidas por Chow
y Teicher [3] y extendias a dos dimensiones por
Savas y Patterson; y comprobar si estas mismas se
satisfacian para una dimensién mayor, es decir, para
una tercera dimension. Los resultados presentados
en este articulo, podria ser una base fundamental
para comprobar si estas nociones se satisfacen en
n-dimenciones. A su vez, estas nociones podrian ser
extendidas para variables aleatorias neutrosdficas las
cuales han sido estudiadas por [1, 4, 5].
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