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Resumen

El objetivo del trabajo es implementar una metodologia para la descripcién de la evolucién del virus SARS-CoV2 en la ciudad de

Bogota. Para ello se considera un proceso de Galton-Watson con dos tipos de individuos: contagiados reportados y contagiados no

reportados (asintomdticos). Se hace uso unicamente de las estadisticas diarias de casos Covid-19 reportadas por la Secretaria de

Salud de la Bogot4 para dar una prediccion del valor medio de la poblacién individuos contagiados. Finalmente, se incluye en el

modelo a aquellos individuos que arriban a Bogota provenientes de otras ciudades e incluso de otros paises y que contribuyen con la

propagacion del virus.
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Abstract

The objective of the work is to implement a methodology for the description of the evolution of the SARS-CoV2 virus in the city of
Bogota. For this, a Galton Watson process is considered with two types of individuals: reported infected and unreported infected
(asymptomatic). Only the daily statistics of Covid-19 cases reported by the Bogotd Health Secretariat are used to give a prediction
of the mean value of the population contagious individuals. Finally, those individuals who arrive in Bogota from other cities and
even from other countries and who contribute to the spread of the virus are included in the model.
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1 Introduccion

Uno de los temas de salud con mayor tendencia
en la actualidad y que ha generado gran impacto a
nivel mundial, es el brote de uno de los virus mas
proliferos en la historia de la humanidad, el SARS-
COV-2, virus cuya tasa de mortandad no es muy alta
en comparacién con los de otras pandemias que ha
enfrentado el ser humano (como la peste negra o la
gripe espafiola), sin embargo, la tasa de contagio con
la que se transmite este virus de un individuo a otro
es muy rapida, y como consecuencia de ello se tienen
innumerables casos registrados en casi todos los
paises alrededor del mundo dejando un alto nimero
de personas fallecidas. En Colombia, el primer caso
de contagio se presentd en la ciudad de Bogotd
el dia 6 de marzo de 2020 con la confirmacién
de una mujer infectada. Este caso y el de otros
individuos reportados como infectados en diferentes
partes del pais, trajo como consecuencia una ripida
propagacidn del virus en el territorio colombiano. Al
dia 25 de agosto del 2021, se han reportado mds de
1,438,543 casos acumulados de contagios y cerca de
27,356 personas fallecidas a causa del Covid.

Entre los muiltiples modelos epidemiolégicos,
los procesos de ramificacién, en particular los
modelos de Galton-Watson, han demostrado ser una
herramienta sencilla para modelar problemas de esta
naturaleza. Si bien, en un principio, el modelo fue
propuesto por los matematicos ingleses Sir Francis
Galton (1822-1911) y Henry William Watson (1827-
1903), para resolver el problema de la extincién de
apellidos aristocraticos, su uso se ha extendido para
abordar problemas en otras areas del conocimiento,
tales como, Epidemiologia, Biologia, Medicina,
Quimica, Economia, Fisica, Demografia entre otras
ciencias [1, 8]. En este trabajo, se hard uso de un
procesos de Galton-Watson bitipo para determinar el
nimero esperado diario de individuos contagiados,
por un individuo infectado con Covid-19, pero que
no son registrados en la base de datos de la Secretaria
de Salud de Bogoté, por ser asintométicos.

En este modelo se asume que el proceso de
infecciéon se desarrolla dentro de una poblacién
cerrada, esto es, el proceso inicia con un ndimero
de infectados dentro de la misma poblacién sin tener
en cuenta a individuos que arriban de otras ciudades
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e incluso de otros paises (inmigrantes) y que inciden
en la propagacion del virus. Por esta razon, en la
ultima seccién, se considerara una extension del
modelo anterior teniendo en cuenta la poblacion
inmigrante.

2 Modelo de ramificacion para los individuos
contagiados

Dentro de los individuos infecciosos podemos
clasificar a dos tipos de personas; los individuos
sintométicos, que corresponden a aquellas personas
infectadas y que han sido confirmadas por una
institucion prestadora de salud, hay que resaltar que
es a partir de estos individuos que se pretende hacer
el estudio, es decir, son los datos con los que se
hace el proceso de anélisis para los individuos no
registrados, también cabe mencionar que para estos
individuos que poseen sintomas, se asume que el
proceso evolutivo de la enfermedad termina en ellos,
ya que al ser casos positivos confirmados, estas
personas deben ser aislados del resto de la poblacién
en el proceso de cuarentena. Por otro lado, estin los
individuos asintomdticos que son aquellas personas
que tienen el virus, pero no saben de su condicion ya
que no poseen ninguna clase de sintomatologia, estos
ultimos individuos a su vez dan lugar a una nueva
serie de contagios que bien pueden ser individuos
sintométicos o individuos asintomadticos.

De acuerdo a la teoria de procesos de ramificacion,
el objetivo principal de este articulo consiste en
construir un modelo que describa el desarrollo del
virus Covid-19 en la ciudad de Bogota con base
a los dos tipos de individuos contagiados que se
registran dia tras dia. Un enfoque de proceso de
ramificacidn se considera una aproximacion cldsica
para las epidemias [5], ademds, aunque el nimero
de personas infectadas es pequeilo, se cree que
las personas se comportan de forma independiente,
por lo que los procesos de ramificacién pueden
modelar suficientemente las primeras etapas de una
epidemia [5, 9]. Con el fin de determinar el niimero
promedio m de individuos infectados, contagiados al
dia por un individuo infectado pero no registrado, se
implementard la metodologia desarrollada por Yanev
etal (2020) en [11] y [10], teniendo como referencia
el nimero de infectados registrados. Se hard uso
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de algunos métodos de estimacion para determinar
el valor de m y se presentan las correspondientes
grificas para cada uno de estos estimadores con
el fin de obtener predicciones para analizar el
posible comportamiento del valor medio de estas
personas contaminadas. Puesto que solamente
se tiene disponible el registro de los individuos
que han sido reportados como contagiados por
las correspondientes EPS, se propone el siguiente
proceso de Galton-Watson bi-tipo para describir la
situacion.

Sea (Z,)n el proceso de Galton-Watson bi-tipo
con Z, = {Zi(n),Z2(n)} donde Zi(n) y Z(n)
corresponden, respectivamente, al niimero de tipo 77,
esto es, individuos contagiados, asintomaticos y no
registrados, y al nimero de individuos contagiados
y registrados, denominados individuos tipo 7,
presentes en el tiempo n. Se observa que Z;(n) es
el ndmero total de individuos de tipo 77, en el dia n,
infectados por los individuos contagiados presentes
enel dia (n— 1)y que Z(n) es el nimero total de
individuos con Covid-19 registrados, presentes en
el dia n. Se asume que el proceso empieza en Z; (0)
individuos contagiados. Sean

c‘j]m(n; Jj): Ndmero de individuos contagiados tipo
T| en el dia n, infectados por el j-ésimo individuo
eneldia (n—1)donde j=1,2,3....Z;(n—1).
éél)(n; j): Numero de individuos contagiados
registrados con Covid-19 del tipo 7, en el dia n,
infectados por el j-ésimo individuo contagiado del
(n—1)-ésimodiacon j=1,2,3....Z;(n—1).

El vector de descendencia &; de los individuos
(1) g(1)
(&".8").
donde las componentes indican el ndmero total
de descendientes de tipo 77 y de tipo T,
de los individuos contagiados iniciales. La
funcién generadora de probabilidades conjunta de

descendencia de 51(1) y de éz(l) estd dada por [11]:

de tipo T} estd dado por & =

gD g0 k ;
hi(s1,) =E(s]" s | =po+ ) pjsi+qs
j=1

q=1-Y5_opjm(1,1)=1,con|s;| <1,[so| <1
donde py es la probabilidad de que los individuos
del tipo 77 salgan del proceso de reproduccion,
es decir, individuos que se mejoran o salen del

lugar de propagacién (por ejemplo, emigran a otro
pais), p; es la probabilidad de producir j nuevos
contaminados del tipo 77 y ¢ es la probabilidad de
que un individuo del tipo 77 sea confirmado enfermo
o muerto. Puesto que los individuos de tipo 7,
no se reproducen ya que son aislados o puestos
en cuarentena, entonces la funcién generadora
de probabilidades correspondiente estd dada por:
hz (S],Sz) =1.

Las correspondientes funciones generadoras de
probabilidades de & 1(1) y de 52(1) estén dadas por:

(1) k ,
E <Sf' > =hi(s1,1) =po+ Y pjsi+q
=1

k .
:1—ZP1<1—S{>
=1
&(')
E (522 > =hi(l,82) =1—-q+gs

Se asume que Z;(0) > 0 y Z,(0) = 0 entonces
paran=1,2,...

Z] (I’l—l)

Y, &),

Z[ (I’l—l)
zZim)=Y &)y zo(n)=
j=1 j=1

1 ; 1 .
£V (n: ). & )(H;J)} son
independientes e idénticamente distribuidos (iid)

como (51(1)@2(1)).

Puesto que P{éz(l)(n;j)ZO} =1—-q vy

donde los vectores {(

P{éz(l)(n;j) = 1} = ¢, entonces el proceso Z,(n)
tiene distribucién binomial de pardmetros Z;(n — 1)
y g. Esto es,

Pt =ilzt- =1y = | )d0-"",

i=0,1,....1;1=0,1,2,...

Es decir que, g puede ser interpretado como la
proporcion de individuos contagiados registrados
dentro del grupo de individuos contagiados en el
dia (n—1). Para determinar el nimero promedio
de individuos contagiados pero no registrados en la
muestra se hard uso de las funciones generadoras
de probabilidades de Z;(n) y Z2(n), siguiendo el
procedimiento habitual de acuerdo a [11].
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Sean
ho(s) = Es2 ()
Fi(n;s) =E (sZ‘(")> )
Fy(n;s) =E <s22(")>
k
h*(s):hl(sal):quPoJrj;ijj y

h(s)=hi(1,s) =1—q+gs

Sean hy,(s1,s2) la funcién generadora de proba-
bilidades conjunta de éfl)(n;j) y éél)(n;j), b=
hu(s,1)y hy = hy(1,s). No es dificil probar que

Fi(n:s) =E (SZ‘(”)> — Fi (n—1;k(s))
0;h,(s)) = ho (h* (R" (... (h*(s))...)))

sZZ(”)) =F(n—1;h(s)) = F <O;Zn(s)

A(h(....(h(s))...)))

N~

Fy(n;s) =E

—~

Se tiene entonces que el nimero promedio de
individuos contagiados por un i.c. no reportado es
igual a

m =

2 G)

y que el nimero promedio de individuos contagiados,
no reportados, por un i.c. no reportado es igual a

s=1

m_y
Eé ' =) jpik=1.2,..,
j=1
Se observa que
d (1)
ah(s) =ES, '=¢

s=1
es el valor medio de los individuos contagiados por
un i.c. registrado.

De las ecuaciones dadas anteriormente se obtiene
que:

M, (n) =EZ(n) =mom",n=0,1,2,...

My (n) =EZy(n) =qEZ;(n—1)

=gmom" ' \n=1,2,...

donde, my =1y E(Z,(0)) =0.

72 Ciencia en Desarrollo, Vol. 13 No. 2, julio-diciembre de 2022

2.1 Estimacion de los parametros

Se observa que: % = m. Entonces (ver [3]),
~ Z2 (n + 1)
m, = ———=
Zy(n)

es un estimador empirico del pardmetro m, el cual es
ademas un estimador fuertemente consistente [7].

El estimador de maxima verosimilitud, llamado
estimador de Harris [7], estd dado por:

n+1

ity =Y Z5(i)/ izz(j),n: 1,2,...
i=2 j=1

Por ultimo, se considerara el estimador de
Crump-Hove [10] el cuél es dado por:

n+N n+N—1
=Y, () Y, Z(j),
i=n+1 j=n

n=12,..;N=12,...

Se tiene entonces que al estimar el valor de m, se
puede predecir el valor esperado de los individuos no
reportados en la poblacidn de personas contagiadas
con Covid-19.

Por lo tanto, con Z;(0) = 1, M;(n) = EZ;(n)
puede ser aproximado respectivamente por 7., m,
o iy , Obteniendo de esta manera los siguientes tres
estimadores de M, (n):

M, (n) = my,
M, (n) =y, y
My (n) =,

Por lo tanto, si se tienen las observaciones
(Z>(1),Z2(2),...,Z2(n)) en los primeros n dias, se
puede predecir el valor medio de los individuos
contagiados en los préximos k dias por medio de
las siguientes relaciones;

Mi(n+k) =" My(n+k) =" y

My(n+k)=mtfk=1.2,...
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Proporcion de individuos contagiados registra-
dos (7>) en la poblacion.

De acuerdo a [10], la proporciéon estimada de
individuos infectados y registrados en el n-ésimo
dia estd dada por:

&(n) = Zo(n)/ { Za(n) + M (n
() = Za(n)/ {Za(n) + Ms
&(n) = Zo(n)/ {Za(n) + M1 (n)}

2.2 Implementacion computacional del modelo

Para la parte computacional del modelo, se tom6
como base de datos, los informes registrados por
la pagina del portal de datos abiertos del Estado
Colombiano [4] de la ciudad de Bogota, el cual es
el dnico punto de acceso digital del ciudadano a
todos los tramites, servicios de informacién puiblica
y ejercicios de participacién, colaboracién y control
social que ofrecen las entidades del Estado. Los
datos tomados son informacién publica dispuesta
para los ciudadanos en formatos que permiten su
uso y reutilizacién, bajo licencia abierta y sin
restricciones legales, para su aprovechamiento de
acuerdo a la Ley 1712 de 2014 sobre Transparencia
y Acceso a la Informacién Publica Nacional en
Colombia. Finalmente, para el procesamiento y
andlisis de estos registros, se implement6 el software
Python versién 3.7 a la base de datos suministrada.

El procedimiento de estimacién se puede resumir
en los siguientes pasos [11]:

* La estimaciéon para cada una de las obser-
vaciones Z(1),...,Z,(n) de los nuevos indi-
viduos contagiados, Z;(n), por un individuo
infectado es estimado por los estimadores
Lotka-Nagaev, Harris y Crump-Hove.

* Para realizar los prondsticos, los valores
(fechas) maés recientes son utilizados.

* Los valores esperados del niimero de individuos
contagiados no registrados por un i.c.
(pardmetro de contagio) es calculado para cada
uno de los tres estimadores.

* El nimero de individuos contagiados no
registrados Z;(n) es desconocido asi como

Contagios registrados diariamente desde el inicio de la pandemia en la ciudad de Bogota

—e~ Conteo

8000 -

Nimero de contagios por dfa

Dlsg dP,SpJEi:;\él 6, ‘Z‘}';JJZZ] hastaz:ei 7/0: "ZEJZJI
(a) Individuos infectados después del 6/03/2020

Numero total acumulado de contagios en la ciudad de Bogota

Numero total de contagios

do g0 200 20 300 30 4d0
Dias despues del 6/03/2020 hasta el 7/04/2021

(b) Total de individuos infectados en Bogotd

Figura 1. Contagios diarios en Bogota

también el valor inicial mo = EZ;(n), en vez de
estimar my, se estima M (n).

* La proporcién o(s+k) con s = 1,2,...,n, de
las personas registradas contagiadas dentro
de la poblacion, en el (s + k)-ésimo dia es
estimada.

En las figuras 1(a) y 1(b) se muestra la gréfica
de los casos positivos registrados diariamente
para Covid-19 en la ciudad de Bogotd y el total
acumulado respectivamente comenzando desde el
6 de marzo de 2020 (primer contagio registrado)
hasta el 7 de abril del 2021 (registro mas reciente
para este estudio).
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Nuevos contagios ciudad Bogota

—a— Conteo

500 -
2250 -
2000 -

1750 -

Numero de contagios diarios

375 3o 385 30

Ultimos contagits hasta el 7/04/2021

(a) Nuevos casos diarios

Numero total contagios en Bogota

700000 -
E95000 -
£90000 -
G35000 -

EE0000 -

B75000 -

Numero total acumulado de contagios

375 380 385 380

Ultimos contagigs hasta el 7/04/2021
(b) Total nuevos casos

Figura 2. Ultimos contagios diarios en Bogot4

En las figuras 2(a) y 2(b) se presentan,
respectivamente, los graficos de los nuevos casos
registrados diariamente y el total acumulado durante
los tdltimos 20 dias antes del 7 de abril del 2021
(fecha en la cual se hace el andlisis para este trabajo)
en la ciudad de Bogota.

El parametro de contagio m para los nuevos
contagios es estimado para cada uno de los
tres estimadores propuestos anteriormente, el
comportamiento de este valor se puede apreciar
en la figura 3(a).
esperado de nuevos contagios causados por un
individuo contagiado. Estos valores corresponden
a los ultimos 60 dias que sucedieron después del
1 de febrero del afio 2021.

Este valor indica el nimero

Los estimadores
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Harris y Crump-Hove muestran un comportamiento
relativamente mds estable durante el periodo
analizado, es decir que dichos valores no varian
mucho a medida que pasan los dias.

=+ |otka-Magaev

—— Harris
—&- Crump-Hove

ERLTEREreTPr.

0 0 £ a0 50 &0
Dias despues del 1j02/2021

(a) Promedio de contagio m de nuevos casos
registrados

Proporcion de contagios registrados para los tres estimadores

¥ Lotka-Nagaev
—*— Harris
-&- Crump-Hove

12 3 45 57 8 91011213 4151617151 20
Dias despues del 19/03/2021

(b) Proporcién de individuos registrados

Figura 3.

La figura 3(b) muestra los correspondientes
valores para la proporcion de casos registrados
Z»(n) con Covid-19 dentro del total de la poblacion
contagiada (individuos del tipo 77 o 1) para cada
estimador, este valor es muy cercano a 1, por
lo tanto esto quiere decir que cerca del 99% de
los contagios registrados corresponden a personas
que se les hizo la prueba, dieron positivo para
Covid-19 y corresponden a individuos del tipo 7,
(personas sintomdticas). Es importante resaltar que
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el valor medio de reproduccién m permite clasificar
el proceso, [8], en tres casos: supercritico (m > 1),
critico (m = 1) y subcritico (m < 1). En el caso
supercritico, el crecimiento de la media poblacional
es exponencial, en el caso critico el valor medio de
crecimiento es constante y en el caso subcritico hay
un decremento exponencial, este valor tiende a cero
a medida que n tiende a infinito.

El cuadro 1 representa el valor de la estimacion
del parametro de reproduccion del virus por un i.c.
en el dia Z,(1), dato correspondiente al 19 de marzo
del 2021. Este valor se obtuvo con base en cada
estimador y es uno de los 20 valores del proceso
Z5(1),22(2),...,7Z2(20), siendo este el primero de
los 20 casos mds recientes en este estudio.

Tabla 1. Valores de m para cada uno de los tres
estimadores.
Estimador  Estimacién dian =1

(1) 1,10
(1) 1,00

M
M
Mi(1) 1,05

Es importante resaltar que el valor de estas esti-
maciones determinard el comportamiento asintético
promedio de contagios de la enfermedad para los
individuos no registrados (individuos asintomaticos
del tipo 77) en los tres casos ya mencionados. Como
era de esperarse, en la figura 4 se observa un
crecimiento exponencial (caso supercritico) para
el estimador de Lotka-Nagaev, de forma similar
se tiene un valor de m (ligeramente supercritico)
para el nimero esperado de contagios por un i.c.
en el estimador de Crump-Hove, el cual tiene un
comportamiento asintético similar. Finalmente, el
valor del pardmetro de contagio para el estimador de
Harris fue mayor a uno, sin embargo, este valor fue
muy cercano a uno, lo cual se puede clasificar como
un comportamiento critico y por ende se espera que
el crecimiento de contagios por un i.c. crezca de
forma constante.

El valor esperado del nimero de contagios por
un i.c. para los individuos no registrados se aprecia
en la figura 4 junto con un prondstico para 5 dias
del 8 al 12 de abril (cuadro 2) después del dia 20
(dltimo dia) para cada uno de los tres estimadores
propuestos.

=¥+ Lotka-Nagaev
—+— Harris
=a&= Crump-Hove

g 10 15
Dias despues del 19/03/2021

Figura 4. Valor esperado para los individuos no
registrados.

Tabla 2. Pronéstico para 5 dias.

Dia Lotka-Nagaev  Harris Crump-Hove
1 7,021 1,024 2,681
2 7,739 1,025 2,816
3 8,531 1,026 2,958
4 9,405 1,027 3,108
5 10,367 1,028 3,256

Para medir el comportamiento de este modelo,
podriamos comparar el niimero total de predicciones
de individuos contagiados Z,(n — k) (usando el
estimador de Lotka-Nagaev) con el valor real
obtenido en las observaciones Z,(n — k) para los
ultimos 5 dias antes del dltimo dia mas reciente (7
de abril del 2021), dicha comparacién la podemos
observar en el cuadro 3.

Tabla 3. Valores estimador de Lotka-Nagaev.

diak Zy(n—k) Zy(n—k)
5 1290 1805
4 1707 1405
3 1202 1329
2 2620 1137
1 1076 2242

Cabe mencionar que la estimacién del pardmetro
m puede ser considerada como una primera etapa
hacia un modelo epidemiol6gico mucho mads
complejo, por lo tanto, con base a los resultados
obtenidos, hasta el momento, se procede a estudiar el
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caso en el cual se adiciona a este modelo el proceso
de inmigracion (nimero de inmigrantes que entran
en el proceso evolutivo de la enfermedad), ya que
si se suma este proceso al modelo anteriormente
analizado, el nimero de nuevos contagios y el valor
medio de reproduccién cambian significativamente.

Antes que nada, hay que resaltar algunas
diferencias entre los modelos con y sin inmigracion,
para ambos casos, cuando
el parametro de contagio m es mayor a uno
(caso supercritico), el crecimiento es exponencial
independientemente de si el modelo contempla o
no la llegada de inmigrantes, sin embargo, en
el caso critico m = 1) y en el caso subcritico
(m < 1) el comportamiento asintético entre estos
dos modelos es diferente ([10]), en el caso critico,
el pardmetro de contagio m en el modelo con
inmigracion crece linealmente mientras que, en el
modelo sin inmigracidn el valor medio es constante.
En el caso subcritico, el valor medio de contagio
del proceso con inmigracién converge a un valor
constante positivo pero en el proceso sin inmigracion
el valor m tiende a cero. De forma general este
caso corresponde a un proceso de ramificacion con
inmigracion que se estudiard con més detalle en la
siguiente seccion.

en primer lugar,

3 Modelo con Inmigracion

En el seccién anterior se estudié el caso donde
el proceso de transmisiéon de la enfermedad se
transmite dentro de los individuos que conforman
una misma poblacién, sin embargo, es importante
precisar que en el proceso de infeccidn, los
individuos o personas que arriban de otros paises
también generan una cantidad considerable de
contagios, por tal razén es importante tener en
cuenta a los individuos inmigrantes que proceden de
otros lugares y que también hacen parte del proceso
evolutivo de la enfermedad.

Para ello, retomando gran parte de los resultados
de la seccidn anterior, el objetivo serd analizar el
caso en el cudl se incluye en el modelo, el proceso
de inmigracioén I, el cual determina el nimero de
inmigrantes infectados.

Sean Y;(n) y Y»(n) los procesos de ramificacion
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definidos por:
Y](l’l—]) (1)
Yi(n) = Z él (n5) + In,
j=1
"i(n—1) 0
Hin)= Y & ’'(mjn=12,...
j=1

1 N g(1 .
& (),6 ()} son
independientes e idénticamente distribuidos como

(".8").

Las funciones generadoras de probabilidad son
definidas como en el modelo sin inmigracion dado
anteriormente y son independientes de {I,}. La
funcién generadora de probabilidad asociada al
componente de inmigracion es definida como:

donde los vectores, {(

!
8(s) = Esh = Y gus Js| < 1.
k=0
gr corresponde a la probabilidad de que un
individuo inmigrante genere k contagios. Se
puede asumir que Y;(0) > 0 es independiente de

{(&" & mi} y ).

Nétese también que Y>(0) = 0. Otro posible
supuesto es que, ¥;(0) = ¥2(0) = 0, lo cual implica
que, de hecho, el proceso empieza con los primeros
inmigrantes reales.

Interpretacion de los términos:

® Y] (I’l)
tipo 77 en el n-ésimo dia infectados por los
individuos en el (n — 1)-ésimo dia més los
nuevos inmigrantes reales.

es el numero total de individuos del

* Y»(n): es el nimero total de individuos
infectados oficialmente registrados (7») en el
n-ésimo dia.

A partir de la funcién generadora de probabilidad
del ndmero de inmigrantes I,, se obtiene el valor
esperado de inmigracidn:

a=EI, = ig(s)

I
=) kg
ds 1 kgé

Andlogamente al modelo sin inmigracién, se
obtiene que el valor esperado de los procesos Y (n)

§=
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y Yo(n) paran =1,2,..., estan dados por:

Ai(n) =EY|(n) =mA;(n—1)

a—aZm

gAi(n—1)

Az(n) = EYz( )

=qa Z mk
donde se asume que A} (0) = EY;(0) =0y donde los
pardmetros m y g son definidos como en la seccién
anterior. Por lo tanto, haciendo el desarrollo de la
serie geométrica para cada uno de los casos de m se
tiene que:

Ai(n)=a(m"—=1)/(m—1), m#1,
y
Aj(n)=an,m=1
Az(n) =qa (m"i1 - 1) /(m—1), m#1,
y
Azy(n)=gqa(n—1), m=1

Por lo tanto, si n tiende a infinito, estas
expresiones, respectivamente, se pueden aproximar

por [11]:

Ai(n) ~am"/(m—1),m> 1,
Ai(n)=an,m=1;A1(n) > a/(1 —m),m< 1
Ay (n) ~gam™ [ (m—1),m > 1;
Ax(n) ~gan,m=1;A;(n) » L~ m < 1

1-m>

SiA;(0) =EY;(0) =M, > 0, se obtiene ([11]):

n—1
n k
=Mm" +a Z m",
k=0

A] (n)

n—2
Ax(n)=g¢q (Mom”_l +a Z mk>
k=0
De nuevo, hay que tener en cuenta que solo se
dispone informacién del proceso de contagio para
los casos Y»(1),Y2(2),...,Y2(n), que corresponden
a los casos registrados oficiales, por lo tanto, con
base a esta informacion se pueden obtener las
correspondientes estimaciones.

3.1 Estimacion de los parametros

De manera similar al caso sin inmigracién y
asumiendo que m > 1 se puede obtener [3]:

. EY2 (l’l + 1)
lim ———= =
n—eo  EY,(n)

Por lo tanto, para n suficientemente grande
podemos considerar (andlogamente al caso sin
inmigracién [10]) los estimadores siguientes:

iy = Yo(n+ 1) /Ys(n)

n+1
ZYQ /ZYz
n—+t n+t—1
g =Y. Ya(i)/ Z Y2(j
i=n+1

Estos estimadores corresponden a los ya
mencionados en la seccién anterior, esto es;
el estimador de Lotka-Nagaev, el estimador de
Harris y Crump-Hove respectivamente. Si m > 1
podemos determinar el valor medio de los individuos
contagiados no registrados dentro de la poblacion.
Si asumimos que el proceso inicia con los primeros
inmigrantes, entonces Aj(n) = EY;(n) puede ser
aproximado utilizando los estimadores propuestos
anteriormente.

3.2 Parametro de inmigracion a

Uno de los principales problemas, en este modelo,
es la estimacién del pardmetro a de inmigracion.
Si por ejemplo, tenemos informacién de casos de
contagios procedentes de individuos inmigrantes I,
los primeros 7 dias, se puede proponer el siguiente
estimador para a [10]:

Por lo tanto;
Ar(n) = a, (i — 1) / (it —

Ay(n) =ain,para m =1

1),para m> 1

De manera andloga se procede con los estimadores

my y ml . Desafortunadamente, en el caso

Ciencia en Desarrollo, Vol. 13 No. 2, julio-diciembre de 2022 77



G. Plata-Bello et al.

de Bogotd, no hay informacién, a partir del 25
de enero del 2021, del ndimero de inmigrantes
infectados que ingresaron a la ciudad. Para antes
de esa fecha se dispone solamente de informacion
parcial. Por esta razén, fue necesario implementar
una metodologia de series de tiempo para poder
extrapolar la estimacion de este parametro a, hacia
la fecha actual en la cual se hizo el estudio (7 de abril
del 2021).

3.3 Implementacion computacional para el
modelo con inmigrantes

La implementacion del modelo con inmigracién se
puede resumir en los siguientes pasos:

* La estimacion del pardmetro de inmigracién
a, no pudo ser obtenida a través de los
datos recopilados ya que habian demasiados
datos faltantes, no se tenia informacién para
las ultimas 53 observaciones de inmigrantes

contagiados, por lo tanto el wvalor de
esa estimacién tuvo que ser aproximado
y extrapolado a la fecha actual a través
de una metodologia de series de tiempo,
particularmente un modelo ARIMA y un
modelo de suavizamiento exponencial de Holt-
Winters [2].

* Los datos utilizados para la estimacién
corresponden al mismo conjunto de datos en el
modelo anterior sin inmigracion [4].

* El valor promedio de individuos contagiados
en este modelo con inmigracién es calculado
a partir de: Aj(n) = Mom" + aXi—\mk de
acuerdo a [10].

La gréfica de inmigrantes contagiados por dia en
la ciudad de Bogotd y el total acumulado, puede ser
apreciado en las figuras 5y 6.

Conteo diario de contagios inmigrantes

o

2020-04-15 2020-05-01 2020-05-15

2020-06-01

¥
AL Al \

2020-06-15 2020-07-01 2020-07-15 2020-08-01

Figura 5. Nimero de inmigrantes contagiados diariamente.

Nimero total acumulado de contagios importados

Nimero total de contagios

o 20 '-1;] EIJZI SID JEIIC .12'3 14‘3
Dias despues del 6/03/2020 hasta el 25/01/2021

Figura 6. Numero total acumulado de inmigrantes
contagiados.
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Uno de los grandes inconvenientes para este
modelo es que los datos correspondientes a indi-
viduos inmigrantes solo se encontraban disponibles
hasta alrededor del dia 151 (gran cantidad de datos
faltantes dentro de esta base de datos) y el conjunto
de datos para toda la poblaciéon infectada tiene
registros por encima del dia 400 desde el inicio
de la pandemia en Bogotd, por lo tanto se tiene
que extrapolar esa estimacién para un horizonte de
prondstico hasta la fecha actual.

La descomposicion de la serie de inmigrantes
contagiados en cada una de sus componentes de
tendencia, nivel, ruido y estacionalidad se pueden
apreciar en la siguiente grafica (figura 7).
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Figura 7. Descomposicion de la serie de inmigrantes.

Claramente, como la serie de tiempo tiene un
comportamiento que no es estacionario se opta por
realizar, en primer lugar, un ajuste por suavizamiento
exponencial. El ajuste de acuerdo a la salida del

Conteo Inmigrantes

2020-05-01 2020-05-15

2020-04-15

2020-06-01

cddigo Python se puede apreciar en la figura 8. El
prondstico arrojado por esta metodologia fue un
valor aproximado de a; = 4.40.

2020-06-15 2020-07-01 2020.07-15 2020-08-01

Figura 8. Ajuste de la serie via suavizamiento exponencial.

Por otro lado, se realizé un ajuste mediante el
enfoque ARIMA a través de la funcién auto.arima()
de la libreria forecast en R-Studio cuya grafica
se muestra en la figura 9. De acuerdo a esta
funcidén, el mejor modelo con base al criterio de
informacién AIC, fue un modelo ARIMA(0,1,1). El
prondstico para este caso, fue de aproximadamente
ay;, =3.520, por lo tanto este serd el valor a extrapolar
y con este valor se hard la comparacién para el
modelo sin inmigracién, es importante recordar que
este valor representa el valor esperado del proceso
estocdstico (I )y asociado a las personas inmigrantes
contagiadas.

A continuacidn, se presentan las comparaciones
del valor promedio de contagio por un i.c. para los
modelos con y sin inmigracion, para cada uno de los

Pronéstico de inmigrantes contagiados

sl

T T T T T
5 10 15 20 25

10

Contagios por dia

Figura 9. Pronéstico para nuevos casos extranjeros.

estimadores anteriormente mencionados (figuras 10,
11(a) y 11(b)). Adicional a ello se hace un prondstico
de este valor para 5 dias, los cuales corresponden a
las dltimas cinco observaciones en cada una de estas
gréficas a partir del dia 20.
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Estimador Lotka-Nagaev ind no-registrados

=—— sin inmigracion
350 - =—k= ron inmigracion

. et

I 20 b3

0 5 10 5
Dias despues del 19/03/2021

Figura 10. Numero esperado de contagios individuos
no registrados.

En ambos casos, figuras 10, 11(a), se tiene un
crecimiento exponencial supercritico debido a que
el pardmetro de contagio fue mayor a uno. Los
valores pronosticados del modelo con inmigrantes
se muestra en el cuadro 4:

Tabla 4. Prondsticos modelo con inmigracidn.

n+1 n+2 n+3 n+4 n+5
Crump 129,32 139,23 149,65 160,59 172,08
Lotka 239,52 266,76  296,8 329,9 366,4
Harris 75,82 79,43 83,05 86,66 90,28

En las figuras 10, 11(a) y 11(b) el comportamiento
asintético de los estimadores, para cada caso,
corresponde a lo establecido por la teoria, en primer
lugar, los estimadores Lotka- Nagaev y Crump-Hove,
al ser valores supercriticos m > 1, el comportamiento
asintético del pardmetro de contagio tiene un
crecimiento exponencial para ambos casos (con y
sin inmigracién), sin embargo, para el estimador de
Harris, cuyo valor estimado fue muy cercano a uno
m = 1, el comportamiento asintético para el modelo
con inmigracion es creciente de forma lineal.

4 Comparacion del modelo en la ciudad de
Delhi para la situacion actual

En esta seccién, se hard una comparacién para
la situacién actual de contagios desde la fecha
del 10 de junio del 2021 entre las ciudades de
Bogotd y Delhi de la Republica de la India. Las
figuras 13(a) y 13(b) muestran un comportamiento
exponencial decreciente del pardmetro de contagio
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(b) Niimero esperado de contagios individuos no
registrados

Figura 11.

para estas dos ciudades en cada uno de los tres
estimadores. Esto coincide con una baja de contagios
que se ha venido presentando en ambas ciudades
recientemente (figuras 12(a) y 12(b)). En ambos
casos, vemos que se presenta un nivel subcritico ya
que para ambas ciudades el pardmetro de contagio
fue inferior a uno, m < 1. Este comportamiento,
de acuerdo a la teoria de procesos de ramificacion,
corresponde a una eventual extincién del proceso
evolutivo de la enfermedad a medida de que pasan
los dias, en otras palabras, se espera que el proceso
de contagio se extinga o tienda a ser cero a medida
que transcurran los dias en estas dos ciudades.
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12000 - Lo+

- Lotka-Nagaev
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Nimero de contagios por dia
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(a) Numero de contagios diarios Bogota , .
(a) Numero esperado de contagios casos no
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(b) Nimero de contagios diarios Delhi o i

Figura 12. (b) Nimero esperado de contagios casos no
registrados Nueva Delhi

. T . Fi; 13.
El valor promedio de individuos no registrados m gura
contagiados por un i.c. es estimado para cada caso.
Los valores obtenidos se presentan en la tabla 5 en Tabla 6. Pronéstico de contagios por un individuo

cada una de las ciudades. infectado.
Bogotd n+1 n+2 n+3 n+4 n+5
Crump 0.36 0.35 0.34 0.32 0.31

Tabla 5. Pardmetro de contagio m Bogotd y Delhi

Bogotd dian=1 | Delhi dian=1 Lotka 002 001 001 001 001
My (1) 0.85 M (1) 0.89 Harris  0.13 0.2 0.1 010 0.9
M (1) 092 | Mi(1) 0.83 Delhi n+1 n+2 n+3 n+d4 n+5
M (1) 096 | Mi(1) 096 Crump 045 043 042 040 039

Lotka 0.06 005 005 0.04 0.04

En la tabla 6 se presenta un prondstico de m para Harris 001 001 001 0.00 0.00
5 dias después del 09/07/2021 en ambas ciudades.
Recordemos que este valor indica, en promedio,
cudntos contagios de individuos no registrados se
espera tener por un solo individuo infectado con A grandes rasgos, el mayor esfuerzo de este trabajo
Covid-19. Estos valores corresponden a las dltimas  se centra en dar una estimacién al parametro de

5 Conclusiones y trabajo futuro

5 observaciones de la figura 13. reproduccién m, esto debido a que la estimacién
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de este valor permite determinar la criticidad del
proceso asociado a los individuos asintomaticos de
la poblacién. En el proceso sin inmigracidn, la
criticidad del proceso puede ser subecritica (m < 1)
critica (m = 1) o supercritica (m > 1), de acuerdo
a lo obtenido, el pardmetro de reproduccién para
los estimadores de de Lotka-Nagaev y Crump-Hove
fue mayor a uno en ambos casos, supercritico
para el estimador de Lotka-Nagaev y ligeramente
supercritico para el estimador de Crump-Hove, por
lo tanto era de esperarse que el comportamiento
asintético del nimero esperado de contagios por
un i.c. fuera creciente de forma exponencial. Por
otro lado, el valor de reproduccién, obtenido por el
estimador de Harris, fue muy cercano a uno, lo cual
se considera un caso critico y como consecuencia se
esperaba que el crecimiento asintético del pardmetro
de contagio m, a medida que n tiende a infinito,
fuera constante. De manera similar, en el caso
con inmigracion, la estimacion de este parametro
también determina el comportamiento asintético
del proceso para cada uno de los estimadores
y los resultados obtenidos corresponden a lo
establecido por la teorfa, en primer lugar, para los
estimadores Lotka- Nagaev y Crump-Hove, al ser
valores supercriticos, el comportamiento asintético
se esperaba que fuera exponencial para ambos casos
(con y sin inmigracién). Por el contrario, en la
estimacién de Harris, al ser un valor muy cercano
a uno, el comportamiento asintético para el modelo
con inmigracién fue creciente de forma lineal.

A pesar de las ventajas que pueda ofrecer el
presente modelo debido a su sencillez, la validez
de los resultados dependen de los datos oficiales
de la regién donde se desee hacer el estudio. En
este caso, para la estimacién del paridmetro de
reproduccién inmigrante a,, hubo que hacer una
extrapolacién del valor para la fecha actual en la
cual se hizo el estudio, esto a raiz de que no se
tenian registros de inmigrantes contagiados a partir
del 25 de enero del 2021 y el estudio se hizo
para los 20 dias mads recientes antes del 7 de abril
del 2021. A la fecha actual de este analisis, el
valor m de reproduccién en la ciudad de Bogota
es ligeramente mayor a uno, lo cual corresponde
a un crecimiento exponencial y la estimacién de
este valor puede ser considerada como un primer
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paso a la elaboracién de un modelo epidemiolégico
mucho mas complejo [11], por ejemplo, un modelo
que ademds de los individuos del tipo 77 y 7> tenga
en cuenta otros individuos y variables, entre ellos,
el periodo de incubacién de la enfermedad, los
individuos recuperados, hospitalizados, vacunados,
entre otros.

Una de las principales métricas para evaluar la
eficacia del modelo corresponde a la estimacion
del nimero de contagios por dia (por ejemplo via
Harris) comparado con el valor que se obtuvo en la
muestra, sin embargo, se podria mejorar este criterio
de calidad, analizando la distribucién asociada a los
individuos del proceso Z; (n) la cual es desconocida,
por ejemplo via simulaciones, y comparar los valores
calculados para el pardmetro de contagio obtenidos
por medio del proceso conocido Z,(n) para evaluar
la eficiencia del modelo presentado frente al
modelo desconocido. Otra desventaja presentada
en este modelo fue la estimacién del pardmetro de
reproduccion asociado a los individuos inmigrantes
en vista de que no se tenfan registros para muchos de
estos casos y a la no estacionariedad de la serie de
contagios, se opt6 por dos metodologias del andlisis
de series de tiempo, suavizamiento exponencial
y un modelo ARIMA, pudiendo optar por otra
alternativa (por ejemplo modelos de redes neuronales
y aprendizaje profundo para prondsticos de largo
plazo, los cuales han demostrado buenos ajustes
[6]) sin embargo, la estimacion de este pardmetro
es algo que se podria abordar con més detalle ya
que la estimacién de este valor es determinante
para evaluar la diferencia entre el modelo con y sin
inmigracién. Como trabajo futuro, esta metodologia
es util para estudiar el modelo de ramificacién
con edad dependiente y factores de comorbilidad
aun siguiendo el mismo esquema de procesos de
ramificacién de Galton-Watson.
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