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Comparación de algunas estimaciones del τ de Kendall para
datos bivariados con censura a intervalo

Comparison of some estimations of Kendall’s τ for interval-censored bivariate data
Jessica K. Serna-Morales1∗, Mario C. Jaramillo-Elorza1∗∗, Carlos M. Lopera-Gómez1∗∗∗.

Resumen

Los datos de falla bivariados son comunes en estudios de confiabilidad y supervivencia, donde la estimación de la fuerza de
dependencia es a menudo un paso importante en el análisis de los datos. En la literatura, se ha establecido que los coeficientes
de correlación miden la relación lineal entre dos variables, pero también pueden existir relaciones no lineales fuertes entre ellas.
El coeficiente de concordancia τ de Kendall se ha convertido en una herramienta útil para el análisis de datos bivariados, la cual
es usada en pruebas no paramétricas de independencia y como una medida complementaria de asociación. En el análisis de
datos de confiabilidad, hay un fenómeno que ocurre cuando el valor de las observaciones se conoce parcialmente, lo cual se
conoce como censura. En este trabajo, se comparan vı́a simulación dos métodos de estimación del τ de Kendall, una de ellas
suponiendo normalidad en las distribuciones marginales y ajustándolas individualmente, y la otra basada en cópulas (Gaussiana
y Clayton), donde los datos bivariados están censurados a intervalo. La comparación se hace mediante el error cuadrático medio
y la mediana de la desviación absoluta. Los resultados muestran que el método basado en la aproximación cópula produce en
general estimaciones más precisas que el método de ajuste individual de las marginales.
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Abstract

Bivariate failure data are common in reliability and survival studies, where estimation of dependency is often an important step
in data analysis. In the literature, it known that the correlation coefficients measure the linear relationship between two variables,
but strong non-linear relationship can also exist between them. Kendall’s τ concordance coefficient has become a useful tool for
bivariate data analysis, which is used in nonparametric tests of independence and as a complementary measures of association.
In the analysis of reliability data, there is a phenomenon that occurs when the value of the lifetime is partially known, which is
known as censoring. In this paper, two estimation methods of Kendall’s τ are compared via simulation, one of them assuming
normality in marginal distributions and adjusting them individually and the other based on copulas (Gaussian and Clayton),
where the bivariate data are interval censored. The comparison is made using the mean squared error and the median absolute
deviation. The results show that the method based on the copula approximation generally produces more precise estimates than
the method of individual adjustment of the marginals. Keywords: Association measures, copula, Gaussian mixture model, survival
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1. Introducción

El análisis de datos de confiabilidad proporciona a los con-
sumidores una medida asociada con la duración promedio
de un producto de interés, y a su vez los fabricantes cuentan
con una medida que les indica qué tan bueno es su producto.
Una caracterı́stica tı́pica de los datos en confiabilidad es
la presencia de censura, la cual se clasifica en: censura a
derecha, censura a izquierda o censura a intervalo [1]. Este
trabajo, se enfoca en la censura a intervalo, que se produce
cuando el tiempo de falla de un producto es desconocido
pero se sabe que ocurrió en un intervalo de tiempo que por
lo general es aleatorio.

En el caso de muestras aleatorias bivariadas se debe tener
en cuenta la estructura de dependencia asociada, de tal ma-
nera que en el análisis de datos se logre identificar dicha
estructura, para medirla usualmente se utiliza el τ de Ken-
dall, propuesto en [2]. El coeficiente de concordancia τ de
Kendall, mide el grado de dependencia entre dos variables
aleatorias, cuya escala de medida es ordinal o de intervalo;
la estimación del τ de Kendall se basa en el orden de las
observaciones. La propiedad más importante del τ de Ken-
dall es que es invariante a transformaciones monótonas. Una
extensión para estimar el coeficiente de concordancia τ de
Kendall, con censura a intervalo, es propuesta por [3].

Para estimar el τ de Kendall en datos bivariados con censura
a intervalo, [4] proponen una estimación basada en máxi-
ma verosimilitud que en lugar de usar los datos censurados
de forma múltiple directamente, estima la covarianza de los
datos censurados individualmente. Alternativamente, [5] pro-
ponen modelar las distribuciones marginales con un modelo
de falla acelerado con un término de error flexible sugerido
por [6], la asociación se modela de forma paramétrica y se
utilizan las cópulas Gaussiana y Clayton para datos bivaria-
dos.

En este artı́culo, se comparan a través de un estudio de si-
mulación los métodos anteriormente descritos para estimar
el coeficiente de concordancia τ de Kendall para datos biva-
riados con censura a intervalo. Tal comparación se realiza
mediante dos medidas de calidad de los estimadores que
son: el error cuadrático medio y la mediana de la desviación
absoluta.

En la Sección 2, se presentan algunos conceptos importantes
para el desarrollo de este trabajo, tales como: función de
supervivencia, tipos de censura, estimación de la función
de supervivencia para datos con censura a intervalo y me-
didas de asociación. La Sección 3 presenta dos métodos de
estimación del τ de Kendall: la primera es la estimación
suponiendo normalidad en las marginales y ajustándolas
individualmente, y la segunda es la estimación por medio de

cópulas, en particular se usan las cópulas Gaussiana y Clay-
ton. En la Sección 4, se realiza un estudio de simulación,
en donde se comparan los resultados analizados de los dos
métodos mediante el error cuadrático medio y la mediana
de la desviación absoluta. Finalmente, la Sección 5 presenta
algunas conclusiones de la investigación.

2. Conceptos básicos

A continuación se presentan algunos conceptos importantes
relacionados con la función de supervivencia, los tipos de
censura, la estimación de la función de supervivencia para
datos con censura a intervalo, medidas de asociación, cópu-
las, el modelo de mezcla gaussiano penalizado y el modelo
de tiempo de falla acelerado.

2.1. Función de supervivencia

La función de supervivencia es el complemento de la función
de distribución acumulada, da la probabilidad de sobrevivir
más allá del tiempo t. Sea T una variable aleatoria continua
no negativa, que representa el tiempo de supervivencia de
un individuo de una población, la función de supervivencia
S(t) se define como:

S(t) = 1−F(t) = P(T > t) =
∫

∞

t
f (x)dx, (1)

donde F(t) es la función de distribución acumulada (f.d.a) y
f (x) es la función de densidad de probabilidad (f.d.p).

Sean T1 y T2 dos variables aleatorias continuas no negativas,
la función de supervivencia conjunta es:

S(t1, t2) = P(T1 > t1,T2 > t2), t1, t2 ≥ 0. (2)

Es decir S(t1, t2) es la probabilidad de que ambas unidades
sobrevivan a los tiempos t1 y t2, respectivamente.

2.2. Tipos de censura

Una caracterı́stica tı́pica de los datos de supervivencia es el
hecho de que el tiempo hasta un evento no siempre se obser-
va exactamente y las observaciones están sujetas a censura.
Las pruebas de vida a menudo usan datos con censura, ya
sea a izquierda, a derecha o a intervalo.

Siguiendo la notación en [7], donde los individuos acuden
periódicamente a visitas programadas donde se verifica si un
evento ha ocurrido o no, para los individuos cuyos tiempos
están censurados a izquierda, el evento de interés ha ocu-
rrido antes de la primera visita, para los individuos cuyos
tiempos están censurados a la derecha, a menudo, el estudio
termina antes de que todos los sujetos que hacen parte de
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éste hayan mostrado el evento de interés, debido a que el
sujeto abandona el estudio antes de experimentar el evento,
por tanto el evento no ha ocurrido hasta la última visita del
sujeto. En la censura a intervalo, la falla se encuentra entre
dos visitas, pero no se sabe en qué momento exactamente
ocurrió la falla.

La censura se puede clasificar en 3 tipos que son tipo I, tipo
II y aleatoria. Los datos con censura tipo I, resultan cuando
todas las unidades que no han fallado antes de un tiempo
pre-especificado tc, se censuran en el tiempo tc (censura al
tiempo). Los datos con censura tipo II resultan cuando una
prueba es terminada después de un número pre-especificado
r de fallas, 2≤ r ≤ n (censura a la falla). Cuando r = n, todas
las unidades fallan y esto se conoce como datos completos.
La censura aleatoria se refiere a los individuos que dejan de
asistir al estudio por otros motivos que no están relacionados
con el estudio, este tipo de censura está sujeta al azar.

En la práctica, cuando se realiza un determinado estudio, es
importante distinguir cuándo los datos están censurados a
derecha, a izquierda o a intervalo. Siguiendo a [7], se utiliza
la notación ⌊l,u⌋ para señalar un intervalo abierto, semi-
abierto o cerrado con lı́mite inferior l y lı́mite superior u,
acompañado de un indicador de censura δ igual a 0,1,2 ó 3
para denotar censura a derecha, censura a izquierda, censura
a intervalo o falla exacta, respectivamente, como se ilustra
en la siguiente tabla:

Tabla 1: Representación de los tipos de censura.

Observación Intervalo ⌊l,u⌋ δ

Censura a derecha en l 0 < l < u = ∞ 0
Censura a izquierda en u 0 = l < u < ∞ 2
Censura a intervalo 0 < l < u < ∞ 3
Falla exacta en t 0 < l = t = u < ∞ 1

2.3. Medida de asociación τ de Kendall

Las medidas de asociación globales más conocidas son el
coeficiente de correlación de Pearson y el coeficiente de
concordancia τ de Kendall.

La medida de correlación más utilizada es el coeficiente
de correlación de Pearson, fue definido originalmente para
variables aleatorias que tienen distribución normal bivariada.
El coeficiente de correlación de Pearson mide la fuerza de
asociación lineal entre dos variables aleatorias, esta medida
no es muy atractiva para modelar distribuciones de super-
vivencia bivariadas. En ese caso, se define otra medida de
asociación como lo es el coeficiente τ de Kendall.

El τ de Kendall es una medida de dependencia que repre-
senta el grado de concordancia entre dos variables. Para va-
riables aleatorias continuas, sean (X1,Y1) y (X2,Y2) vectores

aleatorios independientes e idénticamente distribuidos, cada
uno con función de distribución conjunta H(x,y), entonces
el τ de Kendall es dado por la probabilidad de concordancia
menos la probabilidad de discordancia [8], dada por:

τ = τ(X ,Y )

= P [(X1 −X2)(Y1 −Y2)> 0]−P [(X1 −X2)(Y1 −Y2)< 0] .
(3)

La estimación muestral del τ de Kendall definida en [9]
en términos de concordancia y discordancia, se presenta a
continuación:

Sea (x1,y1) ,(x2,y2) , . . . ,(xn,yn) una muestra aleatoria de n
observaciones de un vector (X ,Y ) de variables aleatorias
continuas ó al menos ordinales. Un par de observaciones
(xi,yi) y (x j,y j) son concordantes si xi < x j y yi < y j, ó si
xi > x j y yi > y j y un par de observaciones (xi,yi) y (x j,y j)
son discordantes si xi < x j y yi > y j, ó si xi > x j y yi < y j.

Existen
(n

2

)
pares diferentes (xi,yi) y (x j,y j) de observacio-

nes en la muestra, y cada par es concordante o discordante.
Sea Nc el número de pares concordantes y Nd el número de
pares discordantes. Entonces la estimación del τ de Kendall
para la muestra se define como:

τ̂ =
Nc −Nd

Nc +Nd
. (4)

La principal ventaja del τ de Kendall es que su distribución
se aproxima a la distribución normal rápidamente, cuando
el tamaño de la muestra es grande.

2.3.1. Propiedad de invarianza del τ de Kendall

Sean (X1,Y1) y (X2,Y2) dos variables aleatorias bivariadas in-
dependientes, cada una con la distribución bivariada común
de H (x,y), y sean g1 y g2 dos funciones reales monóto-
nas (crecientes ó decrecientes), entonces τ [g1 (X) ,g2 (Y )] =
τ (X ,Y ). La demostración de este resultado se puede ver en
[10].

2.3.2. Otras propiedades del τ de Kendall

Si se asume que las distribuciones marginales son continuas,
se tienen los siguientes resultados para el coeficiente de
concordancia τ de Kendall.

1. −1 ≤ τ ≤ 1

2. τ = 1 ó (τ =−1) si y sólo si Y = g(X), para alguna
función g monótona creciente ó (decreciente).

3. τ = 0, si X y Y son independientes.
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2.4. Cópulas

Una cópula es una función multivariada que describe la aso-
ciación entre las variables de una distribución conjunta. En
[7] se considera que la distribución marginal describe la for-
ma en que una variable aleatoria actúa por sı́ sola, mientras
que la función cópula describe cómo se unen para deter-
minar la distribución multivariada. Las cópulas extraen la
estructura de dependencia de la función de distribución con-
junta y por lo tanto, separan la estructura de dependencia
de las funciones de distribución marginal; además se han
convertido en una herramienta importante en varios campos,
como en medicina, ingenierı́a, economı́a entre otras áreas.

[8] considera un par de variables aleatorias X y Y con distri-
buciones marginales F(x)=P[X ≤ x] y G(y)=P[Y ≤ y], res-
pectivamente, y con distribución conjunta H(x,y) = P[X ≤
x,Y ≤ y].

Se define la cópula Cα , con α el parámetro de la cópula, co-
mo una función que le asigna al par (F(x),G(y)) un número
real H(x,y) en el intervalo [0,1], es decir:

Cα : [0,1]× [0,1]→ [0,1]
(F (x) ,G(y))→ H (x,y)

Las cópulas tienen las siguientes propiedades:

1. Cα(a,0) = 0 =Cα(0,b) para todo a,b ∈ [0,1].

2. Cα(a,1) = a y Cα(1,b) = b para todo a,b ∈ [0,1].

3. Para todo (a1,b1),(a2,b2)∈ [0,1]× [0,1] con a1 ≤ a2
y b1 ≤ b2 se tiene que:

Cα (a2,b2)−Cα (a1,b2)−Cα (a2,b1)+Cα (a1,b1)≥ 0.

Siguiendo a [7]. Sean (T1,T2) el par de tiempos de supervi-
vencia que se encuentran en el rectángulo ⌊l1,u1⌋×⌊l2,u2⌋
con 0 ≤ l j < u j ≤ ∞, para j = 1,2. Los indicadores de cen-
sura a izquierda y a intervalo para Tj ( j = 1,2) se deno-
tan como δ

(1)
j y δ

(2)
j , los cuales producen el vector δδδ =

(δ
(1)
1 ,δ

(2)
1 ,δ

(1)
2 ,δ

(2)
2 ). Se denota por y = (l1,u1, l2,u2)

′
los

datos censurados a intervalo y asumiendo que (T1,T2) son
independientes de (L1,U1,L2,U2), pero (L1,U1) y (L2,U2)
pueden ser dependientes.

Denote por D la muestra de tamaño n de variables alea-
torias i.i.d de intervalos bivariados ⌊l1i,u1i⌋×⌊l2i,u2i⌋(i =
1, . . . ,n).

Las cópulas también pueden ser definidas en términos de la
función de supervivencia S y se denominan cópulas de super-
vivencia. Sean T1 y T2 dos variables aleatorias continuas no
negativas, con funciones marginales de supervivencia S1(t) y

S2(t) respectivamente y la función de supervivencia conjun-
ta S(t1, t2) = P[T1 > t1,T2 > t2], la cópula de supervivencia
está dada por

S(t1, t2) = C̆α(S1(t1),S2(t2)), (5)

donde C̆α es una cópula de supervivencia especı́fica con
parámetro α , el cual regula la asociación entre T1 y T2.

La cópula Cα de una función de distribución acumulada
H y su cópula de supervivencia C̆α están relacionadas de
la siguiente manera: C̆α(a,b) = a+b+Cα(1−a,1−b)−1.

Cuando se trabaja con cópulas una decisión importante, es
la de elegir la cópula adecuada para modelar los datos [11],
en donde el mayor interés se encuentra en la dependencia de
las variables aleatorias. Existe una gran variedad de cópulas,
entre ellas se encuentran las cópulas Gaussiana y Clayton,
que han sido utilizadas en [9].

Cuando se supone un modelo con enfoque paramétrico para
datos que presentan censura a intervalo, hay dificultad para
elegir la distribución correcta. La solución a este problema
se puede encontrar con el uso de una cópula. La medida de
asociación τ de Kendall se puede expresar como una función
de una cópula de supervivencia de la siguiente manera:

τ = 4
∫

∞

0

∫
∞

0
F(t1, t2)dH(t1, t2)−1

= 4
∫ 1

0

∫ 1

0
C̆(u,v)dC̆(u,v)−1.

Para varias cópulas, se puede establecer la relación entre
el parámetro de la cópula y las medidas de asociación ρ

de Pearson y τ de Kendall. Se considerarán las cópulas
Gaussiana y Clayton. Adicionalmente, se definirá la cópula
Gumbel que es utilizada en este trabajo para la generación
de las bases de datos en el estudio de simulación.

2.4.1. Cópula Clayton

Para θL > 0 , con θL , 1 y α = θL el parámetro de la cópula
Clayton, la cual se define como [7]:

C̆C
θL
(u,v) = (u1−θL + v1−θL −1)

1
1−θL . (6)

También se conoce como la familia Pareto de cópulas.

El modelo Clayton asume una “constant local cross ratio
function”, la cual evalúa el grado de dependencia en un solo
punto de tiempo y se define como [5]:

θL(t1, t2) = S(t1, t2)

 ∂ 2S(t1,t2)
∂ t1∂ t2

∂S(t1,t2)
∂ t1

∂S(t1,t2)
∂ t2

 (7)
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La “local cross ratio function” tiene una interpretación muy
natural en las tasas de riesgo condicionales como en [12], a
saber:

θL(t1, t2) =
λ1(t1|T2 = t2)
λ1(t1|T2 ≥ t2)

=
λ2(t2|T1 = t1)
λ2(t2|T1 ≥ t1)

,

donde λ1 y λ2 son las funciones de riesgo para T1 y T2 res-
pectivamente.

La independencia corresponde a un valor θL = 1, la depen-
dencia positiva θL > 1 y la dependencia negativa θL < 1.

2.4.2. Cópula Gaussiana

Los datos bivariados que se distribuyen normal producen la
cópula Gaussiana, con α = ρ el parámetro de la cópula, que
en este caso corresponde al coeficiente de correlación lineal
de Pearson. La expresión de la cópula Gaussiana está dada
por [5]:

C̆G
ρ (u,v) = Φρ [Φ

−1(u),Φ−1(v)], (8)

donde Φρ denota la función de distribución normal bivariada
estándar con correlación ρ . La cópula Gaussiana no tiene
una forma cerrada simple, pero puede expresarse como una
integral sobre la densidad de (U,V ). En dos dimensiones
para |ρ|< 1 se tiene que:

C̆C
ρ (u,v) =

∫ a

−∞

∫ b

−∞

exp
{
− (s2

1−2ρs1s2+s2
2)

2(1−ρ2)

}
2π(1−ρ2)1/2

ds1ds2, (9)

donde a = Φ−1(u) y b = Φ−1(v)

La cópula Gaussiana, puede ser considerada como una es-
tructura de dependencia que interpola entre la dependencia
positiva perfecta y la dependencia negativa, donde el paráme-
tro ρ representa la fuerza de la dependencia.

2.4.3. Cópula Gumbel

La función de confiabilidad bivariada perteneciente a la
familia Gumbel tiene la siguiente forma [13]:

Cα(u,v) = exp{−[(− lnu)1/α +(− lnv)1/α ]}α , (10)

donde 0 < α < 1.

Sean T1 y T2, tiempos de falla Weibull. Una función de
confiabilidad conjunta para la distribución Weibull bivariada
definida en [14] es:

S(t1, t2) = exp

−

( t1
θ1

) β1
α

+

(
t2
θ2

) β2
α

α
 , (11)

donde, β1,θ1,β2,θ2 son los parámetros de forma y escala
asociados a los tiempos T1 y T2, respectivamente, los cuales
son positivos. 0 < α ≤ 1 es el parámetro de dependencia
entre T1 y T2, donde las distribuciones marginales están
dadas por:

Sk(t) = exp

{
−
(

t
θk

)βk
}
, k = 1,2, t > 0 (12)

Cuando α = 1 se cumple que hay independencia entre los
tiempos de falla Weibull T1 y T2.

Si se compara la ecuación (11) con la ecuación (10), la re-
presentación de la distribución Weibull bivariada se obtiene
mediante la cópula Gumbel, para 0<α < 1, es decir, cuando
T1 y T2 no son independientes.

2.4.4. Relación del parámetro de la cópula con las me-
didas de asociación ρ de Pearson y τ de Kendall

Para las diferentes cópulas descritas en la Sección 2.4, se
puede establecer una relación explı́cita entre el parámetro
de la cópula y una medida de asociación.

Siguiendo a [7], para la cópula Clayton, el τ de Kendall
y el parámetro θL se relacionan como τ = θL/(θL +2). La
cópula Clayton solo permite modelar correlaciones positivas.

Para la cópula Gaussiana, la correlación ρ de Pearson es
el parámetro de la cópula. El coeficiente τ de Kendall está
dado por: τ = (2/π) · arcsin(ρ).

2.5. Modelo de mezcla gaussiano penalizado

En este modelo se presenta la estimación de las densidades
de los errores para el método basado en cópulas que se desa-
rrollará en la Sección 3.2.

Para conjuntos de datos bivariados, siguiendo la notación
de [7], g(y1,y2) representa la densidad conjunta de (Y1,Y2)

′
,

Yd = log(Td) (d = 1,2) con g1(y1) y g2(y2) las densidades
marginales. Para una muestra de tamaño n, una aproxima-
ción suave de esta densidad puede obtenerse de una suma
ponderada penalizada de densidades normales bivariadas no
correlacionadas ubicadas en una rejilla predefinida, es decir,
que la densidad es diferenciable. El método se basa en el
procedimiento de suavizado penalizado descrito en [15].

Con los puntos de la rejilla preespecificados µµµk1,k2
=(µ1,k1 ,µ2,k2)

′
(k1 =

1, . . . ,K1; k2 = 1, . . . ,K2), se asume que:

y =

(
y1

y2

)
∼

K1

∑
k1=1

K2

∑
k2=1

wk1,k2 N2(µµµk1,k2
, ΣΣΣ), (13)
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donde N2(.) denota la distribución normal bivariada y

ΣΣΣ =

[
σ2

1 0
0 σ

2
2

]

es una matriz de covarianza diagonal con valores preespe-
cificados de σ2

1 y σ2
2 . Además, wk1,k2 > 0 para todo k1,k2 y

∑
K1
k1=1 ∑

K2
k2=1 wk1,k2 = 1.

La idea de este método es estimar los pesos wk1,k2 (k1 =
1, . . . , K1;k2 = 1, . . . ,K2) maximizando la verosimilitud, de
forma que los puntos de la rejilla permanezcan fijos. Los
estimadores de máxima verosimilitud sin restricciones se
pueden obtener expresando el log de la verosimilitud como
una función de a = (ak1,k2 : k1 = 1, . . . ,K1; k2 = 1, . . . ,K2)

′

usando la siguiente igualdad:

wk1,k2 = wk1,k2(a)

=
exp(ak1,k2)

∑
K1
j1=1 ∑

K2
j2=1 exp(a j1, j2)

.

Un término de penalización que involucra las diferencias de
los a-coeficientes (ver [15]), está dado por:

q(a;λλλ ) =
λ1

2

K1

∑
k1=1

K2

∑
k2=1+s

(∆s
1ak1,k2)

2 +
λ2

2

K1

∑
k1=1

K2

∑
k2=1+s

(∆s
2ak1,k2)

2,

(14)

el cual evita un sobreajuste. En la ecuación (14) el vector
λλλ = (λ1,λ2)

′
con λ1,λ2 > 0 son los parámetros de penali-

zación ó suavizado. ∆s
d es el s-ésimo operador de diferencia

en la d-ésima dimensión (d = 1,2), definido iterativamente
(para la primera dimensión) como ∆s

1ak1,k2 = ∆
s−1
1 ak1,k2 −

∆
s−1
1 ak1,k2−1 para s> 0 y ∆0

1ak1,k2 = ak1,k2 . Dados λ1 y λ2, el
log de la verosimilitud penalizada lP(a;λλλ ) = l(a)−q(a;λλλ )
es maximizado con respecto a a, produciendo estimaciones
âk1,k2 (k1 = 1, . . . ,K1; k2 = 1, . . . ,K2). Los valores óptimos
de λ1 y λ2 se pueden obtener minimizando el criterio de
Akaike (AIC). Este procedimiento proporciona un enfoque
paramétrico que produce una solución suave, ver [16].

2.6. Modelo de tiempo de falla acelerado

Es usado para modelar las distribuciones marginales de una
cópula de supervivencia, ya sea la Gaussiana o la Clayton,
a través del paquete de R smoothSurv. Más adelante en la
Sección 3.2, se mostrará que las distribuciones marginales
de la cópula Gaussiana siguen un modelo tiempo de falla
acelerado, por lo que es necesario mostrar algunos aspectos
teóricos de este modelo.

Siguiendo la notación en [7] el modelo de tiempo de falla
acelerado (AFT) está dado por:

log(T ) = XXX
′
βββ + ε, (15)

con T el tiempo de supervivencia, XXX un vector de covaria-
bles, βββ el vector de parámetros de regresión y ε una variable
aleatoria del error. Sean h0 y S0 la función de riesgo y su-
pervivencia base, respectivamente, de la variable aleatoria
T0 = exp(ε). Para un sujeto con vector de covariables XXX , se
asume que la función de riesgo y supervivencia son:

h(t|XXX) = h0[exp(−XXX
′
βββ )t]exp(−XXX

′
βββ ), (16)

y
S(t|XXX) = S0[exp(−XXX

′
βββ )t]. (17)

Por tanto,

T = exp(XXX
′
βββ )T0, (18)

es decir, el efecto de una covariable implica una aceleración
o desaceleración en comparación con el tiempo de evento
base.

En [7] enfatizan que en la práctica se utiliza con frecuen-
cia una forma totalmente paramétrica del modelo AFT, es
decir, se supone que el término de error ε tiene una densi-
dad especı́fica g(ε). Los supuestos más comunes para g(ε)
son la densidad normal, la densidad logı́stica y la densidad
de Gumbel (valor extremo). Por lo tanto, el modelo AFT
paramétrico asume una forma paramétrica para los efectos
de las variables explicativas y también asume una forma
paramétrica para la función de supervivencia subyacente.
Luego, la estimación se realiza mediante una maximización
estándar del log de la verosimilitud.

Cuando sólo se utiliza una covariable categórica en el mo-
delo, la curva de supervivencia de Kaplan-Meier se puede
calcular para los sujetos de cada categorı́a por separado. Las
curvas de supervivencia de Kaplan-Meier se pueden super-
poner con las curvas de supervivencia paramétrica ajustadas
para los grupos especı́ficos. Cuando se usan covariables con-
tinuas o muchas covariables, los sujetos podrı́an dividirse en
un cierto número de grupos (por ejemplo, 3, referidos a pa-
cientes de riesgo bajo, medio y alto) según la puntuación de
riesgo XXX

′
βββ . La comparación de las curvas de supervivencia

de Kaplan-Meier con las curvas de supervivencia ajustadas
en cada grupo proporciona nuevamente una indicación de
bondad de ajuste.

De las ecuaciones (15) y (18) se puede ver que el modelo
AFT es de hecho un modelo de regresión lineal estándar con
un tiempo de supervivencia logarı́tmico transformado.

3. Métodos de estimación del τ de Kendall para
datos bivariados con censura a intervalo

En esta Sección se presentan los dos métodos de estima-
ción, que se usan en este trabajo, para estimar la medida de
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asociación τ de Kendall.

3.1. Estimación bajo el supuesto de normalidad
bivariada

El enfoque de estimación del coeficiente τ de Kendall que
se va a describir a continuación, fue propuesto por [4].

Sean (X ,Y ) el par de tiempos censurados que se encuentran
en el rectángulo ⌊l1,u1⌋×⌊l2,u2⌋ con 0 ≤ l j < u j ≤ ∞, para
j = 1,2. Se asume que (X ,Y ) son independientes de las va-
riables de censura (L1,U1,L2,U2), pero (L1,U1) y (L2,U2)
pueden ser dependientes.

Además, suponga que las variables aleatorias (X ,Y ) siguen
una distribución normal bivariada, con vector de medias
µµµ = (µX ,µY )

′ y matriz de varianzas y covarianzas

ΣΣΣ =

(
σ2

X σXY
σXY σ2

Y

)
,

con σXY = ρ σX σY .

Bajo estas condiciones, la estimación de máxima verosimili-
tud del vector de parámetros θθθ = (µX ,µY ,σX ,σY ,ρ) se basa
en el log de verosimilitud dado por:

l(µX ,µY ,σX ,σY ,ρ) = l(θθθ)

=
n

∑
i=1

Gi, (19)

donde,

Gi = log[F(u1i,u2i)] si X , Y están censurados a iz-
quierda.

Gi = log[F(u1i,u2i)−F(l1i,u2i)] si X está censurado
a intervalo y Y a izquierda.

Gi = log[FY (u2i)−F(l1i,u2i)] si X está censurado a
derecha y Y a izquierda.

Gi = log[F(u1i,u2i)−F(u1i, l2i)] si X está censurado
a izquierda y Y a intervalo.

Gi = log[F(u1i,u2i)−F(l1i,u2i)−F(u1i, l2i)+F(l1i, l2i)]
si X ,Y están censurados a intervalo.

Gi = log[FY (u2i)−F(l1i,u2i)−FY (l2i)+F(l1i, l2i)] si
X está censurado a derecha y Y a intervalo.

Gi = log[FX (u1i)−F(u1i, l2i)] si X está censurado a
izquierda y Y a derecha.

Gi = log[FX (u1i)−FX (l1i)−F(u1i, l2i)+F(l1i, l2i)] si
X está censurado a intervalo y Y a derecha.

Gi = log[1−FX (l1i)−FY (l2i)+F(l1i, l2i)] si X , Y están
censurados a derecha.

donde, F es la función de distribución conjunta acumulada
de (X ,Y ), FX es la función de distribución marginal acumula-
da de la variable aletoria X y FY es la función de distribución
marginal acumulada de la variable aletoria Y .

Siguiendo a [4], maximizar esta verosimilitud con respecto
a los 5 parámetros es difı́cil, por lo que se sugiere estimar
los parámetros µX ,µY ,σX ,σY por separado para cada una
de las distribuciones marginales, las cuales presentan cen-
sura a derecha, a izquierda y a intervalo, bajo los supuestos
X ∼ N(µX ,σ

2
X ) y Y ∼ N(µY ,σ

2
Y ). Cuando se tienen las es-

timaciones para µX ,µY ,σX ,σY con la verosimilitud en (19)
se estima ρ , y luego, usando la relación de Greiner dada en
[17], τ = (2/π)arcsin(ρ), se estima el τ de Kendall.

3.2. Método cópula

El método cópula consiste en seleccionar una cópula de su-
pervivencia, ya sea la cópula Gaussiana o Clayton, luego se
ajustan las distribuciones marginales, las cuales se modelan
con el modelo de tiempo de falla acelerado con un término
de error flexible, como se describe en la Sección 2.6. Con
las distribuciones marginales ajustadas se procede a estimar
el parámetro de la cópula, el cual está relacionado con el τ

de Kendall.

En esta parte de la estimación se describe el enfoque em-
pleado en [5] que permite que el parámetro de dependencia
α de la respectiva cópula dependa de las covariables. Pa-
ra la cópula Clayton el parámetro de dependencia θL se
modela en la escala logarı́tmica, es decir, log(αi) = γγγ

′
xxxi,

con γγγ = (γ1, . . . ,γp)
′

un vector p-dimensional de paramétros
de la regresión desconocidos y con xxxi = (x1,i, . . . ,xp,i)

′
un

vector p-dimensional de covariables asociadas sobre el i-
ésimo sujeto. Para la cópula Gaussiana, la dependencia se
modela con la transformación de Fisher, es decir, 1

2 log[(1+
αi)/(1−αi)] = γγγ

′
xxxi. Las distribuciones marginales también

pueden depender de las covariables, que pueden ser dife-
rentes al parámetro de la cópula. El vector de dimensión m,
zzzi = (z1,i, . . . ,zm,i)

′
representa los valores de las covariables

asociadas con el i-ésimo sujeto.

Usando la notación en [5] en una muestra aleatoria de ta-
maño n y bajo el modelo (5) el log de la verosimilitud está
dado por:

logL(γγγ,S1,S2|YYY ,XXX ,ZZZ) =
n

∑
i=1

l(γγγ,S1,S2|yyyiii,xxxiii,zzziii,δδδ ) =
n

∑
i=1

li, (20)

donde YYY ,XXX ,ZZZ representan las matrices de los vectores yyyiii,xxxiii
y zzziii respectivamente. Cada contribución de la verosimili-
tud individual puede escribirse como una suma de nueve
términos diferentes dependiendo de si la observación tie-
ne censura a izquierda, a intervalo o a derecha en ambas
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dimensiones, es decir,

l(γγγ,S1,S2|XXX ,δδδ ) = δ
(1)
1 δ

(1)
2 logS11(γγγ|XXX)

+δ
(1)
1 δ

(2)
2 logS12(γγγ|XXX)

+δ
(1)
1 (1−δ

(1)
2 −δ

(2)
2 ) logS13(γγγ|XXX)

+δ
(2)
1 δ

(1)
2 logS21(γγγ|XXX)

+δ
(2)
1 δ

(2)
2 logS22(γγγ|XXX)

+δ
(2)
1 (1−δ

(1)
2 −δ

(2)
2 ) logS23(γγγ|XXX)

+(1−δ
(1)
1 −δ

(2)
1 )δ

(1)
2 logS31(γγγ|XXX)

+(1−δ
(1)
1 −δ

(2)
1 )δ

(2)
2 logS32(γγγ|XXX)

+(1−δ
(1)
1 −δ

(2)
1 )(1−δ

(1)
2 −δ

(2)
2 ) logS33(γγγ|XXX),

(21)

donde,

S11(γγγ|XXX)=P(T1 ≤ l1,T2 ≤ l2)= 1−S1(l1)−S2(L2)+
C̆α [S1(l1),S2(l2)].

S12(γγγ|XXX)=P(T1 ≤ l1, l2 <T2 ≤ u2)= S1(l1)−S1(u1)+
C̆α [S1(l1),S2(u2)]−C̆α [S1(l1),S2(l2)].

S13(γγγ|XXX)=P(T1 ≤ l1,T2 > u2)= S2(u2)−C̆α(S1(l1),S2(u2)).

S21(γγγ|XXX) = P(l1 < T1 ≤ u1,T2 ≤ l2).

S22(γγγ|XXX)=P(l1 <T1 ≤ u1, l2 <T2 ≤ u2)= C̆α [S1(l1),S2(l2)]−
C̆α [S1(l1),S2(u2)]−C̆α [S1(u1),S2(l2)]+C̆α [S1(u1),S2(u2)].

S23(γγγ|XXX)=P(l1 <T1 ≤ u1,T2 > u2)= C̆α [S1(l1),S2(u2)]−
C̆α [S1(u1),S2(u2)].

S31(γγγ|XXX)=P(T1 > u1,T2 ≤ l2)= S1(u1)−C̆α [S1(u1),S2(u2)].

S32(γγγ|XXX)=P(T1 > u1, l2 <T2 ≤ u2)= C̆α [S1(u1),S2(l2)]−
C̆α [S1(u1),S2(u2)].

S33(γγγ|XXX) = P(T1 > u1,T2 > u2) = C̆α [S1(u1),S2(u2)].

Para estimar el parámetro α de la cópula y si las funciones
de supervivencia S1 y S2 son conocidas, un estimador natu-
ral está dado por el estimador de máxima verosimilitud en
(20). La estimación de la máxima verosimilitud completa
puede resultar en cálculos bastante largos, sin embargo, en
[7] se propone un procedimiento de dos etapas basado en la
pseudo verosimilitud en forma parámetrica, en [5] siguen
este procedimiento, en el que se estiman S1 y S2 y se reem-
plazan Ŝ1 y Ŝ2 en (20). Luego, se estima γγγ maximizando la
pseudo verosimilitud l(γγγ, Ŝ1, Ŝ2), obtenida de la ecuación
(21) conectando las estimaciones Ŝ1 y Ŝ2.

Como en [5] se propone modelar las distribuciones margi-
nales de supervivencia con un modelo de tiempo de falla
acelerado con un término de error flexible propuesto por [6],
este enfoque permite la incorporación de covariables en las
distribuciones marginales. Formalmente, se estiman Sk, para
k = 1,2 de la siguiente expresión:

log(Tk,i) = βββ
′
kzzzi + εk,i, i = 1, . . .n, (22)

donde βββ k = (βk,1, . . . ,βk,m)
′

es un vector m-dimensional de
parámetros de la regresión desconocidos y εk,1, . . . ,εk,n son

variables de error aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas con densidad gεk(εk), la cual se expresa utilizan-
do la mezcla normal penalizada, es decir,

gεk(εk) = ζ
−1
k

Kk

∑
j=1

ck, j(aaak)φ

(
εk −ηk

ζk

∣∣∣∣µk, j,σ
2
k,0

)
(23)

donde µk,1, . . . ,µk,Kk es un conjunto de knots equidistantes
fijos, σk,0 es una base fija de desviación estándar, ηk es un
intercepto desconocido, ζk es un parámetro de escala desco-
nocido y φ(·|µ,σ2) una densidad normal con media µ y des-
viación estándar σ . Finalmente, sea aaak = (ak,1, . . . ,ak,Kk)

′

un vector de parámetros y definiendo los pesos de la mezcla
desconocidos ck, j(aaak) usando la siguiente ecuación:

ck, j(aaak) =
exp(ak, j)

∑
Kk
p=1 exp(ak,p)

, −∞ < ak, j < ∞ y j = 1, . . . ,Kk. (24)

Al introducir aaak, el problema de máxima verosimilitud res-
tringido cambia a uno de verosimilitud no restringido. Para
facilitar la notación, los autores en [5] asumen que ak,[Kk/2]=0,
donde [.] es la función techo de un número real. Los paráme-
tros βββ k y aaak se estiman con máxima verosimilitud penaliza-
da, en donde la penalización se aproxima por el método de
diferencias finitas cuadradas de orden s para los parámetros
aaak.

Siguiendo a [5], dado un parámetro de suavizado λ , la verosi-
militud penalizada está representada de la siguiente manera:

lP,n = ln −
λ

2

Kk

∑
j=s+1

(
∆

sak, j
)2
, (25)

donde ln representa la verosimilitud ordinaria de las n ob-
servaciones y ∆s es el operador de diferencia de orden s.
El parámetro de suavizado óptimo se elige minimizando
el criterio de información de Akaike (AIC) a partir de un
conjunto de diferentes valores de λ .

La estimación de la varianza para los parámetros de la cópula
estimados es difı́cil, por lo que en [18] proponen un proce-
dimiento a través de bootstrap. Para M fijo, se producen M
estimadores γ̂γγm; m = 1, . . . ,M de γγγ . La varianza de γ̂γγ puede
ser estimada por la varianza muestral de los γ̂γγmmm’s. Al usar
el método Delta, se obtiene la varianza para la estimación
de otros parámetros como α que es el parámetro de una
determinada cópula o para la medida de asociación.

4. Estudio de simulación

Para realizar la estimación del τ de Kendall con el método
de ajuste individual de las marginales, se utilizó el paquete
censcor del software estadı́stico R.
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Para la simulación del método cópula se utiliza el enfoque
descrito en [5], en el que implementa la función fit.copula,
que está disponible en el paquete icensBKL de R. En este
método para modelar las distribuciones marginales con un
modelo de falla acelerado con término de error flexible [6],
se utilizó el paquete smoothSurv de R, utilizando la ecua-
ción (22).

4.1. Medidas de calidad de los estimadores

Para evaluar si las estimaciones asociadas a un paramétro de
interés a partir de una muestra aleatoria resultan adecuadas,
se pueden utilizar medidas de calidad, tales como el error
cuadrático medio y la mediana de la desviación absoluta. Al
calcular estas medidas a diferentes estimadores, se puede
establecer cuál de ellos es el mejor.

4.1.1. Error cuadrático medio (ECM)

Sea T un estimador de un paramétro desconocido θ . En [19]
se define el ECM como el valor esperado del cuadrado de la
diferencia entre T y θ , es decir

ECM(T ) = E[(T −θ)2] =V (T )+ [B(T )]2, (26)

donde B(T ) y V (T ) son el sesgo y la varianza del estimador
puntual T , respectivamente.

4.1.2. Mediana de la desviación absoluta (MDA)

La MDA es una medida robusta para la variabilidad de
un estimador. Sea θ un parámetro de interés y sea T es
estimador puntual de θ , la MDA se define como la mediana
del valor absoluto de la diferencia entre la estimación y el
valor real [4]:

MDA = mediana(|T −θ |). (27)

4.2. Esquema de simulación

En el esquema del estudio de simulación se generaron los
datos de una cópula Gumbel con la función BiCopsim del
paquete VineCopula de R, con la finalidad de generar datos
bivariados de una distribución Weibull, la cual es una de las
distribuciones que más se utiliza en confiabilidad. Teniendo
en cuenta que las marginales de una cópula son distribucio-
nes uniformes, se emplea el teorema de la transformación
inversa para generar marginales de una distribución ex-
ponencial con media 1, la cual es un caso particular de la
distribución Weibull.

El porcentaje de censura que se utilizó en la generación de
los datos es el siguiente: para garantizar el 30% de censura

a izquierda se trabaja con el quantil 0,3, para el 30% de
censura a derecha se toma el cuantil 0,7 y el restante son
censuras a intervalo. La relación que tiene el coeficiente de
concordancia τ de Kendall con el parámetro de la cópula
Gumbel es τ = 1−α . Se creó una base de datos bivariados
con los tres tipos de censura en las marginales. Se usó esta
base para estimar el τ de Kendall con el método para datos
suponiendo normalidad en las marginales y ajustándolas in-
dividualmente. La misma base de datos se usó para estimar
el τ de Kendall usando el método cópula para las familias
Gaussiana y Clayton.

Para la generación de las visitas se tiene en cuenta lo si-
guiente: la primera visita se genera aleatoriamente de una
distribución uniforme entre (0,1) y para las siguientes se
suma la constante 1, representando una visita cada año para
el evento de interés, con máximo 10 visitas.

En el esquema de simulación se tuvo en cuenta lo siguiente:

1. Se consideraron 9 escenarios de simulación determi-
nados por:

a. Tres valores del τ de Kendall, τ = 0,2,0,5,0,8.

b. Tres tamaños muestrales n = 50,100,200.

2. Se calcula el ECM y la MDA para la estimación del τ

de Kendall en cada conjunto de datos bivariados, apli-
cando los métodos de estimación antes descritos: M1.
Ajuste individual de las marginales, M2G. Método
cópula Gaussiana, y M2C. Método cópula Clayton.

Para el cálculo del ECM y la MDA en cada escenario de
simulación, se generaron 500 réplicas de la base de datos
bivariada.

4.3. Resultados

nnn τττ
ECM

M1 M2G M2C

50
0.2 0.0201 0.0239 0.0144
0.5 0.1027 0.0416 0.0696
0.8 0.1848 * 0.0880

100
0.2 0.0172 0.0141 0.0188
0.5 0.0860 0.0497 0.0705
0.8 0.1746 * 0.0953

200
0.2 0.0160 0.0087 0.0247
0.5 0.0873 0.0601 0.0604
0.8 0.1675 * 0.0943

∗ : no reportado por problema de estimación en este escenario.

Tabla 2: ECM de las estimaciones usando el Método de ajuste
individual de las marginales (M1), el Método cópula Gaussiana
(M2G) y el Método cópula Clayton (M2C)
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nnn τττ
MDA

M1 M2G M2C

50
0.2 0.1210 0.1019 0.1048
0.5 0.3140 0.1536 0.2357
0.8 0.4350 * 0.2947

100
0.2 0.1219 0.0706 0.1362
0.5 0.2857 0.1602 0.2426
0.8 0.4065 * 0.3069

200
0.2 0.1234 0.0666 0.1603
0.5 0.2947 0.2133 0.2339
0.8 0.3985 * 0.3048

*: no reportado por problema de estimación en este escenario.

Tabla 3: MDA de las estimaciones usando el Método de ajuste
individual de las marginales (M1), el Método cópula Gaussiana
(M2G) y el Método cópula Clayton (M2C)

Las Tablas 2 y 3 dan los valores del ECM y de la MDA, res-
pectivamente, para los dos métodos bajo estudio: método del
ajuste individual de las marginales (M1) y el método cópula
(M2G y M2C), para cada combinación de los parámetros n
y τ . Observe que para el valor de τ = 0,8, en la estimación
del ECM y de la MDA por medio de la cópula Gaussiana
(M2G), el proceso de estimación de τ falló, por lo cual no
se reportaron tales valores.

A partir de los resultados mostrados en las Tablas 1 y 2, se
construyen las gráficas que se presentan a continuación en
donde se puede apreciar mejor el comportamiento de las
medidas de calidad de los estimadores (ECM y MDA) en
los escenarios analizados.
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Figura 1: Relación entre el ECM y el τ de Kendall, para los
métodos de estimación y tamaños de muestra bajo estudio

En la Figura 1, se puede observar que bajo una baja depen-
dencia (τ = 0,2) los métodos estudiados tienen valores de
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Figura 2: Relación entre la MDA y el τ de Kendall, para los
métodos de estimación y tamaños de muestra bajo estudio

ECM muy similares, pero a medida que la dependencia au-
menta a valores moderados (τ = 0,5) o fuertes (τ = 0,8), el
método cópula (M2G y M2C) presentó valores menores con
respecto al método de ajuste individual de las marginales
(M1). Note también que los valores de ECM aumentan a
medida que también lo hace el τ de Kendall.

En la Figura 2, se puede observar que bajo una alta depen-
dencia (τ = 0,8) el método cópula Clayton (M2C) presentó
valores menores en la MDA que el método de ajuste indivi-
dual de las marginales (M1), pero bajo valores de dependen-
cia moderada (τ = 0,5) o baja (τ = 0,2), el método cópula
Normal (M2G) presentó valores menores con respecto a
los otros dos métodos (M1 y M2C). De nuevo note que los
valores de MDA aumentan a medida que también lo hace el
τ de Kendall.

5. Conclusiones

De acuerdo a los métodos descritos en secciones anteriores
y al proceso de simulación se llega a las siguientes conclu-
siones:

Para escenarios de simulación con dependencia alta
(τ = 0,8) el proceso de estimación del τ de Kendall
usando el método cópula Gaussiana (M2G) falló, por
lo cual no se reportaron valores del ECM y de la
MDA. En este escenario, el método cópula Clayton
produce mejores valores de las medidas de calidad
de la estimación con respecto al método de ajuste
individual de las marginales.

La estimación del τ de Kendall por medio del método
cópula usando las cópulas Normal (M2G) y Clayton
(M2C), es en general mejor que la estimación del τ
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de Kendall con el método de ajuste individual de las
marginales (M1), ya que proporciona valores de MDA
y ECM más bajos.

En los métodos de estimación bajo estudio, se observó
que a medida que el coeficiente τ de Kendall aumenta,
los valores de MDA y ECM también lo hacen, lo que
indica que los estimadores pierden precisión, cuando
los datos son dependientes.

Una explicación sobre el por qué, en el estudio de simula-
ción, el método basado en cópulas tiene un mejor desempeño
que el método de ajuste individual de las marginales, es que
este último impone que la distribución conjunta de los datos
sigue una distribución normal bivariada, mientras que en el
método cópula el ajuste de las marginales se hace a través
de un modelo de tiempo de falla acelerado con un término
de error flexible, que es menos restrictivo.
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