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Efectos en la Reactividad con Temperatura de
Retroalimentación

Effects of Feedback Temperature on Reactivity
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Resumen

Diferentes simulaciones numéricas para el cálculo de la reactividad con efecto de temperatura de retroalimentación se presentan
en este trabajo. Se considera la aproximación de la serie de Euler-Maclaurin con el segundo número de Bernoulli para
discretizar la ecuación inversa de la cinética puntual. El efecto Doppler se considera con dependencia de la temperatura de
retroalimentación, la cual se calcula recursivamente a partir de un valor inicial. Se realizan diferentes experimentos numéricos
con diferentes pasos de cálculo, tiempos de simulación y formas de la densidad de la población de neutrones para validar el
método propuesto.
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Abstract

This paper presents various numerical simulations to improve the calculation of nuclear reactivity while considering the effect
of feedback temperature. The Euler-Maclaurin series approximation with the second Bernoulli number is used to discretise the
inverse equation of point kinetics. Additionally, the Doppler effect is taken into account, considering its dependency on the
feedback temperature, which is recursively calculated from an initial value. Several numerical experiments are conducted with
different time steps, simulation times, and neutron population density distributions to validate the proposed method.
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1. Introducción

El crecimiento de un paı́s está directamente relacionado con
la producción de energı́a, ya que la población con mejor
calidad de vida disfruta de las diferentes comodidades que
le ofrece la tecnologı́a, a su vez el crecimiento industrial
demanda mayor consumo de energı́a. Este aumento en con-
sumo de electricidad se debe hacer de forma segura y viable
para el planeta. Una alternativa real son las centrales nu-
cleares donde se lleva a cabo la producción de energı́a que
se genera del proceso fı́sico llamado fisión nuclear. Dicho
proceso, que ocurre a nivel subatómico, consiste en la divi-
sión del núcleo de un átomo pesado, el cual se utiliza como
combustible en los reactores nucleares [1]. Para operar el
reactor nuclear con seguridad, se debe conocer con buena
precisión el valor de la reactividad, este valor se conoce
usando la ecuación inversa de la cinética puntual [2].

Diferentes estudios se han realizado para calcular la reacti-
vidad, uno de los primeros trabajos se hizo con el método
de diferencias finitas usando un filtro pasa-bajo [3] para re-
ducir las fluctuaciones de alta frecuencia en la densidad de
neutrones. Al año siguiente, un método estadı́stico usando
el criterio de mı́nimos cuadrados fue usado para determinar
la fuente de neutrones en el cálculo de la reactividad [4].
Posteriormente, se presentó un método que puede calcular
la reactividad en tiempo real con una aproximación lineal
para la densidad de la población de neutrones [5]. En los si-
guientes dos años, se propone una medición de la reactividad
en tiempo real con componentes electrónicos [6]. Despues,
se introduce el método “ı́ndice memorial” para el cálculo
de la reactividad [7]. En 2003, se propone otro método que
considera ruido en la densidad de neutrones y la presencia
de una fuente de neutrones externa, se aplicaron los mı́nimos
cuadrados con distintos ajustes para reducir las fluctuaciones
en dicha densidad [8]. El método con los polinomios de La-
grange de tercero y quinto orden de precisión fue presentado
para diferentes formas de la densidad de neutrones [9]. El
método basado en la serie de Euler-Maclaurin se presentó
con una buena aproximación [10]. Posteriormente, un ajuste
trapezoidal con el filtro de Savizky-Golay se presenta para
reducir fluctuaciones en la densidad de neutrones [11]. Otro
método que se presentó usa la transformada wavelet [12],
en otra investigación se emplea el transporte hibrido [13],
y en otro, la reconstrucción de la reactividad por medio de
detectores de neutrones [14]. Un trabajo más reciente lo-
gra discretizar la integral que contiene la dependencia de la
densidad de neutrones en la ecuación inversa de la cinética
puntual utilizando infinitos números de Bernoulli, sin con-
siderar ruido en la densidad de neutrones, permitiendo una
mayor precisión en el cálculo de la reactividad [15].

Sin embargo, ninguno de esos métodos considera la tempe-
ratura en realidad. La densidad de neutrones puede producir
cambios en la temperatura lo que resulta en cambios en la
reactividad. Cuando la densidad de neutrones incrementa,
también lo hace el calor de fisión y, dado que el calor reside

en el elemento combustible, la temperatura del combustible
también aumenta. Este incremento en la temperatura del
combustible aumenta la resonancia de absorción efectiva,
lo que significa un aumento en la absorción de neutrones
disminuyendo ası́ la reactividad, esto se conoce como Efecto
Doppler [1]. Existen otros trabajos que calculan la densidad
de neutrones con efectos de retroalimentación y consideran
la reactividad conocida, entre algunos tenemos [16–21].

En este trabajo se presenta un estudio para aplicar los efec-
tos de temperatura considerando la ecuación inversa de la
cinética puntual, suponiendo que se conoce la densidad de
neutrones para el cálculo de la reactividad y poder estable-
cer un tiempo donde sea posible aplicar tal suposición. El
método está fundamentado en la fórmula de Euler-Maclaurin
que permite aproximar la integral contenida en la ecuación
inversa de la cinética puntual mediante sumas finitas [10].

Este trabajo se encuentra organizado en cuatro secciones: en
la primera se presentan las consideraciones teóricas, en la
segunda el método propuesto. Después, en la tercera sección
se presentan los resultados más relevantes y finalmente se
muestran las conclusiones.

2. Consideraciones teóricas

Las ecuaciones de la cinética puntual son un conjunto de
siete ecuaciones diferenciales no lineales fuertemente aco-
pladas. La incorporación de los términos por retroalimen-
tación debido a los efectos de temperatura se expresa de la
siguiente forma [1]:

dP(t)
dt

=

(
ρ(t)−β

Λ

)
P(t)+

6

∑
i=1

λiCi(t). (1)

dCi(t)
dt

+λiCi(t) =
βi

Λ
P(t), i = 1, . . . ,6. (2)

ρ(t) = ρx(t)−α[T (t)−T0]. (3)

dT (t)
dt

= HP(t) (4)

Siendo P(t) la densidad de neutrones, Ci la concentración de
precursores, βi la fracción i-ésima de neutrones retardados,
ρ(t) la reactividad, Λ el tiempo de generación de neutrones,
β la fracción total efectiva de neutrones retardados, λi es la
constante de decaimiento de i-ésimo grupo de precursores de
neutrones retardados, T es la temperatura del combustible,
α es el coeficiente de temperatura Doppler de reactividad,
H es el recı́proco de la capacidad calorı́fica del reactor.

Las condiciones iniciales de las ecuaciones (1-4) están des-
critas de la siguiente manera,

P(t = 0) = P0. (5)
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Ci(t = 0) =
βi

Λλi
P0. (6)

T (t = 0) = T0. (7)

ρ(t = 0) = ρ0. (8)

Las ecuaciones 1 y 2 describen la evolución temporal de
la densidad de neutrones y la concentración de precursores,
formando un sistema no lineal, fuertemente acoplado que
genera un problema computacional conocido como Stiffness.
Las ecuaciones 3 y 4 describen un modelo adiabático de la
reactividad con efectos de retroalimentación debido a la
temperatura.

Haciendo uso de las ecuaciones 3 y 4, es posible obtener
una expresión para la reactividad Doppler en función de la
densidad de neutrones, de la siguiente forma,

dρD(t)
dt

=−αHP(t). (9)

También es posible obtener una relación de la reactividad
total ρ en la ecuación (1), como una dependencia con la reac-
tividad externa ρx, y la reactividad Doppler ρD representada
por la ecuación (9), de la siguiente forma,

ρ(t) = ρx(t)+ρD(t). (10)

Siendo, la reactividad Doppler,

ρD(t) = α[T0 −T (t)]. (11)

A partir de las ecuaciones 1-2 y las ecuaciones 5-6 es posible
obtener la ecuación inversa de la cinética puntual para lo
cual se realiza el siguiente procedimiento. Primero, se re-
suelve la ecuación 2 por factor integrante o por transformada
de Laplace, aplicando las condiciones iniciales dadas por las
ecuaciones 5-6, se obtiene una expresión para la concentra-
ción de precursores. Segundo, se despeja la reactividad de
la ecuación 1 y posteriormente, reemplazando la expresión
que se obtiene para la concentración de precursores, se llega
a una ecuación que describe la reactividad en términos de la
densidad de neutrones [2],

ρ(t) = β +
Λ

P(t)
dP(t)

dt
− P(0)

P(t)

6

∑
i=1

βie−λit

− 1
P(t)

6

∑
i=1

∫ t

0
λiβie−λi(t−t ′)P(t ′)dt ′.

(12)

La ecuación 12 se le conoce como la ecuación inversa de la
cinética puntual que es normalmente usada para monitorear

la reactividad en tiempo real. Sin embargo, el término que
involucra la integral dependiente de la densidad de neutrones
dificulta el proceso de monitoreo, por ello, es necesario
discretizarlo para disminuir el costo computacional y, en este
trabajo se logra usando la aproximación para una integral
mediante la fórmula de Euler-Maclaurin. Para una forma
conocida de la densidad de neutrones es posible obtener la
forma analı́tica de la reactividad, la cual es útil para calcular
las máximas diferencias y el error promedio absoluto.

3. Método propuesto

Para discretizar el termino integral en la ecuación 12, usamos
la aproximación de Euler-Maclaurin de la siguiente forma
[22],

∫ Zn

0
F(y)dy =

n−1

∑
s=1

F [s]+
1
2
(F [0]+F [n])

−B2

2!

(
F(1)[n]−F(1)[0]

)
−B4

4!

(
F(3)[n]−F(3)[0]

)
.

(13)

Donde B2 = 1/6 y B4 = -1/30. En este trabajo son los prime-
ros dos números de Bernoulli.

Reemplazando la ecuación 13 en la ecuación 12, se obtiene
la reactividad en forma discreta con la aproximación del
segundo número de Bernoulli [15].

ρ[n] =β +
Λ

P[n]
P(1)[n]− P[0]

P[n]

6

∑
i=1

βie−λinT

− ∆t
P[n]

6

∑
i=1

[
n

∑
s=1

hi[n− s]P[s]− 1
2

hi[n]P[0]+
1
2

hi[0]P[n]

]

+
∆t2

12P[n]

6

∑
i=1

[
h(1)i [0]P[n]+hi[0]P(1)[n]−h(1)i [n]P[0]−hi[n]P(1)[0]

]
− ∆t4

720P[n]

6

∑
i=1

[
h(3)i [0]P[n]+3h(2)i [0]P(1)[n]+3h(1)i [0]P(2)[n]+hi[0]P(3)[n]

−h(3)i [n]P[0]−3h(2)i [n]P(1)[0]−3h(1)i [n]P(2)[0]−hi[n]P(3)[0]
]

(14)

Siendo ∆t el paso de cálculo y hi la respuesta del sistema a
un impulso unitario [23], cuya versión continua está dada
por,

hi(t − t ′) = λiβie−λi(t−t ′) (15)

Es posible encontrar una fórmula de recurrencia para la
temperatura, usando las versiones discretas de la ecuación 3
y de la ecuación 4, obtenemos:

T [n] = T [n−1]+HP[n]∆t, n ≥ 1. (16)
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ρx[n] = ρ[n]+α (T [n]−T [0]) , n ≥ 0. (17)

Resumiendo, en este trabajo se calcula la reactividad total
usando la ecuación 14 con la condición de criticidad para un
reactor ρ[0] = 0. La reactividad Doppler se calcula mediante
la versión discreta de la ecuación 11, usando la recurrencia
dada por la ecuación 16 y la reactividad externa se calcula
usando la ecuación 17. Todos estos cálculos se realizan
considerando la temperatura de retroalimentación.

4. Resultados y discusión

En esta sección, se presentan los resultados de los diferentes
experimentos numéricos del método propuesto. Las constan-
tes fı́sicas en este trabajo son para reactores térmicos con
el elemento combustible 235

92 U, las cuales se presentan en la
Tabla 1.

Tabla 1: Parámetros fı́sicos para combustible 235
92 U

Parámetro Valor Parámetro Valor S−1

β1 0.000266 λ1 0.0127
β2 0.001491 λ2 0.0317
β3 0.001491 λ3 0.115
β4 0.001491 λ4 0.311
β5 0.001491 λ5 1.4
β6 0.000182 λ6 3.87

Los parámetros H = 0,05K cm3s−1 y α = 5× 10−5 K−1

fueron usados en las ecuaciones de temperatura y reactividad
para efectos de retroalimentación. La temperatura inicial se
fija en T0 = 1000K, el tiempo de generación de neutrones
instantáneos cuyo valor es denotado por Λ = 2×10−5 s.

En la Tabla 2, se muestran los resultados obtenidos para la
máxima diferencia en el cálculo de la reactividad, conside-
rando una densidad de la población de neutrones de la forma
P(t) = exp(ωt) para diferentes valores ω y se considera un
paso de tiempo en el cálculo de ∆t = 1s. Se observa que para
pequeños valores ω = 0,00243s−1, la menor diferencia en la
reactividad externa es de 4,67pcm con el primer número de
Bernoulli y de 1,52pcm con el segundo número de Bernou-
lli. A medida que aumenta el valor de ω , se aprecia un leve
cambio en las cifras significativas de la reactividad externa
ρx(t). Para grandes valores de ω , fue necesario disminuir
el tiempo final de simulación, debido a que después de de-
terminado tiempo, la reactividad externa sufre una subida
abrupta, tal y como se ilustra en la Figura 1, la cual muestra
la curva de reactividad para un valor de ω = 0,12351s−1, el
tiempo de simulación final fue de t f = 200s.

La Tabla 3 muestra las máximas diferencias obtenidas en
la reactividad para una densidad de neutrones de la forma
P(t) = a+ bt3 con a = 1 y se varı́a el valor de b, con un
paso de tiempo para el cálculo ∆t = 0,2s. El cálculo se hace
hasta un tiempo final de simulación t f = 10000s, para la

Figura 1: Comparación entre ρx(t) y ρ(t) para una densidad de
neutrones de la forma P(t) = exp(ωt) con ω = 0,12353s−1.

reactividad sin retroalimentación, ρ(t), y para la reactividad
externa, ρx(t), con el fin de evaluar el comportamiento de
la reactividad externa para tiempos mayores. Es posible
observar que la máxima diferencia en la reactividad Doppler
ρD(t) para b =

(
0,0127

5/9

)
, es de 2,53×10−5 pcm cuando se

usa el primer número de Bernoulli y de 2,14× 10−5 pcm
cuando se considera el segundo número de Bernoulli.

En la Figura 2 se compara la reactividad analı́tica ρ(t) ob-
tenida por la ecuación 12 conocida en este trabajo como el
método de referencia y ρx(t) con el método propuesto por
medio del primer y segundo número de Bernoulli para la
población de neutrones de la forma P(t) = a+bt3 con a = 1
y b =

(
0,0127

5/9

)
con un tamaño de paso de ∆t = 0,1s, una

temperatura inicial de T0 = 1000K hasta un tiempo final de
simulación t f = 10000s. Se evidencia que después de un
t = 60000s, la reactividad externa, ρx(t), con el primer y
segundo número de Bernoulli tiende a aumentar como en
la densidad de neutrones de forma exponencial debido al
efecto Doppler.

En la Tabla 4 se muestran las simulaciones numéricas para
una densidad de neutrones de la forma P(t) = a+bsin(kt)
para tres diferentes valores dea = 50, 100, 150 dejando fijo
el valor de k = π

10 , con un paso de tiempo ∆t = 0,1s para to-
dos los experimentos numéricos. No se hizo necesario modi-
ficar el tiempo final para el cálculo de la reactividad externa,
ρx(t), dado que no se presentó ningún problema al calcular
la reactividad para el tiempo final establecido de t f = 160s.
Se observa que la máxima diferencia en la reactividad Dop-
pler, ρD(t), para todos los experimentos numéricos, está en
el orden de 10−6 pcm con el primer número de Bernoulli y
del orden de 10−8 pcm con el segundo número de Bernoulli.
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Tabla 2: Máxima diferencia en reactividad para una densidad de población de neutrones de la forma P(t) = exp(ω)t con diferentes valores
de ω .

P(t) = exp(ωt) Máxima diferencia B2[pcm] Máxima diferencia B4[pcm]
ω ρ(t) ρx(t) ρD(t) ρ(t) ρx(t) ρD(t)

0.00243 4.67 ×100 4.67 ×100 1.07 ×10−6 1.50 ×100 1.50 ×100 8.85 ×10−9

0.00688 4.68 ×100 4.68 ×100 1.10 ×10−6 1.51 ×100 1.51 ×100 9.39 ×10−9

0.01046 4.70 ×100 4.70 ×100 1.03 ×10−4 1.51 ×100 1.51 ×100 9.83 ×10−9

0.02817 4.76 ×100 4.96 ×100 1.97 ×10−1 1.54 ×100 1.54 ×100 1.23 ×10−8

0.12353 5.13 ×100 5.13 ×100 2.40 ×10−1 1.72 ×100 1.72 ×100 3.47 ×10−8

Tabla 3: Máxima diferencia en reactividad para una densidad de población de neutrones de la forma P(t) = a+bt3 con a = 1.

P(t) = a+bt3 Máxima diferencia B2 [pcm] Máxima diferencia B4 [pcm]
b ρ(t) ρx(t) ρD(t) ρ(t) ρx(t) ρD(t)

(0,0127)5/9 6,13×10−4 6,39×10−4 2,53×10−5 2,04×10−6 2,34×10−5 2,14×10−5

(0,0127)4/40 6,14×10−4 1,00×10−3 4,08×10−4 2,04×10−6 4,07×10−7 4,04×10−4

(0,0127)4/4 6,15×10−4 4,70×10−3 4,10×10−3 2,04×10−6 4,10×10−3 4,10×10−3

Tabla 4: Máxima diferencia en la reactividad para P(t) = a + sin(kt) con k = π/10

P(t) = a+ sin(kt) Máxima diferencia B2 [pcm] Máxima diferencia B4 [pcm]
a ρ(t) ρx(t) ρD(t) ρ(t) ρx(t) ρD(t)

50 6,17×10−4 6,18×10−4 1,24×10−6 2,05×10−6 2,02×10−6 3,04×10−8

100 6,15×10−4 6,17×10−4 2,49×10−6 2,04×10−6 2,00×10−6 4,81×10−8

150 6,14×10−4 6,18×10−4 3,74×10−6 2,04×10−6 1,98×10−6 6,57×10−8

Figura 2: Comparación entre ρx(t) y ρ(t) para una densidad de
neutrones de la forma P(t) = a+bt3 con a = 1 y b = (0,0127)5/9.

La Figura 3 muestra la diferencia en reactividad entre el
método de referencia ρ(t) y ρx(t) para a = 150 y k = π

10
con un paso de tiempo ∆t = 1s hasta un tiempo final de t f =
100s. Se concluye que el método para calcular la reactividad
con efectos de temperatura es más aproximado si se usa la
aproximación de la serie de Euler-Maclaurin con el segundo
número de Bernoulli.

Figura 3: Comparación entre ρx(t) y ρ(t) para una densidad de
neutrones de la forma P(t) = a+bt3 con a = 1 y b = (0,0127)5/9.

5. Conclusiones

El cálculo de la reactividad dependiendo de la temperatura
de retroalimentación se presentó en este trabajo, el cálculo se
realizó recursivamente considerando el efecto Doppler. Para
tal fin, se resuelve la ecuación inversa de la cinética puntual
con una aproximación usando el primer y el segundo número
de Bernoulli en la serie de Euler-Maclaurin. Los diferentes
resultados numéricos presentan una validez, dependiendo
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de la forma de la densidad de neutrones en un intervalo
de tiempo de simulación. Estos tiempos de simulación se
pueden aumentar para funciones de la densidad de neutrones
que produzcan reactividades pequeñas siendo más corto el
intervalo si la reactividad toma grandes valores.

Financiación: Universidad Surcolombiana.
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