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Resumen

En este articulo se propone y analiza un modelo matematico que incluye el efecto de la combinacién de terapias antirretrovirales
en la dindmica del VIH. Se lleva a cabo un anélisis exhaustivo del comportamiento cualitativo del modelo. Las condiciones
de estabilidad local y global del punto de equilibrio libre de enfermedad y del punto de equilibrio de infeccién crénica se
determinan utilizando el nimero reproductivo basico K. Ademas, se emplean simulaciones numéricas para evaluar el impacto
de diferentes niveles de eficacia de los tratamientos antirretrovirales en la carga viral y en la recuperacién de las células del
sistema inmunoldgico. Los resultados muestran que un aumento en la eficacia de los inhibidores reduce significativamente el
tiempo necesario para alcanzar un estado libre de infeccién, destacando la importancia de combinar terapias para lograr mejores
resultados clinicos.

Palabras Clave: VIH, SIDA, dindmica viral, ecuaciones diferenciales, terapias antirretrovirales, nimero reproductivo basico,
estabilidad local, estabilidad global.

Abstract

In this article, a mathematical model is proposed and analyzed, incorporating the effect of combining antiretroviral therapies on
the dynamics of HIV. A comprehensive analysis of the qualitative behavior of the model is performed. The local and global
stability conditions of the disease-free equilibrium point and the chronic infection equilibrium point are determined using
the basic reproduction number Ry. Additionally, numerical simulations are used to evaluate the impact of different levels of
antiretroviral treatment efficacy on the viral load and the recovery of immune system cells. The results show that increasing
the efficacy of inhibitors significantly reduces the time required to reach an infection-free state, highlighting the importance of
combining therapies to achieve better clinical outcomes.

Keywords: HIV, AIDS, viral dynamics, differential equations, antiretroviral therapies, basic reproduction number, local stability,
global stability.
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1. Introduccién

El Sindrome de Inmunodeficiencia Adquirida (SIDA) abarca
un conjunto de enfermedades provocadas por el Virus de la
Inmunodeficiencia Humana (VIH). Especificamente, el SIDA
se define como la etapa mas avanzada de la infeccién por el
VIH, la cual sigue siendo una de las principales preocupacio-
nes de la salud ptblica a nivel global. Segtn la Organizacién
Mundial de la Salud (OMS) [1], el SIDA ha causado hasta
la fecha actual aproximadamente 40.4 millones de muertes
(con un intervalo de 32.9 a 51.3 millones) en todo el mundo.
Ademas, el Programa Conjunto de las Naciones Unidas so-
bre el VIH/SIDA (ONUSIDA) [2, 3] estima que para el 2024,
alrededor de 39 millones de personas (en un rango de 33.1 a
45.7 millones) estardn viviendo con el VIH a nivel mundial.

Aunque actualmente no se dispone de una vacuna eficaz
contra el VIH, se han desarrollado diversos tipos de terapias
para controlar la infeccién en el cuerpo humano. Entre es-
tas, destacan las terapias antirretrovirales, que incluyen por
ejemplo los inhibidores de la transcriptasa inversa (ITI) y los
inhibidores de la proteasa (IP) del VIH. Segtn [4], los ITI
actdan bloqueando la conversién del ARN viral en ADN, lo
cual limita considerablemente la tasa de infeccién y ayuda a
mantener un conteo saludable de las células T CD4+, un tipo
de linfocito que son el blanco principal del virus. Por su parte,
los IP evitan que los nuevos virus inmaduros no infecciosos,
producidos por células infectadas, maduren y se conviertan
en infecciosos. De esta manera, ambos tipos de inhibidores
contribuyen al control de la carga viral y la preservacion
de las células inmunitarias. Siendo mds precisos, en [5] se
especifican los rangos del conteo de las células T CD4+ como
se ilustra en la Tabla 1.

La carga viral es un término que se utiliza para describir la
cantidad de VIH en la sangre, esto significa que entre mas
VIH haya en la sangre, mds rapido disminuira el conteo de
las células T CD4+ y mayor serd el riesgo de enfermarse por
causa del VIH. Si la carga viral es “indetectable”, entonces no
habra riesgo de transmision del VIH. En la Tabla 2 se ilustran
los rangos de la carga viral de una persona infectada por el
virus del VIH [6].

En base a lo anterior, para comprender mejor la dindmica ce-
lular subyacente del VIH, se han propuesto diversos modelos
matematicos. Los trabajos pioneros de Perelson y Nelson [7]
establecieron modelos béasicos de la dindmica del VIH, tanto
en ausencia como en presencia de tratamiento. Estos modelos
dividen las células T CD4+ en dos categorias principales:
células sanas o susceptibles, e infectadas. Ademas, el virus
se clasifica en particulas infecciosas y no infecciosas.

En algunos modelos que incluyen terapias antirretrovirales,
por ejemplo en [8, 9], se presenta un modelo que incluye
ambas terapias antirretrovirales con eficacias constantes,
sin considerar la proliferacién por parte de las células T
CD4+. Por otro lado, en [10], se desarrolla un modelo que
introduce eficacias terapéuticas variables alo largo del tiempo.
Este enfoque un poco mds realista permite evaluar cémo la
exposicion temporal a los farmacos y la susceptibilidad a los
mismos afectan la carga viral y el conteo de células T CD4+.
Asimismo, se analizan las propiedades analiticas del modelo
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para determinar el impacto de las eficacias variables en las
respuestas antivirales.

Otros trabajos han explorado variantes de estos modelos.
Por ejemplo, en [11, 12], las células T CD4+ infectadas se
clasifican en células latentes (infectadas pero incapaces de
propagar el virus) y células infectadas activas (capaces de
transmitir el virus a células susceptibles). La diferencia pri-
mordial entre estos dos modelos es que en [11] supone que
las células infectadas latentes pasan a ser infecciosas a una
tasa constante, mientras [12] supone que bajo el tratamiento
de los dos antirretrovirales, algunas células infectadas se
curan y pasan a ser de nuevo susceptibles a una tasa cons-
tante. No obstante, ninguno de estos dos modelos incluyen
la proliferacién celular ni distinguen entre virus infecciosos
y no infecciosos, limitdindose a considerar una reduccién
general en la carga viral. En [13], se propone un modelo
con eficiencias terapéuticas tanto constantes como variables.
Aungque no distingue entre virus infecciosos y no infecciosos,
este modelo considera la proliferacién celular y supone que
algunas células infectadas pueden curarse y volver a ser sus-
ceptibles durante el tratamiento. Finalmente [14], propone
un modelo donde incluye ambas terapias sin incluir la proli-
feracion celular y tampoco divide las categorias infecciosas
y no infecciosas por parte de los virus, aunque este modelo
si propone una infeccién de la células susceptibles tanto por
las particulas viricas como de las células infecciosas.

En el presente estudio, introducimos un modelo que incor-
pora la proliferacion de células T CD4+, dado que este factor
desempefia un papel clave en la dindmica de la infeccion.
Ademds, investigamos los efectos combinados de los inhi-
bidores de la transcriptasa inversa y los inhibidores de la
proteasa, considerando los modelos presentados en [8, 9] que
es la novedad de este estudio.

2. Formulacién del modelo

Adaptamos el modelo matemaético propuesto por Perelson y
Nelson [7] para incluir el efecto de los antirretrovirales (ARV)
en el control de la infeccién por VIH. En particular, conside-
ramos el uso de dos tipos principales de antirretrovirales: los
inhibidores de transcriptasa inversa (TI) y los inhibidores de
proteasa (IP) [4], que afectan procesos clave en la replicacion
del virus.

En este modelo, la poblacién total se divide en cuatro compar-
timentos: Ts(t), T;(t), Vi(t) y V.i(t), que representan respectiva-
mente, las concentraciones de células T CD4+ sanas, células T
CD4+ infectadas, copias de virus infecciosos y copias de virus
no infecciosos. Para formular matematicamente el modelo,
se adoptan las siguientes hipétesis:

1. Las células T; se generan en el timo a una tasa constan-
teg > 0y tienen la capacidad de proliferarse mediante
un crecimiento logistico con una tasa de proliferacién
B > 0y una capacidad de carga maxima T . La tasa
de mortalidad natural de estas células estd dada por
us > 0.
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Tabla 1: Rangos de conteo de células T CD4+ por mm® de sangre en la dindmica del VIH [5].

Entre 500 y 1500 células/mm?

Rango comtn entre personas sin VIH.

Mas de 500 células/mm3
Entre 200 y 500 células/mm>
Menos de 200 células/mm?

No se recomienda en general un tratamiento para la infeccién.
Se recomienda iniciar un tratamiento para la infeccién por el VIH.
Existe mayor riesgo de infecciones y enfermedades graves, (SIDA).

Tabla 2: Rangos de la carga viral en un mililitro de sangre de un individuo infectado. El objetivo de la terapias es lograr una

carga viral indectetable.

Alta Entre 100 000 y 1 000 000 de copias por mililitro.

Baja Menor a 10 000 copias por mililitro sin tratamiento.

No detectable

Menos de 40 o 50 copias por mililitro.

2. Las células T, pueden ser infectadas por el virus VIH
a una tasa constante ¥ > 0, es decir, la infeccién
ocurre cuando las particulas virales V; interactdan
con T;. Esto provoca una disminucién de células T
proporcional a —xT,V; y un incremento equivalente
en las células infectadas T;. Las células T; tienen una
tasa de mortalidad constante y; > 0.

3. Cada célula infectada T; produce N copias del virus
durante su vida media. Parte de estas particulas virales
son destruidas por el sistema inmunolégico a una tasa
constante uy > 0 [7].

4. Los inhibidores de transcriptasa inversa limitan la
capacidad del virus de replicarse, reduciendo la infec-
cion de células T;. Este efecto se modela mediante el
término (1 — a;), donde a; representa la eficacia del
inhibidory 0 < ay < 1.

5. Al inhibir la proteasa viral, se impide la formacién
de particulas virales funcionales, dividiendo a la po-
blacién viral en dos fracciones: virus infecciosos (V)
y virus no infecciosos (V,;). Este efecto se modela
mediante el término (1 — a;), donde a, representa la
eficacia del inhibidor de proteasay 0 < a, < 1.

Con base en estas hipotesis, la dindmica del VIH bajo una
combinacién de terapias antirretrovirales puede describirse
mediante el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales no
lineales:

Ti(t) = q + BTs(t) (1 - ];s—(”) — usTs(t)

= (1= a)xT(HVi(D), (1a)

Ti(#) = (1 = a)xTs())Vilt) = wiTi(d), (1b)

Vi) = (1 = a))NwTi(t) = v Vi(h), (1c)

V(8) = aaNpiTit) = py Viu(t), (1d)

con condiciones iniciales T;(0), Ti(0), Vi(0) > 0y V,,;(0) = 0.

La regién de interés biolégico para las soluciones del sistema
(1) viene dada por el siguiente conjunto:
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Ts
T: q+pTs
Q6:= Vl, ER&ZTSSTSE),T5+TI'S ho,
Vni
Nui(q+pT)
Vi, Vig < — o,

donde R? es el octante no negativo de R?, ademds h =

1 TV’IIZX
minf{us, pi}y Tg = 55+ [(ﬂ — )+ /(B )2 +4£L
Teorema 2.1. El conjunto () es positivamente invariante pa-
ra las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales (1) con

condiciones iniciales (T5(0), T;(0), Vi(0), V. (0))T € Q.

Prueba. En ausencia del virus, la ecuacién que describe la
dindmica de las células susceptibles T(t) es:

Ti(t) = q + BT, (1 - TTS )— usTs,

max

lo cual implica que T(t) alcanza un maximo en el valor

[(ﬁ— Us) + /(B — us)? +4Tﬁ—q )

max

Tmax
Ty = 5
Por lo tanto, en ausencia del virus, la poblacién de células T (t)
se estabiliza en el valor TSB' Esto garantiza que, si T,(0) < TSB’
entonces T;(t) < T, para todot > 0.

Sumando las ecuaciones (1a) y (1b), obtenemos:

T;+T{:q+ﬁTs(1—TT5 )—‘usTS—yiTi

< 0] + ﬁTs - ysTs - [JiTi
< q+ ﬁT:,(*] - h(Ts + Tl‘),

donde i = min{us, y;}. Aplicando la desigualdad de Gronwall
en forma diferencial [15], se tiene que, para todo t > 0:

q+pTs
T.(t) + T:(t) < (Ts + T)(0)e ™™ + ———=(1 — ™)

q+pBTs

< .
h

B Ts(*]
h

q+
Esto también implica que T;(t) < para todo t > 0.
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Ahora, de la ecuacién (1c), se tiene:
(1 - a)Npi(q +BTs;)
' < -
e h
N, #z(q + ﬁTsa)
< 0
B h
y, aplicando nuevamente la desigualdad de Gronwall, se
obtiene que, para todo ¢ > 0:

Nui(q + pTs;)
pvh

uv'Vi

- ,UVVI/

Vl(t) < Vi(O)Eiyvt +

< N#z(q + ﬁTsa)
< o .

(1—etvh)

En cuanto a la ecuacién (1d), siguiendo un razonamiento
analogo al utilizado para V(t), se concluye que:

Nui(q + pT5;)

Vni t <
(t) "

, paratodot > 0.

Finalmente, se verifica facilmente que el campo vectorial
definido por (1) sobre d()) no apunta hacia el exterior de €);.
Por lo tanto, cualquier solucién de (1) permanecerd allf para
todo t > 0. O

En el siguiente teorema se prueba la existencia y unicidad de
la solucién del sistema (1).
Teorema 2.2. El sistema de ecuaciones diferenciales (1), con con-
diciones iniciales (Ts(0), Ti(0), Vi(0), V,i(0))" € €U tiene solucién
tinica en Q) para todo t > 0.

Prueba. Denotemos con f = f(t,T;, T;, Vi, Vi) el lado dere-
cho del sistema de ecuaciones diferenciales (1). Observamos
que las cuatro componentes de f son polinomios en las va-
riables Ts, T;, V; y Vi, es decir, f € Co*([0, T] x R*; R*); por
lo que f es una funcién localmente Lipschitz con respecto
a (T, T;,V;, V,;) € R Finalmente, el teorema de Picard-
Lindelof [15] garantiza que dado cualquier valor inicial
(T5(0), T:(0), Vi(0), V,,;(0)) € Q) existe una tinica solucién del
sistema de ecuaciones diferenciales (1) para todo t > 0 en
Q. o

3. Anadlisis de estabilidad

En esta seccién se determinan los puntos de equilibrio ad-
misibles del sistema, junto con el ntimero de reproduccién
bésico, y se analiza la estabilidad local de cada uno.

3.1. Puntos de equilibrio

Los puntos de equilibrio del sistema (1) estan dados por las
soluciones del siguiente sistema algebraico:

g+ BT (1 - TTS ) —wsTs— (1= a))xTsVi=0, (2a)

(1 - al)KTsVi - [JjT,‘ = 0, (Zb)
(1-a)NuT; —uyV; =0,  (20)
(XzN‘LliTi - IHVVV‘i =0. (2d)

Al resolver el sistema obtenemos:
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= El punto de equilibrio libre de enfermedad, denotado
como &y = (Tsa,O, 0,0), se obtiene al suponer que
Vi =0y V, = 0. A partir de la ecuacién (2c), se
deduce que T; = 0. Sustituyendo en (2a), se encuentra
TSB resolviendo la ecuacion cuadrética:

B -
sta -(B- .us)TsB -q=0. 3)

La solucioén positiva es:

T,
Te = == |(B— us) + —Us)? +4
P 28 [(ﬁ ts) + A (B = us)
= El punto de equilibrio de infeccién crénica, denotado
por &« = (TS; , T,-; , V,—; , Vn,-; ), se obtiene asumiendo que
Vii >0y an > 0. A partir de la ecuacién (2c), se

BT

Tmax :| ' (4)

deduce que:
,UVVi*
T]-* = —1
1 (I-a)Nu; ©)
Sustituyendo la expresién (5) en la ecuacién (2b), se
obtiene:

Hv

Ty=———+" 6

7 (1-m) —a)kN ©)

Ahora, reemplazando (6) en la ecuacién (2a), se deduce
que:

Ty
q Py ] )

1
Vi=———|B-p+ o — —2|.
! (1 - 0(1)1{ [‘3 H Ts; Tmax

Sustituyendo esta tdltima expresién de Vi; en (5), se
obtiene:

' q BTs
& I[ﬂ“T— o
1

Finalmente, de la ecuacién (2d), se concluye que:

4%

Vg = —————|B— +i_& )
" (1 - 0[])(1 - Olz)K s T:-*i Tmax '

3.2. Cilculo del nimero reproductivo bésico R,

El nimero reproductivo bésico, denotado como Ry, se define
como el namero promedio de casos secundarios que una
célula infectada genera en una poblacién compuesta exclusi-
vamente por células sanas, se puede determinar utilizando el
método de la matriz de préxima generacién [16], para el sis-
tema (1) en &-. Este valor mide la capacidad de propagacién
de la infeccién en una poblacién susceptible.

Sea x = (T}, V;, V,.;)T, entonces el sistema (1) puede escribirse
como:

d
7 =00 -V,

donde
(1= a)xT,V;
F(x) = 0
0
y
wiT;
V(x) =|uvVi—(1 - ax)NuiT;|.
pv Vi — aaNpi T
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Calculando los jacobianos de ¥ y V, y evaluando en &y,
obtenemos:

0 1- LY])KTS(*) 0
F=1|0 0 0
0 0 0
y
Wi 0 0

-(1-az)Nuy; wpuy O
—a’zN i 0 137
Por consiguiente, el nimero reproductivo bésico del sistema
(1) es el radio espectral de la matriz de préxima generaciéon
que estd dada por FV, el cual puede escribirse como:

Ro = = (1~ ap)(1 - a2)kNTy, (10)
2% 0
donde T; representa la poblacion de células sanas en el punto

de equilibrio libre de enfermedad, descrito por (4).
Nota 3.1. A partir de (6) y (10), se deduce inmediatamente que:

Esta relacion implica que el conteo de las células susceptibles en los
dos puntos de equilibrio permite evaluar el efecto del tratamiento
contra el VIH. Ademds, el punto de equilibrio &+ pueden expresarse
en funcién de Ry de la siguiente manera. Despejando § — s en (3),
obtenemos:

_ B q
B—us= T, Tsa ng . (11)
Sustituyendo (11) en las ecuaciones (7), (8) y (9), se sigue:
s ”7 Ry — (12)
h [-11 s TmaxRO
1 q BT,
Vr; (1 al)K [ " TmaxRO] (RO ) (13)
a q PTs,
it -1). 14
Vi 1 (1 0(1)(1 0(2)1{[ " TmaxRO (RO ) ( )

Como consecuencia directa de la nota 3.1, obtenemos el
siguiente resultado.

Proposicién 3.1. Si el mimero reproductivo bdsico Ry < 1, enton-
ces el punto de equilibrio libre de enfermedad, Ey- = (TSB' 0,0,0),
es el vinico punto de equilibrio admisible para el sistema (1). Por
el contrario, si Ry > 1, el punto de equilibrio de infeccion cronica,
Ep = (Ts;, Tq, Vq, Vm; ), es el inico punto de equilibrio admisible
para el sistema (1).

4. Anilisis de estabilidad local
Teorema 4.1. Si el niimero reproductivo bdsico Ry < 1, entonces,

el punto de equilibrio libre de enfermedad &y = (TS;),O, 0,0) es
localmente asintéticamente estable para el sistema (1).

B rTe — e — (1— )k Vy
J(E) = (ot
0
0
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Prueba. Tenemos que matriz Jacobiana del lado derecho del
sistema (1) evaluada en & es:

B— T — s 0 ~(l-a)xTy 0
](80*) — —Hi (1 - al)KTSB 0
0 (1 - [Xz)N‘Ll,‘ —Uv 0

0 aNy; 0 —lv

Por otra parte, por la ecuacion (4) se tiene que:

Zﬁ 2 max
v B [1 o & (Y
Pq
(- pr+ 4 ) ) |-
(ﬁ—us)2+4ﬁ—q =-VI<0,
Tmax
donde X := (B—u;)? +4Tﬁ—q > 0. En consecuencia el polinomio

max
caracteristico de J(&g) puede escribirse como:

P(A) = (A + VE)A + )
(A2 + (uy + p)A + pipv(1 = Ry)).

De este polinomio, identificamos las raices A; = — VI <0
y Ay = —py < 0. Ahora analicemos las raices del polinomio
cuadratico P1(A) = A2+ (uy + i) A + ity (1= Ro). Por el criterio
de Routh-Hurwitz [17], las raices de P;(A) tienen parte real
negativa siempre que pv + y; > 0,y que piuv(l —Ro) > 0, (lo
cual es cierto si Ry < 1). Por lo tanto, bajo la condicién Ry < 1,
se concluye que todas las raices del polinomio caracteristico
tienen parte real negativa, entonces, el punto de equilibrio
Ep = (TSB’ 0,0,0) es localmente asintéticamente estable para
el sistema (1). O

Teorema 4.2. Para el punto de equilibrio no trivial & = (TS; , Tl-; ,
Vq V”ii)’ si el miimero reproductivo bdsico Ry > 1 y ademds se
28Ty

cumple que s — p + > 0, entonces &+ es localmente

max
asintéticamente estable para el sistema (1).

Demostracion. En este caso tenemos que la matriz jacobiana
del lado derecho del sistema (1) evaluada en el punto de
equilibrio &;- es:

0 -(1- al)KTs’i 0

— U a- al)KTS; 0

(1 — a2)Nu; —y 0
0.’2N‘L11 0 —Uv
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Tomax

Ty
Usando la ecuacion (2a) resulta que, —q — BT, (1 1 ) =
—ysT5; -(1- al)KTS; Vq, luego para el término - Z—ﬁTs* —

Tomax 1
s — (1= Lh)KV,-; se tiene la relacién:

s — s — (1 —a)xVi
1 Zﬁ 2 TS?
- T_ﬁ (‘BTS; - Tax Tsi —T ﬁTS] (1 - Tax

:—L(q+TiT§)=—b<O,

Tsi max 1

siendo b = - (g + -T2 ). Entonces, el polinomio caracte-
Ty Tnax S

ristico de ](811*) puede escribirse como:

P(A) = (A + py)(A% + (@ + b)A® + (ab)A +¢),
dondeE=(1-a)(1—az), a=(uv+ )y
c= (1 - (Xl)éKZN[.liTs; V’; .

Por el criterio de Routh-Hurwitz, el polinomio A® + (a + b)A +
(ab)A + c tiene sus tres raices con parte real negativa puesto
quea+b > 0,c > 0y (a+b)(ab)—c > 0. Esta dltima desigualdad
es cierta ya que:

ab(a +b) —c = (b+ uy)(uy + pi)b + b

26T
+piyv(ys—ﬁ+ T 1)>0.

Asi se tiene que el punto de equilibrio &;- es localmente
asintéticamente estable para el sistema (1). O

5. Anadlisis de Estabilidad Global

Teorema 5.1. El punto de equilibrio libre de enfermedad Ey- de
(1) es globalmente asintdticamente estable en €} si Ry < 1.

Prueba. Parat > 0, definimos la siguiente funcién de Lyapu-
nov diferenciable:

L(t) = (1 = a2)NTi(t) + Vi(h). (15)

Es claro que L(&pr) = 0y L(t) > 0 para todo (Ts, Ty, Vi, Vi) #
Eo--

Ahora calculamos la derivada con respecto a ¢ de L(t) a lo
largo de las soluciones positivas del sistema (1):

L'(t) = (1 - a1)(1 — ax)NxT Vi — (1 — ap)Npi T
+ (1 = )N Ti — uyV;

1 T
= —uy (1 - E(1 —a)(1 - az)KNTST—; V;

0
Ts
= —[.lv (1 - —Ro) Vi.
T,

Dado que T; < T;; en ) y Ry < 1, se concluye que L'(f) <0
para todo t > 0. Ademas, L'(f) = 0 tinicamente en &y. Por
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lo tanto, del sistema (1) se deduce que {Ey-} es el conjunto
invariante mas grande dentro del conjunto:

E= {(TS,T,', V,‘, Vm') S 06 : L’(t) = 0}

Por el principio de invarianza de LaSalle [18], concluimos
que &y es globalmente asintéticamente estable en . o

Corolario 5.1. Si Ry =1, entonces el punto de equilibrio Ey- es
localmente estable.

Prueba. Dado que la funcién L definida en (15) es una funcién
de Lyapunov para el punto &y respecto al sistema (1), se
sigue por el Teorema de Lyapunov [18] que la afirmacién es
valida. o
BTy

Teorema 5.2. SiRy > 1y 7— + s — f > 0, entonces el punto de
equilibrio de infeccion crénica &~ es globalmente asintdticamente
estable en (.

Prueba. Definimos la funcién de Lyapunov L(t) de la siguien-
te manera:

L(t)sz;[£—1—1n TS]

T Te

"1 1

T; T;
+T1‘1(——1—11’1T—1*]
1

T
1
1% 1%
+CVi1(V_i*_1_an_ﬁ),

1 1
(1-aq )KTS; Vi

donde C = W Es claro que L(&;+) = 0. Ademads

L(t) > 0 para todo (T, T;, Vi, Vi) # &+, (i.e. L es una funcién
definida positiva).

Ahora veamos que L’(t) es semidefinida negativa. Para esto,
notemos que para el punto de equilibrio de infeccién crénica
valen las siguientes relaciones:

O(Ts;) = (1 - a)xTs Vi =0,
(I —a)xTs; Vi

R PR
B (I - a)NpiT;,
Hv = Vi ’

1

T
donde (I)(Tsxl) = q+ﬁTsi (1 - —1)—#57}; . Entonces, calculando

Timax

la derivada de L(t) a lo largo de las soluciones positivas del
sistema (1), obtenemos:

OLdT, | OLdT, oL dv, oL dV,
JdTs dt  JT; dt  JV; dt IV, dt

T,
= (1 - T) (O(T5) = D(T;))

L) =

v, Ts
+ (1 —akTe Ve [1- 0 - =+ —F

+(1- Oil)KTs*l V,‘;

+ (1= )Ty Vig | 75 = o =
1
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Luego

T,
L' = (1 - ??) (@(T) - &(T:)

Sumando 1

T,
+(1 - a)xTy Vi [3 -

Sumando 2

Ahora, analizamos los signos de los dos sumandos que
quedaron. Con respecto al primer sumando, tenemos que:

p

O(T;) — (Ts:) = BTs — BTs; — psTs + psTs; — T (T2 -T2)
max 1
= (,B - ,Us)(Ts - Ts;) - Tfmx (Ts + TS; (T~ Ts;)
BT BT
T (Tmajc - ﬁ " ‘us) (TS - TS;) - m(Ts - Tq;)

Esto implica que el primer sumando toma la forma:

T
(1 - ?s) (CD(TS) - CD(TS§ ))

(ﬁTs1 ) (Ts - Ts; )2
=—|=—+u;— -

Tl"lﬂ)( TS
BT, (Ts = Ts:)? .
Tmax TS - ’

BT
ya que por hipotesis, 7—- + s = > 0.
En cuanto al signo del segundo sumando, de la desigualdad
entre la media aritmética y la media geomeétrica, se concluye
que:
T, T;T.Vi V:iTi

— <0.

V; Tl‘*l

Entonces, el segundo sumando es negativo también. Por lo
tanto la funcién L'(¢) < 0 en Q) para todo ¢ > 0.

Ademas, notemos que L'(t) = 0 si y solo si T, = Tsi y
Ti; V= T,vV,z;, por lo que si consideramos el conjunto E =
{(Ts, T;, V,‘, Vm') (S Qé : L/(t) = 0} = {(Ts, T,', Vi, Vn,') S QE) :
T, = Tsi' Tq Vi=T; Vq }, se sigue que el mayor subconjunto
invariante contenido en E es justamente el conjunto unitario
{&E1-}. Por el principio de invarianza de LaSalle tenemos que
el punto de equilibrio no trivial & = (Ts;/ T,;, V,;, V"ii) es
globalmente asintéticamente estable en €);. O

6. Resultados Numéricos

Para evaluar el impacto de diferentes combinaciones de inhi-
bidores de transcriptasa inversa y proteasa en la dindmica del
VIH, realizamos simulaciones numéricas del modelo mate-
matico (1). Empleando la rutina ode45 del software MATLAB,
simulamos la evolucién temporal de las poblaciones virales,
célulares bajo diversas condiciones de tratamiento. Los pa-
rametros utilizados en las simulaciones se presentan en la
Tabla 3 y fueron obtenidos de [19, 20, 21].
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Notese que las cantidades T(t), T;(t), Vi(t) y V.i(t) tienen como
unidades células/mm?, células/mm?®, copias/mL y copias/mL
respectivamente, donde estas dos tdltimas unidades son equi-
valentes a 10~3copias/mm°.

6.1. Escenariol

En este escenario analizamos el impacto de un tratamiento
combinado con inhibidores de transcriptasa inversa e inhibi-
dores de proteasa con efectividad del 30 % en cada tipo de
farmaco.

Se consideran las condiciones iniciales a T,(0) = 1000, T;(0) =
200, V;(0) = 2000, V,,;(0) = 0 junto con los parametros g = 5,
B =03, Ty = 1500, us = 0,02, x = 0,000028, u; = 0,24,
N =200, uy =2,4ya; = a, =0,3. Porlo cual, TSB =1417,63,y
el nimero reproductivo basico es Ry = 1,621 > 1. Esto indica
que la infeccién persiste y las poblaciones celulares y virales
tenderdn al punto de equilibrio de infeccién crénica:

S = (T, Tiy, Vi, Vi)
= (874,63, 403,82, 5653,48, 2422,92).

Los resultados simulados, mostrados en la figura 1, revelan
que las células T CD4+ sanas (T(t)) alcanzan un maximo de
1085 células a los 6 dias y luego decrecen, estabilizdndose en
aproximadamente 875 células a los 60 dias, valor correspon-
diente a Ts;. Las células infectadas (T;(t)) alcanzan un pico de
427 células a los 26 dias y disminuyen gradualmente hasta
estabilizarse alrededor de los 50 dias en 403 células, que es
justamente el valor de T,v;. Los virus infecciosos (V;(t)) tienen
una concentracién maxima de 5978 copias a los 26 dias, luego
decrece a 5653 copias a partir del dia 60, correspondiente a
Vi.. Finalmente, los virus no infecciosos (V,;(t)) siguen un
patrén similar, alcanzando un maximo de 2562 copias a los
26 dias y estabilizdndose en 2423 copias.

o 50
Dias Dias

(a) Curvas Solucion Para T(t). (b) Curvas Solucion Para T;(t).

100 150 ) 50 00 50
Dias Dias

(c) Curvas Solucién Para Vj(t). (d) Curvas Solucién Para Vi, (t).

Figura 1: Simulacién del Escenario 1.

Observamos que a pesar de que el tratamiento aplicado logré
reducir la carga viral y aumentar el nimero de células T
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Tabla 3: Valores de los pardmetros del sistema (1) con un sentido biol6gicamente plausible.

Pardametros  Rango Unidades Referencia
q 0.1,10 (células/mm?3)xdia~T [19, 21]

B 0.03,0.05,0.8y 3 células/mm?3 [19, 21, 20]
Tonax Entre 1000 y 1500 células/mm?3 [21]

s 0.02 dia7t [19, 20]

3 2.4x107° y2.7x1073  (copias/uL) Ixdia~! = uL/(copiasxdia)  [19]

i 0.24,0.3y0.5 dia™] [19,21]

N Entre 10 y 1000 (copias/ ‘uL)><(célu1as/mm3)’I [19, 21, 20]
Ly 24y3 diaT [20]

CD4+ sanas en comparacién con la ausencia de tratamiento,
los resultados muestran que la infeccién persiste con un
numero significativo de células infectadas (T:) y particulas
virales infecciosas (V). Esto indica que una efectividad del
30 % para ambos farmacos no es suficiente para controlar
completamente la infeccién.

En la Figura 2a se ilustran las trayectorias solucién en el
plano T; vs T;, mientras que en la Figura 2b las trayectorias
en el plano T, vs V. Por su parte, la Figura 2c muestra las
trayectorias en el plano T; vs V; y la Figura 2d presenta las
trayectorias solucién en los planos T, vs T; vs Vi + V,;.

14000

12000

10000

8000

Virus irfecciosos

100 2000
20 00 40 S0 600 700 800 90 1000 100 20

Celulas san:

500
Celuk

(a) Trayectoria solucién en el plano Ty — T;. (b) Trayectoria solucion en el plano Ty — V;.

1000

12000

10000

e000

Virus infocciosos.

000

~_
s00 >~
00 —
~ "

20 N
w70 Celulas infectadas 200 0 Colula

4000

2000
o0 200

Celulas infectadas

(c) Trayectoria solucion en el plano T; — V. (d) Trayectoria solucion en Ty — T; — Vi + V.

Figura 2: Trayectorias Solucion del Escenario 1.

6.2. Escenario 2

En este escenario, evaluamos el impacto de aumentar la
eficacia de los inhibidores de transcriptasa inversa y pro-
teasa. En este caso, se simularon dos configuraciones del
tratamiento para inihibidores con efectividad del 60 % y 90 %
(a1 =a,=60%y a; = ax = 60 %).

En ambos casos, el nimero reproductivo basico result6 ser
menor a 1 (Ry = 0,53 y Ry = 0,0331), lo que garantiza que
el sistema evoluciona hacia el punto de equilibrio trivial
Ep = (TSB' 0,0,0), donde la infeccién se erradica.

La principal diferencia entre las dos configuraciones radica en
la velocidad a la que disminuyen las poblaciones infectadas:
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las células infectadas (T;) con una efectividad del 60 % se
anulan practicamente a los 30 dias, mientras que con una
efectividad del 90 % esto ocurre a los 15 dias (Figura 3b); el
virus infeccioso (V;) se reduce a cero a los 25 dias con una
efectividad del 60 %, pero este tiempo se reduce a 10 dias con
una efectividad del 90 % (Figura 3c); finalmente, el virus no
infeccioso (V,;) se elimina a los 40 dias con una efectividad
del 60 %, mientras que con la efectividad del 90 % desaparece
a los 25 dias. Cabe destacar que, aunque V,,; alcanza un pico
de 2800 copias al primer dia con el 90 % de efectividad, esta
cantidad disminuye rdpidamente (Figura 3d).

Los resultados de los escenarios revelan que aumentar la
efectividad de los inhibidores reduce significativamente el
tiempo necesario para alcanzar el punto libre de infeccién,
evidenciando la importancia de optimizar los tratamientos
antirretrovirales para controlar la propagacién del VIH.

Celuas susceptibles.

Celulas infectadas

Vius infecoiosos

o B T 15 20 3 0
Dias

(d) Curvas Solucion Para V;(t).

(c) Curvas Solucion Para Vj(t).

Figura 3: Simulacién del Escenario 2.

6.3. Escenario 3

Consideremos el conjunto de valores de efectividad ~ =
{0,0,15,0,3,0,45,0,6,0,75, 0,9}. Con el objetivo de analizar el
efecto de la terapia antiviral basada en un tnico inhibidor y
evaluar la efectividad de cada foirmaco de manera individual.
Planteamos las dos siguientes situaciones:

1. En el primer caso, fijamos a, = 0 (sin inhibidor de

proteasa) y variamos a; € X (eficacia del inhibidor de
transcriptasa inversa).
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2. En el segundo caso, fijamos a; = 0 (sin inhibidor de
transcriptasa inversa) y variamos a, € X (eficacia del
inhibidor de proteasa).

Usando los mismos pardmetros de las simulaciones anterio-
res, los resultados para el primer caso (a, =0y a; € ) se
presentan en la Figura 4. En este caso, observamos que al usar
tnicamente el inhibidor de transcriptasa inversa, no todos
los resultados son favorables. En particular, para valores de
a; =0,15,0,3 y 0,45, la terapia resulta contraproducente, ya
que se observa un aumento de virus infecciosos y células
infectadas respecto a la situacién sin tratamiento, a pesar de
un leve refuerzo en las células susceptibles. Para a; = 0,6,
el efecto de la terapia es positivo, pero sélo se obtienen re-
sultados terapéuticamente significativos cuando a; = 0,75 0
a1 = 0,9, deteniendo la multiplicacién del virus. Este andlisis
muestra que para lograr un control efectivo, es necesario que
la efectividad cumpla:

1
Ro=—(1—-a)kNTs <1,
pv 0
es decir que

Hv
kN Tb;)

=0,698.

a>1-

Gelules susceptibles
Celulas infectadas

o s 100 150
Dias Dias

(a) Curvas Solucién Para T(t). (b) Curvas Soluciéon Para T;(t).

14000 1

12000

10000

§ so00

Vinisno infecciosos

0 Y 00 150 “o E) 00 150
Dias Dias.

(c) Curvas Solucion Para Vj(t). (d) Curvas Solucion Para V;(t).

Figura 4: Curvas solucién cona, =0y ay € L.

En la Figura 5 se presentan los resultados para el segundo
caso (1 =0y ap € X)).

Para este caso, utilizando tinicamente inhibidores de pro-
teasa, se observa un patrén similar al caso anterior. A bajas
efectividades (a, = 0,15,0,3 y 0,45), la terapia es algo con-
traproducente, ya que se incrementa el ntimero de células
infectadas en comparacion con la ausencia de tratamiento.
Cona, = 0,6, se logra un efecto positivo, pero sélo se obtienen
resultados de interés terapéutico para a, = 0,75y a, = 0,9.
Aligual que con a;, se requiere una efectividad de al menos
un 70 % para curar la enfermedad.

Estos resultados resaltan la importancia del uso de terapias
combinadas para tratar la infeccién por el VIH, ya que la
efectividad de un tnico farmaco puede ser limitada y, en
algunos casos, incluso perjudicial.
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Celulssinfectedas

Dias

(a) Curvas Solucion Para T(t).

14000

12000

10000

Virus infocciosos

000

o %0 0 150
Dias. Dias

(c) Curvas Solucion Para V;(t). (d) Curvas Solucién Para V;(t).

Figura 5: Curvas solucién cona; =0y a, € L.

6.4. Andlisis de Sensibilidad de R,

En esta seccién, estudiamos la influencia de las variaciones
en las efectividades de los farmacos, 0 < ay,a; < 1, sobre
el ntimero reproductivo basico R,. Para esto calculamos
las sensibilidades de Ry = Ro(a1,a2) con respecto a cada
parametro. Estas sensibilidades son dadas por:

_ 87€0 aq a1
S(RO,al) B 8041 Ro - 1- aq ’
SRy ) = S0 B2

(9012 RO 1 —012'

Puesto que ambas sensibilidades son negativas, entonces,
cualquier aumento en a; o0 en a, producen un decrecimiento
de Ro.

Tabla 4: Analisis de sensibilidad para R, tomando a7 = a,.

m=a Ry S(Ro,a12)
0,3 1,621 -0,428
0,6 0,529 -1,5
0,8 0,132 -4
0,89 0,040 -8,091
0,9 0,033 -9
0,91 0,027 -10,111

La Tabla 4 muestra que si aumentamos en un 10% las
efectividades de estos farmacos, entonces para a; = a, =
0,3, 0,6, 0,8, 0,89, 0,9, 0,91 tendremos un decremento del
4,28 %, 15 %, 40 %, 80,91 %, 90 % y 101,11 % para R, respec-
tivamente, lo cual sugiere considerar altas eficacias en los
férmacos para tratar la infeccién por el VIH.

7. Conclusiones

En este estudio, se analiz6 la dindmica de la infeccién viral
del VIH mediante modelos matematicos que consideran
exclusivamente tratamientos antirretrovirales con efectos
constantes. Se demostré la existencia, unicidad y acotacién
de la solucién del modelo, y se derivaron las condiciones
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basadas en el ntimero reproductivo basico (Ry) que garantizan
la estabilidad asintética, tanto local como global, de los puntos
de equilibrio. Este andlisis permiti6 identificar que Ry < 1 es
una condicién fundamental para garantizar la erradicacién de
la infeccién bajo las condiciones de tratamiento propuestas.

El estudio también evalué cémo los tratamientos afectan
significativamente la proliferacion viral, como se evidencié
en el analisis de sensibilidad. Esto permiti6 estimar la eficacia
minima requerida para cada formaco con el objetivo de erra-
dicar la infeccién en pacientes. Las simulaciones numéricas
muestran la importancia crucial de combinar ambas tera-
pias, ya que el uso de un solo foirmaco requiere una eficacia
extremadamente alta para evitar efectos contraproducentes.

Los resultados destacan que la eficacia de los inhibidores de
la transcriptasa inversa y de la proteasa tiene un impacto
significativo en la reduccion de la carga viral y en la recu-
peracién de las células T CD4+. Ademads, se observa que el
aumento en la eficacia de los tratamientos reduce considera-
blemente el tiempo necesario para alcanzar un estado libre
de infeccién, reforzando la necesidad de combinar diferentes
clases de antirretrovirales para maximizar la efectividad del
tratamiento y mejorar la estabilidad clinica de los pacientes.

Finalmente, como trabajo futuro, se propone desarrollar un
modelo que incorpore control 6ptimo sobre las eficacias de
los farmacos, con el objetivo de identificar estrategias que no
solo permitan controlar o erradicar la infeccién, sino también
optimizar los costos asociados al uso de las terapias combi-
nadas. Este enfoque podria ofrecer un marco mds completo y
realista para la planificacién de tratamientos antirretrovirales,
mejorando los resultados clinicos y la sostenibilidad de las
intervenciones.
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