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Resumen

En este artículo se usan técnicas estándar para encontrar ecuaciones diferenciales satisfechas por polinomios
ortogonales asociados a transformaciones canónicas del peso clásico de Laguerre ω(x) = e−xxα, sobre (0,∞),
con α > −1.
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Abstract

In this paper, it is used the standard techniques to find some differential equations satisfied by orthogonal
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1. Introducción

Sea {pn(x)}n∈N la sucesión de polinomios mónicos
ortogonales con respecto al peso clásico de Lague-
rre ω(x) = e−xxα sobre (0,∞), con α > −1. En este
escrito estamos interesados en estudiar propiedades
diferenciales de los polinomios ortogonales con res-
pecto a los pesos ρ(x)ω(x), ρ∗(x)ω(x) y ρ∗∗(x)ω(x)

donde ρ(x) =
x− ζ
x−η

, ρ∗(x) = (x − ζ1)(x − ζ2) y

ρ∗∗(x) =
1

x−η
, además ζ, ζ1, ζ2 y η son reales ne-

gativos. Estas perturbaciones al peso original son
conocidas como transformaciones canónicas de tipo
Christoffel o Geronimus, y las familias de polino-
mios ortogonales asociadas a estas han sido amplia-
mente estudiadas en las últimas décadas, destacando
los trabajos [4], [6], [7], [8], [9], [14] y [15], en esen-
cia, relacionados con comportamiento asintótico y
localización de ceros. Es bien sabido que las suce-
siones clásicas de polinomios ortogonales satisfacen
una ecuación diferencial de la forma

σ(x)p′′(x) +τ(x)p′(x) +λn p(x) = 0,

donde σ(x) y τ(x) son polinomios tales que el grado
de σ(x) no es mayor a 2 y el de τ(x) es exactamente
1. Esta particularidad es de hecho una característica
única de tales sucesiones clásicas. De este modo,
resulta interesante estudiar qué tipo de ecuaciones di-
ferenciales (conocidas en la literatura como ecuacio-
nes holonómicas) son satisfechas por los polinomios
asociados a las perturbaciones descritas anteriormen-
te, y analizar la naturaleza de sus coeficientes. El
conocimiento de la estructura de las ecuaciones dife-
renciales de segundo orden satisfechas por familias
de polinomios ortogonales es la piedra angular en la
descripción de modelos electrostáticos asociados a
los ceros de tales polinomios (ver [5], [10] o [12]).
Son muy conocidas las técnicas estándar que son
aplicadas en la obtención de ecuaciones holonómi-
cas asociadas particularmente a perturbaciones del
peso clá sico, por ejemplo, con las llamadas per-
turbaciones de Uvarov (ver [2], [3], [11]) o con la
perturbación canónica de Christofel ρ(x) = x− ζ al
peso de Laguerre ([7]). Nuestro objetivo es adaptar
esas técnicas para buscar ecuaciones holonómicas
asociadas a las perturbaciones sobre el peso clásico
de Laguerre, ya mencionadas. En este sentido, la es-
tructura de este escrito es como sigue. En la sección
2 presentamos los preliminares básicos con respecto

a los polinomios de Laguerre clásicos, los cuales nos
resultarán muy útiles más adelante; en la sección 3
obtenemos la ecuación holonómica satisfecha por
los polinomios asociados a perturbaciones de tipo
Geronimus, y en la sección 4 hacemos lo propio con
perturbaciones de tipo Christofel.

2. Preliminares

Sea
{
Lαn (x)

}
n∈N la sucesión clásica de polinomios

mónicos ortogonales de Laguerre, asociada al pro-
ducto interno

〈r,q〉α =

∫ ∞

0
r(x)q(x)dµα, (1)

donde dµα = e−xxαdx. Es bien sabido que los ceros
de Lαn (x) son reales positivos de multiplicidad 1. Re-
sumimos algunas de las propiedades de esta familia
de polinomios ortogonales que serán usadas a lo lar-
go del manuscrito, y cuya prueba puede ser vista en
[1] o [13].

Proposición 1. Para cada n ∈ N, los polinomios{
Lαn (x)

}
n∈N satisfacen

1. (Relación de recurrencia a tres términos).

xLαn (x) = Lαn+1(x) + (2n + 1 +α)Lαn (x)

+ n(n +α)Lαn−1(x). (2)

con Lα0 (x) = 1 y Lα1 (x) = x− (α+ 1). (escribire-
mos αn = 2n + 1 +α, y βn = n(n +α))

2. (Relación de estructura)

Lαn (x) = Lα+1
n (x) + nLα+1

n−1 (x). (3)

3. Lαn (x) satisface la ecuación diferencial

xy′′+ (α+ 1− x)y′ = −ny, (4)

y tiene la propiedad diferencial

4.

x
(
Lαn (x)

)′
= nLαn (x) + n(n +α)Lαn−1(x). (5)

Sea también
{
L[α,k]

n (x)
}
n∈N

la sucesión de polino-
mios mónicos ortogonales con respecto al producto
interno

〈r,q〉k =

∫ ∞

0
r(x)q(x)(x− ζ)kdµα

=

∫ ∞

0
r(x)q(x)dµα,k,
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donde k ∈ Z+∪{0} y ζ < 0. Estos polinomios satisfa-
cen la relación (ver [8]),

(x− ζ)L[α,k]
n (x) = L[α,k−1]

n+1 (x)

−
L[α.k−1]

n+1 (ζ)

L[α.k−1]
n (ζ)

L[α.k−1]
n (x), (6)

con L[α,0]
n (x) = Lαn (x), y en el caso particular k = 1

tenemos que

(x− ζ)L[α,1]
n (x) = Lαn+1(x)−

Lαn+1(ζ)
Lαn (ζ)

Lαn (x). (7)

De las últimas ecuaciones es fácil ver que se satisface

∥∥∥∥L[α,k]
n

∥∥∥∥2

k
= −

L[α,k−1]
n+1 (ζ)

L[α,k−1]
n (ζ)

∥∥∥∥L[α,k−1]
n

∥∥∥∥2

k−1
, (8)

y en forma recursiva

∥∥∥∥L[α,k]
n

∥∥∥∥2

k
= (−1)k

k∏
j=1

L[α,k− j]
n+1 (ζ)

L[α,k− j]
n (ζ)

∥∥∥Lαn
∥∥∥2
α,
.

donde la notación ‖,‖ indica la norma inducida por
el respectivo producto interno.

3. Ecuaciones holonómicas asociadas a
perturbaciones de tipo Geronimus

Sea
{
Tα

n
}
n∈N la sucesión de polinomios mónicos

ortogonales con respecto al producto interno

〈p,q〉ξ,η =

∫ ∞

0
p(x)q(x)

(x− ξ)
(x−η)

dµα,

donde ξ y η son reales negativos tales que ξ , η.
Además sean

{
Cα

n
}
n∈N y

{
Gα

n
}
n∈N sucesiones de po-

linomios mónicos ortogonales con respecto a los
productos

〈p,q〉ξ =

∫ ∞

0
p(x)q(x)(x− ξ)dµα,

y

〈p,q〉η =

∫ ∞

0
p(x)q(x)

dµα
(x−η)

,

respectivamente. Si consideramos la base
{
Gα

n
}
n∈N ,

entonces el polinomio (x− ξ)Tα
n (x) puede ser expre-

sado del siguiente modo

(x− ξ)Tα
n (x) = Gα

n+1(x) +

n∑
j=0

wn, jGα
j (x),

donde

wn, j =

∫ ∞
0 Tα

n (x)Gα
j (x)

(x− ξ)
(x−η)

dµα∥∥∥∥Gα
j

∥∥∥∥2

η

,

y
∥∥∥∥Gα

j

∥∥∥∥2

η
=

〈
Gα

j (x),Gα
j (x)

〉
η
. Si j = 0,1, ...,n − 1,

entonces wn, j = 0, pero

wn,n =

∫ ∞
0 Tα

n (x)Gα
n (x)

(x− ξ)
(x−η)

dµα

‖Gα
n‖

2
η

,

entonces

(x− ξ)Tα
n (x) = Gα

n+1(x) +

∥∥∥Tα
n

∥∥∥2
ξ,η

‖Gα
n‖

2
η

Gα
n (x), (9)

y evaluando esta última ecuación en ξ obtenemos

∥∥∥Tα
n

∥∥∥2
ξ,η

= −
Gα

n+1(ξ)
Gα

n (ξ)

∥∥∥Gα
n

∥∥∥2
η
,

como consecuencia

(x− ξ)Tα
n (x) = Gα

n+1(x)−
Gα

n+1(ξ)
Gα

n (ξ)
Gα

n (x).

Podemos hacer lo anterior con el polinomio
(x−η)Cα

n (x) usando como base la familia
{
Tα

n
}
n∈N

obteniendo

(x−η)Cα
n (x) = Tα

n+1(x) +

∥∥∥Cα
n

∥∥∥2
ξ

‖Tα
n ‖

2
ζ,η

Tα
n (x), (10)

y evaluando esta última expresión en η

∥∥∥Cα
n

∥∥∥2
ξ

=−
Tα

n+1(η)
Tα

n (η)

∥∥∥Tα
n

∥∥∥2
ζ,η

=
Tα

n+1(η)
Tα

n (η)
Gα

n+1(ξ)
Gα

n (ξ)

∥∥∥Gα
n

∥∥∥2
η
,

para obtener finalmente

(x−η)Cα
n (x) = Tα

n+1(x)−
Tα

n+1(η)
Tα

n (η)
Tα

n (x).

Teniendo en cuenta (9) tenemos la ecuación

(x− ξ)Tα
n (x) = Gα

n+1(x) + AnGα
n (x) (11)

donde

An = −
Gα

n+1(ξ)
Gα

n (ξ)

∥∥∥Gα
n

∥∥∥2
η
.

Encontraremos una ecuación diferencial lineal de
segundo orden satisfecha por Tα

n (x). Para empezar,
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es importante destacar el trabajo [6], donde se obtuvo
la siguiente fórmula de conexión

Gα
n (x) = Lα−1

n (x) + BnLαn−1(x),

donde
Bn = n + wn.

y la constante wn, (sólo depende del grado del poli-
nomio), tiene la fórmula explícita

wn =
η

n
I(α−1,n)
I(α,n−1)

,

donde

I(α,n) =

∫ ∞

0

xn

(x−η)n+1 dµα,

y como consecuencia de esta última definición, cla-
ramente I(α,n) > 0 y wn < 0. En [6] también es
mostrado el comportamiento asintótico de la cons-
tante wn, a saber, wn ≈ −

√
−η

n3/2 . Empezando con la
fórmula (3), tenemos

(x− ξ)Tα
n (x) = Lα−1

n+1 (x) + Bn+1Lαn (x) + AnLα−1
n (x)

+ AnBnLαn−1(x)

= Lαn+1(x) + (n + 1)Lαn (x) + Bn+1Lαn (x)

+ AnLαn (x) + nAnLαn−1(x)

+ AnBnLαn−1(x),

entonces

(x− ξ)Tα
n (x) = Lαn+1(x) + DnLαn (x)

+ EnLαn−1(x) (12)

teniendo en cuenta las expresiones de las constantes

Dn = (n + 1) + Bn+1 + An

y
En = An (n + Bn) .

Derivando la ecuación (12), multiplicando cada deri-
vada por los factores α+ 1− x y x, respectivamente,
y usando (4) tenemos

x (x− ξ)
(
Tα

n
)′′ (x)

+
[
2x + (x− ξ) (α+ 1− x)

] (
Tα

n
)′ (x) + (α+ 1− x)Tα

n (x)

= −(n + 1)Lαn+1(x)−nDnLαn (x)− (n−1)EnLαn−1(x),

pero

− (n + 1)Lαn+1(x)−nDnLαn (x)− (n−1)EnLαn−1(x)

= −(n + 1)
[
Lαn+1(x) + DnLαn (x) + EnLαn−1(x)

]

+ DnLαn (x) + 2EnLαn−1(x)

= −(n + 1)(x− ξ)Tα
n (x) + DnLαn (x)

+ 2EnLαn−1(x),

así

DnLαn (x) + 2EnLαn−1(x)

= x (x− ξ)
(
Tα

n
)′′ (x)

+
[
2x + (x− ξ) (α+ 1− x)

] (
Tα

n
)′ (x)

+
[
(α+ 1− x) + (n + 1)(x− ξ)

]
Tα

n (x).

(13)

Por otra parte, derivando (12), multiplicando por
x y usando (5) tenemos

x (x− ξ)
(
Tα

n
)′ (x) + xTα

n (x)

= x
(
Lαn+1

)′
(x) + Dnx

(
Lαn

)′ (x)

+ Enx
(
Lαn−1

)′
(x),

y mediante el uso de (5) obtenemos

x (x− ξ)
(
Tα

n
)′ (x) + xTα

n (x)

= x
(
Lαn+1

)′
(x) + Dnx

(
Lαn

)′ (x) + Enx
(
Lαn−1

)′
(x),

= (n + 1)(x− ξ)Tα
n (x)

+ ((n + 1)(n +α+ 1)−Dn) Lαn (x)

+ (n(n +α)Dn−2En) Lαn−1(x)

+ En(n−1)(n +α−1)Lαn−2(x)

y mediante el uso de (2) llegamos a la expresión

x (x− ξ)
(
Tα

n
)′ (x) + (x− (n + 1)(x− ξ))Tα

n (x)

= ((n + 1)(n +α+ 1)−Dn) Lαn (x)

+ (n(n +α)Dn−2En) Lαn−1(x

+ En(n−1)(n +α−1)Lαn−2(x),

= ((n + 1)(n +α+ 1)−Dn−En) Lαn (x)

+ (n(n +α)Dn−2En + En (x− [2n−1 +α])) Lαn−1(x)

= FnLαn (x) +ϕn,α(x)Lαn−1(x),

donde

Fn = ((n + 1)(n +α+ 1)−Dn−En) ,

y
ϕn,α(x) = Enx−En (2n +α−1) .

De (2) y (12)

(x− ξ)Tα
n (x) = Lαn+1(x) + DnLαn (x) + EnLαn−1(x)

= ((x−2n−1−α) + Dn) Lαn (x)

+ (En−n(n +α)) Lαn−1(x)
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FnLαn (x) +ϕn,α(x)Lαn−1(x) = x (x− ξ)
(
Tα

n
)′ (x) + (−nx + ξ (n + 1))Tα

n (x)(
(x−2n−1−α) + Dn

)
Lαn (x) + (En−n(n +α)) Lαn−1(x) = (x− ξ)Tα

n (x)

y teniendo en cuenta la expresión para Φn,α(x)

Φn,α(x) = Fn (En−n(n +α))−ϕn,α(x) ((x−2n−1−α) + Dn)

= −Enx2 + En (4n + 2α−Dn) x + Fn (En−n (n +α))−En (2n +α−1)(2n +α−Dn + 1) ,

entonces obtenemos explícitamente las soluciones

Lαn (x) =

det

 x (x− ξ)
(
Tα

n
)′ (x) + (−nx + ξ (n + 1))Tα

n (x) ϕn,α(x)
(x− ξ)Tα

n (x) (En−n(n +α))


Φn,α(x)

=
(En−n(n +α)) x (x− ξ)

(
Tα

n
)′ (x)

Φn,α(x)

+
(En−n(n +α)) (−nx + ξ (n + 1))Tα

n (x)−ϕn,α(x) (x− ξ)Tα
n (x)

Φn,α(x)

=
(En−n(n +α)) x (x− ξ)

(
Tα

n
)′ (x) +π(x,n,α)Tα

n (x)
Φn,α(x)

,

con

π(x,n,α) = −Enx2 +
[
(n +α)

(
En + n2

)
+ (ξ−1) En

]
x− ξ

(
(3n +α) En− (n +α)n (n + 1)

)
,

y

Lαn−1(x) =

det

 Fn x (x− ξ)
(
Tα

n
)′ (x) + (−nx + ξ (n + 1))Tα

n (x)
((x−2n−1−α) + Dn) (x− ξ)Tα

n (x)


Φn,α(x)

=
−x (x− ξ) ((x−2n−1−α) + Dn)

(
Tα

n
)′ (x)

Φn,α(x)

−

[
(−nx + ξ (n + 1)) ((x−2n−1−α) + Dn)−Fn (x− ξ)

]
Tα

n (x)
Φn,α(x)

=
−x (x− ξ) ((x−2n−1−α) + Dn)

(
Tα

n
)′ (x)−σ(x)Tα

n (x)
Φn,α(x)
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donde

σ(x,n,α) = (−nx + ξ (n + 1)) (x−αn + Dn)−Fn (x− ξ) ,

y finalmente usando (13) tenemos

x (x− ξ)
(
Tα

n
)′′ (x)

+
[
2x + (x− ξ) (α+ 1− x)

] (
Tα

n
)′ (x)

+
[
(α+ 1− x) + (n + 1)(x− ξ)

]
Tα

n (x)

= Dn
(En−n(n+α))x(x−ξ)(Tα

n )′(x)+π(x)Tα
n (x)

Φn,α(x)

+2En
−x(x−ξ)((x−2n−1−α)+Dn)(Tα

n )′(x)−σ(x)Tα
n (x)

Φn,α(x)

=
Dn(En−n(n+α))x(x−ξ)−2En x(x−ξ)((x−2n−1−α)+Dn)

Φn,α(x)

×
(
Tα

n
)′ (x) +

π(x)−σ(x)
Φn,α(x) Tα

n (x).

Resumimos los resultados de la última discusión
en la siguiente

Proposición 2. El polinomio Tα
n (x) satisface la ecua-

ción diferencial lineal de segundo orden

x (x− ξ)φ′′(x) + A(x,n)φ′(x) + B(x,n)φ(x) = 0,

con

A(x,n) = 2x + (x− ξ) (α+ 1− x)

+
x (x− ξ) [(n(n +α) + En) Dn−2En (x−αn)]

Φn,α(x)
,

y

B(x,n) = (α+ 1− x) + (n + 1)(x− ξ)−
π(x)−σ(x)

Φn,α(x)

4. Perturbaciones de tipo Christofel

Ahora consideremos a
{
S α

n (x)
}
n∈N como la suce-

sión de polinomios mónicos ortogonales con respec-
to al producto interno

〈p,q〉µ =

∫ ∞

0
p(x)q(x)dµ,

donde dµ = (x− ζ1)(x− ζ2)dµα, y ζ1 , ζ2 son reales
negativos. Además, sean

{
Pαn

}
n∈N y

{
Qα

n
}
n∈N las su-

cesiones de polinomios mónicos ortogonales con
respecto a los productos internos

〈p,q〉µ1
=

∫ ∞

0
p(x)q(x)dµ1,

y

〈p,q〉µ2
=

∫ ∞

0
p(x)q(x)dµ2,

respectivamente, con dµ1 = (x− ζ1)dµα and dµ2 =

(x− ζ2)dµα. Encontraremos una fórmula de cone-
xión para S α

n (x) en términos de los polinomios

{
Qα

n (x)
}
n∈N . Usando a la familia

{
Qα

n
}
n∈N como base,

expandimos el polinomio S n(x)

(x− ζ1)S α
n (x) = Qα

n+1(x) +

n∑
j=0

qn, jQα
j (x),

donde los coeficientes de Fourier vienen dados por

qn, j =

〈
(x− ζ1)S α

n (x),Qα
j (x)

〉
µ2〈

Qα
j (x),Qα

j (x)
〉
µ2

=

〈
S α

n (x),Qα
j (x)

〉
µ∥∥∥∥Qα

j

∥∥∥∥2

µ2

,

y entonces qn, j = 0, para j = 0,1, . . . ,n− 1, así (x−
ζ1)S α

n (x) puede expresarse en la siguiente forma

(x− ζ1)S α
n (x) = Qα

n+1(x) +

∥∥∥S α
n

∥∥∥2
µ

‖Qα
n‖

2
µ2

Qα
n (x),

pero evaluando la última ecuación en ζ1, resulta

∥∥∥S α
n

∥∥∥2
µ

= −
Qα

n+1(ζ1)
Qα

n (ζ1)

∥∥∥Qα
n

∥∥∥2
µ2

así

(x− ζ1)S α
n (x) = Qα

n+1(x)−
Qα

n+1(ζ1)
Qα

n (ζ1)
Qα

n (x). (14)

De la misma forma podemos obtener∥∥∥S α
n

∥∥∥2
µ

= −
Pαn+1(ζ2)
Pαn (ζ2)

∥∥∥Pαn
∥∥∥2
µ1

(15)

y

(x− ζ2)S α
n (x) = Pαn+1(x)−

Pαn+1(ζ2)
Pαn (ζ2)

Pαn (x). (16)

Mediante el uso de (14) y multiplicando por (x− ζ2)
tenemos

(x− ζ1)(x− ζ2)S α
n (x) = (x− ζ2)Qα

n+1(x)

−
Qα

n+1(ζ1)
Qα

n (ζ1)
(x− ζ2)Qα

n (x),

y usando (6) resulta

(x− ζ1)(x− ζ2)S α
n (x) = Lαn+2(x)

−

(Lαn+2(ζ2)
Lαn+1(ζ2)

+
Qα

n+1(ζ1)
Qα

n (ζ1)

)
Lαn+1(x)

+
Qα

n+1(ζ1)Lαn+1(ζ2)
Qα

n (ζ1)Lαn (ζ2)
Lαn (x).
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Resumiendo

(x−ζ1)(x−ζ2)S n(x) = Lαn+2(x)+γn,2(ζ1, ζ2)Lαn+1(x)

+ρn,2(ζ1, ζ2)Lαn (x) (17)

con

γn,2(ζ1, ζ2) = −

(Lαn+2(ζ2)
Lαn+1(ζ2)

+
Qα

n+1(ζ1)
Qα

n (ζ1)

)
> 0

y

ρn,2(ζ1, ζ2) =
Qα

n+1(ζ1)Lαn+1(ζ2)
Qα

n (ζ1)Lαn (ζ2)
> 0.

Un resultado análogo puede ser obtenido mediante el
uso de (16), usando como base la familia

{
Pαn (x)

}
n∈N ,

a saber

(x− ζ1)(x− ζ2)S α
n (x) = Lαn+2(x)

+γn,1(ζ1, ζ2)Lαn+1(x)

+ρn,1(ζ1, ζ2)Lαn (x),

(18)

donde

γn,1(ζ1, ζ2) = −

(Lαn+2(ζ1)
Lαn+1(ζ1)

+
Pαn+1(ζ2)
Pαn (ζ2)

)
> 0,

y

ρn,1(ζ1, ζ2) =
Pαn+1(ζ2)Lαn+1(ζ1)

Pαn (ζ2)Lαn (ζ1)
> 0.

Usando (2) y (18) tenemos

(x− ζ1)(x− ζ2)S α
n (x) =

(
x−αn+1 +γn,2

)
Lαn+1(x)

+
(
ρn,2−βn+1

)
Lαn (x),

y por simplicidad escribiremos Ψ(x) = (x− ζ1)(x−
ζ2),

δn = αn+1−γn,2, εn =
(
ρn,2−βn+1

)
,

y así

Ψ(x)S α
n (x) = (x−δn) Lαn+1(x) + εnLαn (x), (19)

entonces, derivando, multiplicando por (α+ 1− x) y
x,, y usando (4) obtenemos

x
(
Ψ(x)S α

n (x)
)′′

+ (α+ 1− x)
(
Ψ(x)S α

n (x)
)′

= (α+ 1− x) Lαn+1(x)

− (x−δn) (n + 1)Lαn+1(x) + 2x
(
Lαn+1

)′
(x)− εnnLαn (x),

además usando (3) resulta

x
(
Ψ(x)S α

n (x)
)′′

+ (α+ 1− x)
(
Ψ(x)S α

n (x)
)′

= (α+ 1− x) Lαn+1(x)− (x−δn) (n + 1)Lαn+1(x)

+ 2(n + 1) Lαn+1(x)

+ 2(n + 1)(n + 1 +α)Lαn (x)− εnnLαn (x),

así

x
(
Ψ(x)S α

n (x)
)′′

+ (α+ 1− x)
(
Ψ(x)S α

n (x)
)′

=
(
(α+ 1− x)− (x−δn) (n + 1)

+ 2(n + 1)
)
Lαn+1(x)

+ (2(n + 1)(n + 1 +α)− εnn) Lαn (x),

pero

(α+ 1− x)− (x−δn) (n + 1) + 2(n + 1)

= − (n + 2) x + (αn+1 +δn (n + 1)) ,

entonces si r1(x) = − (n + 2) x + (αn+1 +δn (n + 1)) y
θn = βn+1− εnn

x
(
Ψ(x)S α

n (x)
)′′

+ (α+ 1− x)
(
Ψ(x)S α

n (x)
)′

= r1(x)Lαn+1(x) + θnLαn (x). (20)

De nuevo, tomando derivadas en (19) y multiplican-
do por x

x
(
Ψ(x)S α

n (x)
)′

= xLαn+1(x) + (x−δn) x
(
Lαn+1

)′
(x)

+ εnx
(
Lαn

)′ (x),

ahora, mediante la fórmula (3)

x
(
Ψ(x)S α

n (x)
)′

= xLαn+1(x) + (x−δn) (n + 1) Lαn+1(x)

+ (n + 1)(n + 1 +α) (x−δn) Lαn (x)

+ εnnLαn (x)

+ εnn(n +α)Lαn−1(x),

y usando (2)

x
(
Ψ(x)S α

n (x)
)′

= xLαn+1(x) + (x−δn) (n + 1) Lαn+1(x)

+ (n + 1)(n + 1 +α) (x−δn) Lαn (x)

+ εnnLαn (x) + εn (x− (2n + 1 +α)) Lαn (x)

− εnLαn+1(x)

= (x + (x−δn) (n + 1)− εn) Lαn+1(x)

+
(
(n + 1)(n + 1 +α) (x−δn)

+ εnn + εn (x− (2n + 1 +α))
)
Lαn (x).

entonces, si definimos

κ1(x,n,α) = (n + 2) x− (εn +δn (n + 1)) ,

y

κ2(x,n,α) = (εn + (n + 1)(n +α+ 1)) x

− (εn +δn (n + 1)) (n +α+ 1) ,
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tenemos

x
(
Ψ(x)S α

n (x)
)′

= π1(x)Lαn+1(x) +π2(x)Lαn (x).

Esta última ecuación junto a (19) forman un siste-
ma de ecuaciones con incógnitas Lαn+1(x) y Lαn (x), a
saber (x−δn) Lαn+1(x) + εnLαn (x) = Ψ(x)S α

n (x)

κ1(x,n,α)Lαn+1(x) + κ2(x,n,α)Lαn (x) = x
(
Ψ(x)S α

n (x)
)′

entonces, si son usadas las expresiones de κ1(x,n,α)
y κ2(x,n,α), y después de extensos cálculos, si

Ωn(x) = det
(

(x−δn) εn

κ1(x,n,α) κ2(x,n,α)

)
= anx2 + bnx + cn,

donde
an = εn + (n + 1)(n +α+ 1) ,

bn = − (αn+1 +δn)εn−2δnβn+1,

y

cn = ε2
n +

(
δnεn +δ2

n (n +α+ 1)
)
(n + 1)

+δnεn (n +α+ 1) ,

las soluciones del sistema son explícitamente

Lαn+1(x) = det
(

Ψ(x)S α
n (x) εn

x
(
Ψ(x)S α

n (x)
)′ π2(x)

)
/Ωn,2(x)

=
Ψ(x)S α

n (x)π2(x)
Ωn,2(x)

−
x
(
Ψ(x)S α

n (x)
)′ εn

Ωn,2(x)
,

y

Lαn (x) = det
(

(x−δn) εnΨ(x)S α
n (x)

π1(x) x
(
Ψ(x)S α

n (x)
)′ )

/Ωn,2(x)

=
(x−δn) x

(
Ψ(x)S α

n (x)
)′

Ωn,2(x)

−
εnΨ(x)S α

n (x)π1(x)
Ωn,2(x)

,

finalmente, reemplazando las soluciones en (20), te-
nemos

x
(
Ψ(x)S α

n (x)
)′′

+ (α+ 1− x)
(
Ψ(x)S α

n (x)
)′

= r1(x)
Ψ(x)S α

n (x)π2(x)
Ωn,2(x)

− r1(x)
x
(
Ψ(x)S α

n (x)
)′ εn

Ωn,2(x)

+ θn
(x−δn) x

(
Ψ(x)S α

n (x)
)′

Ωn,2(x)

− θn
εnΨ(x)S α

n (x)π1(x)
Ωn,2(x)

.

agrupando y simplificando

2xS α
n (x) + x (Ψ)′ (x)

(
S α

n
)′ (x) + xΨ(x)

(
S α

n
)′′ (x) +

(
(α+ 1− x) + r1(x)

xεn

Ωn,2(x)
− θn

(x−δn) x
Ωn,2(x)

)
(Ψ)′ (x)S α

n (x)

+

(
(α+ 1− x) + r1(x)

xεn

Ωn,2(x)
− θn

(x−δn) x
Ωn,2(x)

)
Ψ(x)

(
S α

n
)′ (x)

+Ψ(x)S α
n (x)

(
θnεnπ1(x)
Ωn,2(x)

−
r1(x)π2(x)

Ωn,2(x)

)
= 0.

Resumimos los resultados en la siguiente

Proposición 3. El polinomio S α
n (x) satisface la ecua-

ción diferencial de coeficientes racionales

xΨ(x)φ′′(x) + A(x,n)φ′(x) + B(x,n)φ(x) = 0,

donde

A(x,n) = x (Ψ)′ (x)

+

(
(α+ 1− x) +

r1(x)xεn− θn (x−δn) x
Ωn,2(x)

)
Ψ(x)

y

B(x,n) = 2x +
θnεnπ1(x)− r1(x)π2(x)

Ωn,2(x)
Ψ(x)

+

(
(α+ 1− x) +

r1(x)xεn− θn (x−δn) x
Ωn,2(x)

)
(Ψ)′ (x)
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