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Resumen

En este trabajo se hace un estudio de la continuidad en Estructuras Débiles Generalizadas (EDG), intro-
duciendo la versién local y global de la misma. Ademas de mostrar varias caracterizaciones, extendemos
varios resultados cldsicos de topologia, topologias generalizadas y estructruas minimales relacionados con
axiomas de separacion.
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Abstract

In this paper we study the continuity in generalized weak structures and we extend to this setting the
global and local continuity. We present several characterizations of continuity and we extend some classical
topological results related to separation axioms.
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1 Introduccion

Desde el punto de vista matematico y tedrico el es-
tudio de nociones mas generales que la estructura
topolégica ha permitido un desarrollo inusitado de la
topologia general, en los dltimos 15 afios. Las fopolo-
gias generalizadas introducidas por Csaszdr en 1997
[1], han mostrado ser una excelente generalizacion
de topologia, evidenciado en las innumerables pu-
blicaciones recientes relacionadas con el tema. Por
otro lado las estructuras minimales (m—estructruras
o m—espacios) introducidas por Maki en 1996 [2]
también constituyen otra, no menos importante li-
nea de investigacion en este campo, con importantes
desarrollos también. M4s recientemente Csdszdr en
2011 [3] introdujo las estructuras débiles, las cuales
buscan un contexto ain mas general donde las no-
ciones topoldgicas estudiadas en trabajos anteriores
puedan seguir siendo validas. En este sentido Avila
y Molina en 2012 [4] introdujeron las estructuras
débiles generalizadas, considerando asi el contexto
mds general posible donde pueden estudiarse las no-
ciones topoldgicas conocidas. Es importante mencio-
nar que nociones topoldgicas en colecciones fueron
primeramente consideradas en 1999 [5], donde se
hace un estudio general, pero amplio, de continui-
dad, compacidad, conexidad, estructuras iniciales y
finales y de los axiomas de separaciéon Ty, 71 y 7>,
entre otras. Aunque en ese trabajo la coleccion de
los conjuntos considerados abiertos es cerrada para
uniones, las definiciones de compacidad, separacion,
conexidad y continuidad se hacen teniendo en cuenta
el mayor abierto contenido en el espacio lo cual con-
duce a resultados bastante interesantes y distintos de
los usuales, pero que también generalizan aquellos
resultados clésicos.

En este trabajo se generalizan algunos resultados
sobre continuidad en m-espacios [6] y topologias
generalizadas [7, 8, 9]. Introducimos las versiones
local y global y observamos que no son equivalentes.
Se presentan varias caracterizaciones de la version
local en términos del g—interior y la g—clausura y se
extienden varios resultados que relacionan continui-
dad con espacios g—T¢, g—T1y g—T>.

2 Nociones basicas

En esta primera parte se presentan algunos resul-
tados y definiciones bdsicas que se necesitaran en
las secciones posteriores. Estos conceptos y otros
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adicionales pueden consultarse en [4].

Definicion 1. Una estructura débil generalizada
(EDG) sobre un conjunto X # (), es una clase no
vacia g de subconjuntos de X.

Si g es una estructura débil generalizada sobre
X, entonces al par (X, g) se le llama g—espacio o en
algunos casos para simplificar lo llamaremos espa-
cio. Cada elemento de g se llama g—abierto y su
complemento g—cerrado.

Al igual que en todos los otros casos citados de
topologias, topologias generalizadas y las demds, es
posible definir adecuadamente el interior y la clausu-
ra de cualquier subconjunto del espacio.

Definiciéon 2. Sean X un g—espacio y A € X. El
g—interior y la g—clausura de A se definen por ij(A) =
VWU :UCAUE€eglycs(A)=nN{F:ACF,F‘eqg)
respectivamente.

Nétese que en casos particulares podria tenerse
que iy(X) # X y que ¢4(0) # 0. Las principales pro-
piedades de estos operadores, en particular la idem-
potencia y la monotonia, se presentan a continuacién
[4].

Proposicion 1. Sean g una EDG sobre el conjunto
Xy A,B C X. Entonces:

1. i3(A) CA.

. SiA € g, entonces ij(A) = A.

Si A C B, entonces i4(A) C ig(B).
igig(A)) = iy(A).

. A Ccy(A).

. S1 A€ € g, entonces c4(A) = A.

. Si A C B, entonces c4(A) C cq(B).

. cg(cg(A)) = cg(A).

Proposicion 2. Sean g una EDG sobre el conjunto
Xy A € X. Entonces:

1. ig(A) = cg(A°).
2. iy(A%) = cy(A).

3. x€i4(A), siy solosi, existe U € g tal que x € U

y U CA.

. X €cq(A), siy solo si, para todo U € g tal que
x e Usetiene UNA # 0.
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3 Continuidad en EDG’S

Ahora generalizamos las nociones de funcion
(m,m’)-continua y de continuidad generalizada da-
das en [6] y [7] respectivamente.

Definicion 3. Sean gy ' EDG’s sobre X e Y res-
pectivamente. Se dice que una funcién f: X = Y
es (g,q’)-continua, si para cada V € ¢’ se tiene que

fes
Ejemplo 1.

1. La funcion identidad iy : X — X es (g,98)-
continua, si y solo si, ¢ C g. En efecto, i; es
(g9,9")-continua, si y solo si, para cada 'V € g’ se
tiene que V = i;l(V) €g.

. Sea {34 }aen una coleccion de EDG’s sobre X.
Si f: X — Y es una tuncion (g,,9")-continua
para todo a € A, entonces para todo 'V € ¢’ se
tiene que f~'(V) € gq. Asi f1(V) € Naenta
y por tanto f es (g,q")-continua, donde g =
mweAga-

La caracterizacion natural de continuidad en tér-
minos de subconjuntos g—cerrados también puede
darse en este contexto, como se muestra en la si-
guiente proposicion.

Proposicion 3. Sean g y ¢’ EDG’s sobre X e
Y respectivamente. Una funcién f : X — Y es
(g,8")—continua, si s6lo si, la imagen reciproca de
cualquier g’ —cerrado es un conjunto g—cerrado.

Al igual que en [6] y [8], puede definirse otra
nocién de continuidad entre EDG’s. Esta nocién fue
orginalmente introducida en [5] en el afio 1999.

Definicion 4. Sean gy ¢’ EDG’s sobre X e Y res-
pectivamente. Se dice que una funcién f: X — Y
es G-continua, si para cada x € X y cada V € ¢’ con
f(x)eV,existe Uegtalquexe Uy f(U)C V.

En el caso topoldgico 6 mds generalmente en con-
textos donde la coleccion de abiertos es cerrada para
uniones, estas dos definiciones de continuidad resul-
tan ser equivalentes. Sin embargo, cuando las exten-
demos a conjuntos con EDG’s se tiene solamente
una implicacién como se muestra a continuacién. La
otra implicacién se tiene asumiendo que la EDG del
dominio de la funcién es cerrada para uniones.
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Proposicion 4. Sean g y ¢ EDG’s sobre X e
Y respectivamente. Si la funcién f: X — Y es
(¢,q")—continua, entonces también es G—continua.
El reciproco es cierto si g es cerrada para uniones
arbitrarias.

Demostracion. Supongamos que f : X — Y es
(g,9")—continua y sean x € X y V € ¢ tales que
f(x) € V. Entonces f'(V)egy xe f1(V), don-
de f(f~'(V)) C V. Por tanto, f es G—continua.

Reciprocamente, sean x € X y V € ¢’ tales que
xef %) Luego f(x) € V. Como f es G-continua,
existe U e gtal que xe Uy f(U) €V lo que im-
plica que x € U C f~1(V). Asi f~1(V) es unién de
g—abiertos y por la hipétesis, f~' (V) € g. O

Siguiendo la demostracién del resultado anterior
se obtiene la siguiente caracterizacion de las funcio-
nes G—continuas. Esta proposicion muestra que la
diferencia entre las dos nociones de continuidad des-
cansa basicamente en si las colecciones consideradas
son 0 no cerradas para uniones.

Proposicion 5. Sean gy ' EDG’s sobre X e Y res-
pectivamente y f : X — Y una funcién. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
1.
2.

f es G-continua.

Para todo g’-abierto A se tiene que f~'(A) es
union de g-abiertos.

. Para todo g’-cerrado C se tiene que f~'(C) es
interseccion de g-cerrados.

Ejemplo 2. En R, la funcién iy : R — R donde
g={{x}:xeR} yq ={(a,b): a,b e R}, es una fun-
cion G-continua. Sin embargo, para (a,b) € ¢’ se tie-
ne que i;l((a,b)) = (a,b) no es un conjunto g—abierto.
Por consiguiente iz no es (g, 8’ )—continua. Esto mues-
tra que la G-continuidad no implica, en general, la
(g,9")-continuidad.

Recordemos que en topologia la continuidad estd
caraterizada por los operadores interior y clausura.
En nuestro caso, estas nociones caraterizan las fun-
ciones G-continuas como se hace en [6] para los
m-espacios y en [5] para colecciones.

Proposicion 6. Sean gy ¢’ EDG’s sobre X e Y res-
pectivamente y f: X — Y una funcién. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
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f es G-continua.

F V) =iy(f~(V)) paratodo V € ¢'.
flcg(A)) C ey (f(A)) paratodo A C X.
co(fH(B)) C f~(cy(B)) para todo BC Y.
Ny (B)) Ciy(f'(B)) para todo BCY.
FUF) = cy(f~1(F)) para todo F€ € g'.

A i

Demostracion. 1 = 2. Sea Ve g y xe€ f-1(V).
Entonces f(x) € V y existe U € g tal que x € U
y f(U)C V. Asi x € U C f~1(V). Esto implica
que f~1(V) C iy(f~1(V)). Por la Proposicién 1,
tenemos que ig(f‘l(V)) c f~Y(V). Por lo tanto
) =ig(f 1 (V).

2=3.SeanACX, xecy(A)yVeg tal f(x)eV.
Entonces x€ f~1(V) = ig(f‘l(V)). Por la Proposicién
2,existe Uegtalque xe UC f (V) y UNA #0.
Entonces @ # f(UNA) C f(U)N f(A) C VN f(A).
Por consiguiente, f(x) € cy(f(A)) y por tanto
Fleqd)) € ey (F(AN.

3 = 4. Sea B C Y, entonces f(cg(f‘l(B))) c
cy (f(f1(B))) C cy(B). Por lo tanto c,(f~'(B)) €
I N eg (B)).

4 = 5. Sea B C Y, entonces (iy(f~'(B)))° =
cg(f (B C© [N ey (BY)) NGy (B)) =
(f Uiy (B)))". Por lo tanto f~'(iy(B)) C iy(f~'(B)).

5 = K tal
K¢ € Entonces (FU(K))©
FN g (K) S ig(fTIKS) = ig(f71(K)))
(cg(f‘l(K)))". Por lo tanto cg(f‘](K))
FTHE) S e(f7HK)). Ast cg(f71(K)) = f71(K).

Sea c Y que

6.
g

Nl

6=1.Sean x€ X y V € ¢’ tales que f(x) € V. Por
6. tenemos que (f 7' (V) = f~1 (V) = ¢o(f (V) =
(T = G M) Asi fTI(V) =
N f‘l(V)). En consecuencia, existe U € g tal que
xeUCf I (V).Porlotantoxe Uy f(U)CV. O

El siguiente resultado es familiar y nos indica que
los dos tipos de continuidad definidas en conjun-
tos con EDG’s se preservan bajo composicion de
funciones.
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Proposicion 7. Sean g, ' v ¢ EDG’s sobre X,
Y y Z respectivamente. Si f: X — Y es una fun-
cion (g,9”)—continua (G—continua) y h: Y — Z es
una funcion (¢’, g”")—continua (G—continua), enton-
ces la funcién ho f: X — Z es (g,4"")-continua
(G—continua).

Demostracion. Si 'V € ", entonces h™'(V) € ¢'.
Asi 7Y (h"1(V)) € g. Ahora bien, (ho f)"I(V) =
f‘l(h‘l(V)) € g. En consecuencia, ho f es
(¢,9”")—continua.

Por otro lado, sean x € X y U € g” tales que (ho
)(x) =h(f(x)) € U. Entonces, existe V € ¢ tal que
f(x) e Vyh(V)C U. Ademas, existe W € g tal que
xeWy f(W)cV.Porlotanto, xe Wy (ho f)(W)C
U. O

4 Otras propiedades

En esta seccidn se presentan algunos resultados que
relacionan la continuidad y algunos axiomas de se-
paracion. Andlogamente a la definicién de espacios
Ty, T y T, usando abiertos, se tienen los respecti-
vos axiomas g— T, g— 71, g— T» usando g—abiertos.
Estos resultados extienden resultados bien conoci-
dos en topologia, en m—espacios [6] y en topologias
generalizadas [8].

Teniendo en cuenta que un espacioes g—77 siy
solo si cada conjunto unitario es interseccion de con-
juntos g—cerrados, obtenemos otra caracterizacion
para los espacios g — 7.

Proposicion 8. Un espacio Y es g— T si y solo
si para cada funcién G—continua ((g, g")—continua)
f:X =Y, f-'({y}) es interseccién de g—cerrados
paracadayeY.

Demostracion. La suficiencia es clara yaque siy €
Y, entonces {y} es interseccion de g—cerrados y por
tanto f~!({y}) es interseccién de g—cerrados por la
G—continuidad de f. Para el reciproco basta tomar
la funcion identidad iy : ¥ — Y. Con esto se tiene
que paracadayeY, i;,] ({y}) = {y} es interseccién de
g—cerrados. Asi, Yesg—T]. O

Proposicion 9. Sean gy ¢’ EDG’s sobre X e Y res-
pectivamente con Y unespaciog’ - Ty f: X > Y
una funciéon G—continua ((g,g’)—continua). Si pa-
ra A CX, f(A) ={y} para algin y € Y, entonces
Sleg(A)) = {y}.
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Demostracion. Basta observar que si f(A) = {y}, en-
tonces A C f~'({y}). Como Y es ¢’ — T entonces
{y} es interseccién de g’—cerrados. Asi f~'({y}) es
interseccion de g—cerrados (Proposicién 5). Luego
cy(A) € £ (1)) y esto implica que f(cq(A)) C {y).
Es decir, f(cq(A)) = {y} ya que f(A) C f(cq(A)). DO

Proposicion 10. Sean gy ¢" EDG’s sobre X e Y res-
pectivamente y f : X — Y una funcién G—continua
((8,08") —continua). SiYes g —Tr (¢ = To,6'—=T1) y
f es inyectiva, entonces X es g— 712 (—To,8—T1).

Demostracion. Sean x,y dos puntos distintos de
X. Entonces f(x) # f(y). Si Y es ¢’ — T», existen
o’ —abiertos disjuntos U y V tales que f(x) e Uy
f() € V. Por hipétesis existen g—abiertos U, y V,
talesque x€ Uy, ye Uy, f(U) C Uy f(Vy) CV.Co-
mo f(U,)N f(V,) CUNYV =0, entonces se concluye
que X es g—T». La otra parte de la prueba se hace
andlogamente.

El resto de la demostracidn es consecuencia di-
recta del hecho que toda funcién (g, g”)—continua es
G—continua (Proposicién 4). m]

Dadas las EDG’s g y g’ sobre X e Y respectiva-
mente y f: X — Y, diremos que f es g—abierta si
la imagen de cualquier g—abierto en X es unién de
g’ —abiertos en Y. Con esto puede probarse facilmen-
te el siguiente resultado.

Proposicion 11. Sean g y ¢’ EDG’s sobre X e Y
respectivamente y f : X — Y una funcién biyectiva
y g—abierta. Si X es g—T» (6 —To,3—T1), entonces
Yesg —Tr(a" —To,6" —Th).

Recordemos que dada una funcién f: X — Y el
grafo de f estd definido como el conjunto G(f) =
{(x, f(x)) : x € X} y el kernel de f esta definido como
Ker(f) ={(x,x") : f(x) = f(x")}. Estos dos conjuntos
juegan un papel muy importante en algunos resulta-
dos topoldgicos relacionados con los espacios 7.

Sigy g’ son EDG’s sobre X e Y respectivamente,
entonces sobre X X Y consideramos la EDG dada por
el conjunto gx g’ ={AXB:AegyBeg'}.

Proposicion 12. Sean g y ¢’ EDG’s sobre X
e Y respectivamente y f : X — Y una fun-
cion G-continua ((g,8") — continua). Si Y es
g’ — T», entonces G(f) es interseccion de (g X
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g’)—cerrados en X X Y y Ker(f) es interseccién de
(gx g)—cerrados en X X X.

Demostracion. Sea (x,y) € G(f)°. Entonces y # f(x)
y como Y es g — T, existen g’—abiertos disjun-
tosUy Vtalesque ye Uy f(x) € V. Como f es
G—continua existe Vyegtalque xe V,y f(V,) C V.
Como G(f)N(V,xU) =0 entonces V,x U C G(f)".
Asi todo punto de G(f)° es (g% g’)—interior y esto
implica que G(f) es unién de (g X g’)—abiertos 6
equivalentemente G(f) es interseccién de (g X g')-
cerrados.

Si (x,y) € Ker(f) entonces f(x) # f(y). Luego
existen g’—abiertos disjuntos U,V tales que f(x) €
Uy f(y) e V. Como f es G—continua existen
g—abiertos U, y V, tales que x € U,, f(U,) C U,
yeVyy f(V,) C V. Ademds puede verse facilmente
que Ker(f)N(U,xVy) =0. Asi U, xV, € Ker(f)°
y esto implica que Ker(f) es interseccion de (g X g)-
cerrados. O

Proposicion 13. Sean g y ¢’ EDG’s sobre X e Y
respectivamente y f : X — Y una funcién sobreyecti-
vay g-abierta. Si Ker(f) es interseccion de (g X g)-
cerrados, entonces Y es ¢’ — 7.

Demostracion. Seanyy,y, €Y cony; # y,. Entonces
existen x1, xp € X tales que f(x1) =y1 y f(x2) = .
Asi (x1,x2) € Ker(f)° y es claro que Ker(f) es unién
de conjuntos (g X g)—abiertos. Entonces existen g-
abiertos A y B tales que x; € Ay xp € B. Esto implica
que y; € f(A) y y2 € f(B) y cada conjunto f(A) y
f(B) es union de g’—abiertos. Entonces existen g’-
abiertos U,V con U C f(A)y V C f(B) y tales que
yieUyy eV.Como f(A)N f(B) =0, entonces
UnNnV=0yasiYesqg —T>. O

Dadas las EDG’s gy ¢’ sobre X e Y respectivamen-
te y las funciones f,g: X — Y, el igualador de fy g
es el conjunto eq(f,g) = {x € X : f(x) = g(x)}.

Proposicion 14. Sean gy " EDG’s sobre X e Y res-
pectivamente y f,g : X — Y funciones G—continuas
((g,9”) — continuas). Si Y es g’ — T», entonces el con-
junto eq(f,g) es interseccién de g—cerrados.

Demostracion. Si z € eq(f,g) entonces f(z) # g(z)
y por tanto existen g’-abiertos disjuntos U,V tales
que f(z) € Uy g(z) € V. Usando el hecho que f'y
g son G-continuas encontramos g-abiertos U, y V.
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tales que ze U, NV, Ceq(f,g)°. Es decir, el conjunto
eq(f,g) es unién de g-abiertos, lo cual implica que
eq(f,g) es interseccion de g-cerrados. O

Si X es un g-espacio, entonces A C X se llama
g-denso si ¢q(A) = X. Bajo las hipétesis de la pro-
posicién anterior si f(a) = g(a) para todo a € A en-
tonces A C eq(f,g). Sieq(f,g)° # 0 entonces existe
un g-abierto V # () tal que ANV = (. Asi A no seria
g-denso. Por tanto eq(f,g) = X y asi f = g. Es de-
cir, f y g estdn completamente determinadas por sus
valores en conjuntos g-densos.

Un caso particular de la proposicién anterior con-
siste en considerar X un espaciog—T>y f: X - X
una funcién G-continua, entonces se tiene que el con-
junto {x € X : f(x) = x} es interseccién de g-cerrados.
Es decir, el conjunto de puntos fijos de una funcién
G-continua de un espacio g — 75 en si mismo, es
interseccion de g—cerrados.
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