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Resumen

El plano de Jordan puede ser visto como un algebra cociente, como una extension de Ore graduada y
como una extension PBW torcida graduada. Usando estas interpretaciones, se muestra que el plano de
Jordan es un algebra Artin-Schelter regular y Calabi-Yau torcida, ademas se calcula de forma explicita su
automorfismo de Nakayama.
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Abstract

The Jordan plane can be seen as a quotient algebra, as a graded Ore extension and as a graded skew
PBW extension. Using these interpretations, it is proved that the Jordan plane is an Artin-Schelter regular
algebra and a skew Calabi-Yau algebra, in addition its Nakayama automorphism is explicitly calculated.
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1. INTRODUCCION

Existen varias versiones sobre el origen del
plano de Jordan: en [2] afirman que el plano de
Jordan fue definido por primera vez en [10]; pos-
teriormente en [3] afirman que la denominacion
de Jordan proviene de [S]; otros autores afirman
que el plano de Jordan lo introdujo Korenskii en
[13]. El plano de Jordan aparece en diferentes
contextos en matematicas y fisica y es uno de los
ejemplos basicos en los origenes de la geometria
algebraica no conmutativa, siendo uno de los
ejemplos basicos de anillos graduados no conmu-
tativos de crecimiento cuadratico. En 1987 Artin
y Schelter definieron las algebras Artin-Schelter
regulares (véase [4]) y afirmaron que el plano
de Jordan (sin darle este nombre) es una de las
dos algebras regulares de dimension global dos.
Las algebras Calabi-Yau fueron introducidas por
Ginzburg en [7] y posteriormente hicieron una
generalizacion de estas algebras, denominadas
algebras Calabi-Yau torcidas. Las extensiones
PBW torcidas fueron definidas por Gallego y
Lezama en [6].

El plano de Jordan ha sido ampliamente
estudiado, por ejemplo: es el algebra de Nichols
asociada a un espacio vectorial trenzado de
dimension 2 en la categoria de modulos de Yet-
ter-Drinfeld con dimension de Gelfand-Kirillov
2, se conocen sus representaciones, su homologia
y cohomologia de Hochschild, entre otras propie-
dades (véase por ejemplo [1, 2, 3, 12, 18]). Esta
es un algebra de Koszul (véase [23], pagina 208),
Artin-Schelter regular (véase [4], pagina 172) y
es un algebra Calabi-Yau torcida que no es Cala-
bi-Yau (véase [17]). Aunque estos resultados son
ampliamente conocidos en la literatura (véase por
ejemplo [4, 17, 21, 22, 24]), el objetivo de este ar-
ticulo es mostrar que el Plano de Jordan satisface
tales propiedades usando el hecho que tal algebra
puede presentarse como una extension de Ore
(véase [17], pagina 16) y como una extension PBW
torcida (véase [25], pagina 185). Las algebras de
Koszul, Artin-Schelter regulares, Calabi-Yau y
las extensiones PBW torcidas juegan un papel
importante en estudios recientes, especialmente
en geometria algebraica no conmutativa (véase
por ejemplo [16, 21]).

En la seccidn 2 se presentan algunos prelimi-
nares y se muestra que el plano de Jordan es un
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algebra cuadratica, finitamente graduada y fini-
tamente presentada. En la seccion 3 se muestra
que el plano de Jordan es una extension de Ore
del anillo de polinomios K [x] y es una extension
PBW torcida graduada biyectiva y pre-conmuta-
tiva. En la seccion 4 se presenta una resolucion
proyectiva de K como A-modulo, donde A es el
plano de Jordan y se demuestra que el plano de
Jordan es un algebra Artin-Schelter regular de
dimension global 2. Usando los resultados de las
secciones anteriores, se muestra que en efecto el
plano de Jordan es un algebra Calabi-Yau torcida
de dimension 2 y se calcula su automorfismo de
Nakayama.

2. PRELIMINARES

Para lo que sigue del articulo fijaremos la
siguiente notacion: todos los anillos tienen
identidad, K es un cuerpo, todas las algebras son
K -algebras y el simbolo ® indicara QK.

Un algebra A es finitamente generada como
algebra si existen elementos @1;---,dn € A tal
que el conjunto {a; a;,---a;,|1 <ij; <n,m>1}
u{1} genera a A como un K-espacio vectorial.
Un algebra A es N-graduada si tiene una descom-
posicion en K-espacios vectoriales A = ©n>04n
tal que A;A; C A;y;, para todo i, j > 0. Se dice
que A es conexa si Ay = K. Un elemento x en A
es homogéneo si x € A, para algun n. Un ideal
izquierdo / de A es llamado homogéneo o gra-
duado si es generado por elementos homogéneos,
o equivalentemente, si [ = @®,>o(/ NA,). En
el algebra libre A = K(x,...,x,), la longitud
de una palabra x; x;, - - -x;,, s m y la longitud de
1 es 0. Notemos que A es N-graduada conexa,
donde A; es el K-subespacio generado por todas
las palabras de longitud i. Por simplicidad en la
escritura, para M > 0, la suma @n>mAn S€ notara
como A,

Dada A un Aalgebra N-graduada conexa
finitamente generada, se dice que A es finita-
mente presentada si existe un ideal homogéneo
I generado por finitos elementos homogéneos,
I = (f1,...,fm) tal que A = K(xy,...,x,)/1. Al
cociente K(xi,...,x,)/(f1,...,fm) se le llama
una presentacion de A con generadores X1, ...,X,
y relaciones f1,---,fm- Las algebras finitamente
graduadas fueron definidas por Rogalski en [21],
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un algebra A es finitamente graduada si A es N
N-graduada conexa y finitamente generada como
un algebra.

Sea A un algebra N-graduada. Un A-mddulo
M es graduado si M tiene una descomposicion
en K -espacios vectoriales M = @,czM, tal que
AjM; C M,y para todo i € Z, j € N. Dado un
A-modulo graduado M se define M(i), i€ Z,
como el modulo graduado que es isomorfo a M
como un A-modulo, el cual tiene una graduacion
dada por M(i), = M;,. De forma analoga, dada
un algebra graduada A, se define el algebra
graduada A(i), coni € Z. Si M y N son A-modu-
los, el conjunto de los 4-homomorfismos de M
en N se denotara como Homy(M,N). Si My N
son graduados, para un [ ¢ 7, se dice que f es
un homomorfismo I-graduado si f(M,) C N,
para todo n. Si / = 0, se dice simplemente que f
es graduado.

El plano de Jordan aparece en diferentes
contextos en matematicas y fisica, ademas de
presentarse como un ejemplo basico en los inicios
de la geometria algebraica no conmutativa.

Definicion 1. £/ Plano de Jordan es el algebra
libre K(x,y), sujeta a la relacion yx = xy+x?,
es decir, A=K(x,y)/(yx—xy—x*), donde
(yx —xy — x?) es el ideal bilatero de K(x,y) gene-
rado por el polinomio Y¥ — Xy — .

Proposicion 2. El plano de Jordan
A = K{x,y)/(yx — xy — x*) es un dlgebra finita-
mente graduada y finitamente presentada.

Demostracion. El algebra libre K(x,y) es
finitamente generada como algebra, ademas de
ser graduada y conexa. El ideal de relaciones
I = (yx—xy—x*) es homogéneo de grado 2,
luego el cociente -es decir, el plano de Jordan-
resulta finitamente generado, graduado y conexo.
Como [ es finitamente generado, el algebra A4 es
ademas finitamente presentada.

Definicion 3. Si A es un algebra finitamente
generada, la dimension de Gelfand-Kirillov (GK-
dim) de A se define como

GKdim(A) = limsup

n—oo

<1n(dimK v
In(n)
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donde V' es un K-subespacio de dimension
finita de 4, que genera a A como un algebra y
l1eV.

En [14] se encuentran las propiedades basicas
de la dimension de Gelfand-Kirillov. Una de estas
propiedades es la no dependencia en la eleccion
de V' [14, Lema 1.1 y Lema 2.1].

El siguiente resultado es de gran utilidad para
decidir si algunas algebras son dominios o cum-
plen la condicion de ser noetherianas. Recorde-
mos que un elemento x € A es normal si XA = Ax.

Lema 4 ([21], Lema 1.11). Sean A un algebra
finitamente graduada y X € Ad un elemento nor-
mal homogéneo, para algiin d > 1.

(i) Dado x un elemento no divisor de cero en
A, si A/Ax es un dominio entonces A es un
dominio.

(ii) Si A/Ax es noetheriana, entonces A es
noetheriana.

Un élgebra A = @,>04, es generada en grado
uno si A es generada por A;. Un dlgebra generada
en grado uno es llamada cuadrdtica si el algebra
estd determinada por relaciones pertenecientes
a A;®A,. Por lo tanto, un &lgebra cuadratica
A esta determinada por un espacio vectorial de
generadores V = A; y un subespacio arbitrario de
relaciones cuadraticas ] C A @ A;.

de
un

Proposicion 5. El plano Jordan

A = Kx,y)/(xx —xy — x%)
cuadratica.

es algebra

Demostracion. Como A; es el espacio vecto-
rial generado por x, y, entonces A es generada en
grado uno. Ademas, yx—xy —x> € A; ®A| = A,
luego el plano de Jordan es un algebra cuadratica.

3. EXTENSIONES DE ORE Y EXTEN-
SIONES PBW TORCIDAS

En esta seccion se presentan las nociones y
algunas propiedades de las extensiones de Ore
y de las extensiones PBW torcidas de un anillo
R. Adicionalmente, se muestra que el plano de
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Jordan puede ser visto como una extension de
Ore y como una extension PBW torcida del anillo
de polinomios KJ[x].

3.1 Extensiones de Ore

Se dice que A es una extension de Ore del
anillo R si se cumplen las siguientes condiciones:

(i) R esun subanillo de A.

(i) Existe en A un elemento x tal que 4 es
un R-modulo libre a izquierda con base {x}io0,
es decir, cada elemento de 4 se expresa univoca-
mente como una suma finita X 7iX' con 7i € R.

(iii) x7 € Rx+ R, es decir, xr = 6(r)x+ 6(r)
para algunos 6(r),8(r) € R, conr € R.

De (iii) se obtiene que 0 : R — R es un endo-
morfismo de anillos, mientras que d : R — R es
una o- derivacion; es decir:

0(a+b) = &(a)+3(b)
o0(ab) = o(a)d(b)+d(a)b,

En particular, 6(1) =1y 6(1) = 0. La exten-
sion de Ore del anillo R se nota por A = R|[x; 0, ).

Proposicion 6. FEl plano de Jordan
A = K{x,y)/(yx — xy — x*) es una extension
de Ore del anillo de polinomios K|x].

Demostracion. Sean o : K[x] — K[x], con
o =idgpg, y 0 : Klx] — Klx], tal que

S(Zaixi) = Z’ialxi+1

Sean f,g € K[x], entonces f = Yax'y g=
Y bix', asi

o(f+g) = Za,x —i—be
= 8()_ (ai+bi)x')
= Zi(ai + bi)xi+1
ZziaixiHﬂLZibixiH
=0(f)+d(b).
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= S(Z(gaib;i)xf)
= (Zt(gaibt_i)xt+l)
— (Z(gtaibt—i)xt+l)

t

= (L (L —daip_i)x™)

t =0

+ (Z(i)iaibt—i)xprl)

= (Za,-xi)(Zib,-xiH)
+ (Z iaixiH)(Z b,-xi)

=f6(g)+6(f)g

=0(f)6(g)+d(f)g.

luego, 6 es una c-derivacion.

Sea A=K(x,y)/(yx—xy—x?), si conside-
ramos en A el elemento ¥X —xy —x° =0, se
tiene que yx = xy +x%.Si 0,8 : K[x] — K]x]son
como antes, entonces 6 (x) = x y 8(x) = x’y asi
yx =0 (x)y+6(x).

Sea n€ N tal que yx" =o(x")y+0(x"), es
decir yx" = ¥y + nx"*!, entonces,

= ()
= (x"y+nx
= ¥"yx 4 nx"2
= ¥ (xy +x%) +nx"2
— xn+1y+xn+2 +nxn+2
:anrly—i— (n+ l)xn+2
=o(@ )y + 8.

n+l>x

Por tanto, para f = ¥ a;x' € K[x], se tiene que:

yf=yY ax'
= Za,-yxi

= Za,-(xiy-i-ixiH)
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= Zaixiy + Za,-ixi+l

= (Zaixi)y + Z iax ™!
= G(Zaixi)y—l— S(Zaixi)
— o (f)y+3().

Por lo anterior se puede concluir que:
(i) K] = Kx,y) / (3x — xy = x?).

(ii) Existe en K({x,y)/(yx —xy —x?) un ele-
mento y tal que K(x,y)/(yx— xy— x?) es un K[x]-
modulo libre a izquierda con base {" b0

(i) yreKxly+K[x], es decir, Yr=
o(r)y+ 6(r), para algunos o(r),d(r) € K[x], con
r e K[x].

Con lo cual,
K(x,y)/(yx — xy —x*) = K[x][y; 0, 8].
3.2 Extensiones PBW torcidas

Definicion 7. Sean R y A dos anillos. Se dice
que A es una extension PBW (Poincaré-Birkho-
Jf~Witt) torcida de R si cumple las siguientes
condiciones:

(DR CA;

(i1) Existen elementos xi,...,x, € A tal que
A es un R-moédulo libre a izquierda, con base el
conjunto Mon(4) de los monomios estandar,

Mon(A) := {x% :=x{" - -x% | o =
(a17'~-7an) ENn}

(iii) Para cada 1<;<n y cada reR\{0},
existe un elemento c¢;r€R\ {0} tal que
xir —c¢;x; €R.

(iv) Para1<i, j<n existe ¢;j € R\ {0} tal
que

XjX,'-C,‘JX,‘XjGR—i-Rxl—l—---—l-Rxn. (D)

Bajo estas condiciones 4 se denota como
A = o(R)(x1,...,x,). También denotaremos
| =04+ +a.
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Proposicion 8 ([6], Proposicion 3). Sea 4 una
extensién PBW torcida de R. Para cadal <i<n,
existe un endomorfismo inyectivo ¢; : R — Ry
una o; -derivacion §; : R — R tal que

xir = o;(r)x; + 6;(r), reR. (2)

Definicion 9 ([25], Definicion 2.3). Sea A una
extension PBW torcida de R: ¥ = {01,...,0u}
y A:={01,...,6,},donde g; y §; (1 <i<n)son
como en la proposicion anterior.

(@) A es llamada pre-conmutativa si la con-
dicion (iv) en la Definicion 7 es reemplazada por:
para cualesquiera | < i, j < n, existe ¢; ; € R\{0}
tal que

Xjx; —Ci jxXiXj € Rxy + -+ + Rx;,.

(b) A es llamada cuasi-conmutativa si las
condiciones (iii) y (iv) en Definicion 7 son reem-
plazadas por

(iii") para cada 1 <i<n y todo r€ R\{0},
existe ¢; j € R\{0} tal que

Xil = Cj rXi;

(iv’) para cualesquieral < i, j < n,existe ¢; j €
R\{0} tal que

xjxi = C,'inx]‘.

() A es llamada biyectiva si g; es biyectivo

para cada 0; € ) y ¢; j es invertible para cada 1<
i<j<n.

(d) Sig; =idgparacadaOi € Y. se dice que 4
es una extension PBW torcida de tipo derivacion.

() Si§; = 0paratodo 0; € A, se dice que 4 es
una extension PBW torcida de tipo endomorfismo.

(f) Un elemento r de R tal que o;(r) =
=ry &(r) =0 para todo I <i <n sera llamado
una constante. A es llamada constante si todo
elemento de R es constante.

(g) A es llamada semi-conmutativa si A es
cuasi-conmutativa y constante.
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Estas extensiones y sus subclases han sido
bastante estudiadas recientemente (véase por
ejemplo [6, 8, 16, 19, 22, 23, 24, 25]).

3.3 El plano de Jordan como una extension
PBW torcida

Proposicion 10. £l plano de Jordan es una ex-
tension PBW torcida biyectiva y pre-conmutativa.

Demostracion. Considérese el plano de Jordan
A =K(x,y)/(yx — xy — x?), entonces se tiene que:

() K] CA.

(i) Existe y € 4 tal que 4 es un K[x]-moddulo
con base {y"|n € N}.

(iii) Como en 4 se tiene que yx —xy —x2 = 0,
entonces yx — xy = x> € K[x].

Por tanto el plano de Jordan puede expresarse
como una extension PBW torcida, es decir,

K (x,y)/ (vx —xy —x%) 2 0 (K[x]) ().

Ademas, como yx = xy + x2, se debe tener que
para el endomorfismo o y la o-derivacion o de
la Proposicion 8, o(x) =xy &(x) = x?, coinci-
diendo con el automorfismo ¢ y la ¢ -derivacion
0 del plano de Jordan como extension de Ore del
anillo K[x]. Asi, se puede concluir que el plano de
Jordan es una extension PBW torcida biyectiva y
pre-conmutativa.

3.4 Extensiones PBW torcidas graduadas

Como una generalizacion de las extensiones
de Ore iteradas graduadas, en [22] fueron defini-
das las extensiones PBW torcidas graduadas.

Proposicion 11 ([22], Proposicion 2.7). Sea
R = @,>0Ry un dalgebra N-graduada y sea
A = o(R)(x1,...,x,) una extension PBW tor-
cida biyectiva de R que satisface las siguientes
condiciones:

(i) o©; es un homomorfismo de anillos gra-
duados y 6; : R(—1) — R es una Oi - derivacion

para todo 1 < i <n,donde g,y § son como en la
Proposicion 8.

(ii) xjx;i—cijxixj € Ro +Rixy + -+ Rix,,
como en (1) y ¢; j € R.

Para p =0, sea A, el K-espacio generado por
el conjunto

{rx*| t+]|al=p,rn € R, x* €Mon(A)}.
Entonces A es un dlgebra N-graduada con
graduacion

A=PA,.

r=0

Definicién 12. Sea A = o(R)(xy,...,X,) una
extension PBW torcida biyectiva de un algebra
N-graduada R = ®,,>0R,,. Se dice que 4 es una
extension PBW torcida graduada si satisface las
condiciones (i) y (ii) en la Proposicion 11.

Proposicion 13. E/ plano de Jordan es una
extension PBW torcida graduada.

Demostracion. Por la Proposicion 10 tenemos
que el plano de Jordan A = K{x,y)/(yx —xy —x?)
es una extension PBW torcida biyectiva y
pre-conmutativa de K[x], que resulta ser un al-
gebra N-graduada, con la graduacion usual dada
por el grado de los monomios. Ademas, el endo-
morfismo o y la o-derivacion 6 de la Proposicion
8 estan dados por

5(2 aix’) = Z iaix

Luego, 0 es un homomorfismo de anillos
graduados y 0 : K[x](—1) — K]x] es una o-de-
rivacion. Por tanto, A = K(x,y)/(yx — xy — x?) es
una extension PBW torcida graduada de K[x].

o = idKM,

4. ALGEBRAS ARTIN-SCHELTER RE-
GULARES VERSUS ALGEBRAS CALA-
BI-YAU TORCIDAS

Reyes, Rogalski y Zhang en [20, Lema 1.2]
demostraron que en el caso de algebras gradua-
das conexas, las algebras Calabi-Yau torcidas y
las algebras Artin-Schelter regulares coinciden.

74



Jonatan Andrés Gomez Parada et. al.

4.1 Algebras Artin-Schelter regulares

Las algebras Artin-Schelter regulares son una
clase de algebras graduadas introducidas por
Artin y Schelter en [4]. En tal articulo los autores
clasificaron las algebras Artin-Schelter regulares
generadas en grado uno y de dimension global
menor o igual a 3.

Definicion 14. Sea A=K®A, GAP---
un algebra graduada finitamente presentada. El
algebra A se dice Artin-Schelter (AS) regular si
satisface:

(i) 4 tiene dimension global finita d, es
decir, todo 4-moédulo graduado tiene dimension
proyectiva menor o igual a d.

(i) A4 tiene dimension de Gelfand-Kirillov
finita.

(iii) 4 es Gorenstein, es decir, Ex (K,A) = 0
sig#dyExtd(K,A) 2 K.

En la definicion anterior se considera a K como
un 4-modulo, de la siguiente manera: dado a € A,
a=ky+ag +---aq,con ky € Ky aq € Ag,.
Entonces para k € Ky a € 4 se define ¢ - k := kok.

Sea A como en la definicion anterior. Podemos
definir el homomorfismo candénico de 4-modulos
j:A— K, con j(a):=koparacadaaa € A.

Proposicion 15 ([4], Pagina 173). La sucesion
de A-modulos

A2 g qr e g D

AK—>0

es exacta.

A continuacion se presentan dos ejemplos
de sucesiones exactas de 4-modulos del cuerpo
K como 4A-mddulo, las cuales seran de utilidad
para mostrar ejemplos de algebras Artin-Schelter
regulares.

Ejemplo 16. Considérese la  K-algebra
A =K(x,y) sujeta a la relacion xy = gyx, con
g € K*, es decir, A = K(x,y)/(xy —gqyx) (A es
conocida como el plano cudntico). Entonces
ry =2,y rp=1,con f; =xy—qyx.
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M

[~y x|, x= H

Y

Sean iy (a)=a[-qy x]yhx(b,c)=[bc]
para todo a,b,c € A. Por tanto

)

3)

hy

AA AA2 I AA ! AK———)O
es una sucesion exacta de 4-modulos proyec-
tivos de K como A-mddulo. Ademas dado que
A/Ax = K]y es un dominio noetheriano, por el
Lema 4 se tiene que 4 es un dominio noetheriano
y por tanto f;, resulta ser inyectiva, con lo cual

hy

00— Ay A2 ATy K0

es una resoluciéon proyectiva de K como
A-modulo.

Ejemplo 17. Sea A = K(x,y)/ (yx — xy — x?)
el plano de Jordan. Entonces rj =2y r, =1,
con fi = yx — xy — x°.

M=[y—x —x], x= m

Por tanto

iAo A2 AL K0 @)
es una sucesion exacta de A-modulos pro-
yectivos de K como 4-modulo, donde /'(a) = a

v~y g ®=[b ][] paratodon.n
cCEA.

Analogo al plano cuantico, A/Ax = K[y]es un
dominio noetheriano, luego §/ resulta ser inyecti-
va, y por tanto

00— Ay, A2 55,410 K—s0

es una resolucion proyectiva de K como
A-mobdulo.

El célculo hecho en el Ejemplo 17 es similar
al realizado en [21, Ejemplo 1.25], salvo que la
resolucion alli obtenida es de modulos libres
graduados.
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Sea 4 un algebra finitamente graduada y M
un A-mdédulo graduado acotado a izquierda, es
decir, M, = o para n < 0. Sea {m;} C M un con-
junto de elementos homogéneos que generan a M
minimalmente como 4-modulo. Entonces, existe
un A-homomorfismo graduado sobreyectivo
0 : P;A(—d;)) — M, con d;:=deg(m;) (i.e., m;
es un elemento homogéneo de grado 4. En tal
caso ¢ es llamada una sobreyeccion minimal de
un moédulo libre graduado sobre M.

Una resolucion libre graduada de un 4-modu-
lo M de la forma

dy
D A(=an) s

i

&, @A(—az,i)

L PA(—ar) M —0

1

es llamada minimal si cada d; es una sobre-
yeccion minimal en Im(d;) paratodoi = 1y €:
@;A(—ay ;) — M es una sobreyeccién minimal
sobre M (véase [21, Pagina 9]).

Proposicion 18. (/21], Lema 1.24) Una resolu-
cion libre graduada P. de M es minimal si y solo
si para todo j > 1 se tiene que Im(d;) C A> P,

Definiciéon 19. Sean A un algebra finitamente
graduada y M, N A-mddulos Z-graduados.

e Homg o(M,N):={f:M = N|f es un
A-homomorfismo graduado}.

e Hom, (M,N) = @, Homg,_(M,N(d)).

° @2 (M,N) es definido tomando un reso-
lucion libre graduada de M, aplicando el funtor
Hom, (—,N)y calculando la i-ésima homologia.

En la definicion anterior Homg, 4 (M,N)esun
grupo abeliano; mas atn, si f € Homg,_4(M,N)
y k € K, entonces se define (k- f)(m) := k- f(m),
para m € M, con lo cual Homg,,A(M,N) resulta
ser un K-espacio vectorial.

Sean S := Hom,, 4(M,N)y §,:= Homg, 4
(M,N(d)), para cada 4 e 7, facilmente se
muestra que la coleccion {S;}secz define una
graduacion de S.

Observacion 20 ([21], Pagina 10). Sean A un
algebra finitamente graduada 4 y M, N A-mddu-
los Z-graduados.

(i) Existe una inclusion natural
Hom, (M,N) — Homgu(M,N).

(i1) Si M es finitamente generado, entonces
Hom, (M,N) = Homy (M, N)

Ext) (M,N) = Ext} (M.N).

Es importante entender la accion del funtor
Hom, (—,A) en funciones entre modulos libres
graduados. Si N es un moédulo graduado sobre
el algebra finitamente graduada A4, entonces
Hom,(N,A) es un A-moddulo izquierdo via
[a-y](x) = ay(x). Dado un homomorfismo de
A-modulos graduados ¢ : Ny — N,, entonces
induce el homomorfismo de A-mddulos

Hom, (N2,A)  —  Hom,(N1,A)
f = foo

A continuacion presentamos algunos resulta-
dos preliminares que se usan en la demostracion
de la Proposicion 24.

Lema 21 ([21], Lema 1.28). Sea A un algebra
finitamente graduada.

(i) Para cada modulo libre graduado
" A(—si), existe un isomorfismo de A-modulos
graduados canonico

(ii) Sea P =@ A(=si)y Q=D 1A(—1)).
Dado un homomorfismo de A-modulos gra-
duados 9 * P — O, representado por la multi-
plicacion por la matriz M, entonces aplicando
Hom, (—,A) se obtiene un homomorfismo de
modulos 9" : Hom,(Q,A) — Hom,(PA), el
cual puede ser identificado canonicamen-
te con una funcion de modulos graduados
0" : @?zlA(l‘j) — @B A(si), usando (i). Enton-
ces ¢* es definido bajo la multiplicacion por la
misma matriz M.
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Proposicion 22 ([21], Proposicion 1.30). Sea 4
un algebra finitamente graduada. Entonces

rgld(A) = pd(4K) = pd(K4) = 1gd(A),

y este numero es igual a la longitud de la
resolucion minimal libre graduada de ,KK.

Proposicion 23 ([24], Proposicion 3.5). Sea
A = o(R)(x1,...,x,) una extension PBW torcida
graduada de un dlgebra conexa R. Si R es noe-
theriana con dimension global finita graduada,
entonces A tiene dimension global finita gradua-
day GKdim(A) < eo.

4.2 El plano de Jordan como un ilgebra
Artin-Schelter regular

En [4] fueron clasificadas las algebras Ar-
tin-Schelter regulares de dimension global 3 y
afirman que las unicas algebras Artin-Schelter
regulares de dimension global 2 son el plano
cuantico y el plano de Jordan. En esta subseccion
presentamos una demostracion detallada de la
propiedad Artin-Schelter regular del plano de
Jordan, usando el hecho que el plano de Jordan se
puede expresar como una extension PBW torcida
graduada (Proposicion 13).

Proposicion 24. El plano de Jordan es un

dlgebra Artin-Schelter regular de dimension
global 2.

Demostracion. Sea A=K(x,y)/(yx —xy—x?)
el plano de Jordan y consideremos la resolucion
de K dada en (4)

d d '
AA 2 A2 D AL KR ——0,

donde dr(a) = aly—x —x]y di(b,c) =
X
[b C] y > para todo a,b,c € A.

Sea A, ={kxg x4, ---xg,| k € K, 1 <d; <2},
entonces A = KOA| DA, B ---.

Noétese que:

o Im(d)) ={bix+byy|b;€ A} C A, enton-
ces Im(dy) C A>1A.

o Im(dy) = {[ay—ax —ax] | a € A} C
A>1A®? entonces Im(dy) C A>1A%2,

Por la Proposicion 18, se sabe que la resolucion
para 4K es minimal. Asi, de la Proposicion 22 se
sigue que la dimension global de A es 2.

Aplicando el funtor Hom,(—,A) a la resolu-
cion minimal de K, obtenemos la sucesion

0 —> Hom, (1K,A) . Hom, (4,A)
dy d;
— Hom, (A%,A) —— Hom, (A,A) — 0;

por el Lema 21 (i), esta ultima puede reescri-
birse como

dr &
A—5AP2 2540,

donde dia) = ma y d;<m) _

[y —X —x} p| > para todo a,b € A.
En consecuencia

Ext}(K,A) =ker(d3)/Im(d}) y
Ext3 (K, A) = A/Im(d3).

Veamos que Im(d;) = As;: la contenencia
Im(d;) € A>1 ¢s inmediata. Sea a € A>1, enton-
ces a puede escribirse de la forma a = xa; + yas,

az
—a; —a

([ea]) =0 L

=ya; —xap +xaj +xa; = a,

conaj,ar €A. Sea € A9%. Tenemos

por tanto A>; C Im(d;), con lo que
Exti(K,A) =A/A>; = K. De la Proposicion 20
se tiene que Ext5 (K,A) 2 K.

xa
Por otra parte, note que [y —X —X] al =
(yx — xy — x?)a para todo a € A, de donde se sigue

que Im(dy) C ker(d3).

Sea [a b] € ker(d}), entonces ya — xa— xb=
(yx —xy — x?)f paraalgin f € A.Luegoa = xf'y
b = yf, por lo cual [a b} = [xf yf] € Im(dy).
Asi, Im(d;) = ker(d;)y ademas Ext} (K,A) = 0.
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Finalmente, Ext{(K,A)= Homy(4K,A)=
Im(j*)=ker(d}) = 0.

Para concluir que el plano de Jordan es un
algebra Artin-Schelter regular, hace falta ver que
tiene dimension Gelfand-Kirillov finita. Considé-
rese a R = K[x] 2 K(x,y)/(y), por la Proposicion
15 se tiene que la sucesion de K[x]-modulos

proyectivos,
H
y .
R R%? R—13K—0,

es exacta. Ademas, como R es un dominio se
tiene una resolucion proyectiva de longitud 2. Por
tanto la dimension proyectiva de K como R-mo-
dulo es menor o igual a 2. Por la Proposicion 22,
se tiene que K[x] tiene dimension global finita.
Dado que A = K(x,y)/(yx—xy—x*) es una
extension PBW torcida graduada de K[x|, donde
K[x] tiene dimensioén global finita, se sigue de
la Proposicion 23 que GKdim(A) < co. Por tanto
el plano de Jordan es un algebra Artin-Schelter
regular de dimension global 2.

o 1]

Notemos que el plano de Jordan tiene la misma
serie de Hilbert que el anillo de en polinomios en
dos variables, lo cual implica, en particular, que
GKdim(A) =2 (véase [15]).

4.3 Algebras Calabi-Yau torcidas

Si A es un algebra, el dlgebra opuesta A° es
el algebra tal que 4° = A como K-mddulo con
producto a « b := ba.

Un A4-B-bimoédulo M puede ser identificado
como un A ® B° -modulo izquierdo, definiendo

(a®b)-m=amb, acA,beB, meM.
El digebra envolvente de A es A¢ .= A © A°.

Como A es naturalmente un A-bimodulo, enton-
ces A es un A¢-mddulo.

Sea M un A-bimodulo, v,y :A — A dos au-
tomorfismos, el A-médulo torcido YMH* es igual
a M como un K-espacio vectorial con a-m-b:=
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v(a)mu(b). Asi, M es un A4¢ - moédulo con el
producto dado por

(a@b)-m=a-m-b=v(a)mu(b).

Definicién 25. Una K-algebra 4 es llamada
v-Calabi-Yau torcida de dimension d, para algin
automorfismo v de 4 y para algtin entero d > 0, si
se cumplen las siguientes dos condiciones:

(1) A es homologicamente suave; es decir, A
tiene una resolucion finita de A-bimodulos pro-
yectivos finitamente generados;

0,
AY,

La condiciéon (ii) es llamada la condicién
Calabi-Yau torcida. En este caso v es llamado el
automorfismo de Nakayama de A. Si el automor-
fismo v es interno, es decir, v(x) = a~'xa, para
algin elemento invertible @ € A, se dice que 4 es
Calabi-Yau.

sii#d
sii=d

ja

(if) Ext} (A, A°)
mo de A¢ - mddulos).

(isomorfis-

Ejemplo 26. A =K[x] esun algebra Calabi-Yau.
En efecto: una base como espacio vectorial de
A= A®A° =A®A es el conjunto {x' @/ |
i, j > 0}. Consideremos la siguiente sucesion

Klx] ® K[x] 0

p(x)®q(x)

£y KR
= px)g(x)

donde p denota la multiplicacion en el algebra
A. Note que esta resulta ser exacta dado que U es
un homomorfismo sobreyectivo.

Seal' = Y!lo,pi®gq € ke_r(u), entonces
Yo pi(x)gi(x) =0. Como (1®x)/ =1®x/,

n n
=Y pi®g—Y pix)gx ol
i=0 i=0

n

Y (pi®qi—pigi®1)
i=0

n
Y ril©gi—qi®1)
i=0

n
=Y pi(1@Y b/ - Y bix/®1)
=0 J J



= anpizb;(

i=0

= ZPsz’
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lox —x/®1)

(1®x) —(xe1))

= ((1 ®x) —(x®1)r,

donde r = (Y;

Por lo tanto, ker (u)=

x®1-1®x).

Sean Py =K[x]@K[x], P = K[x] ® K[x]

PP Y (1@x) (x@ 1)),

considere el siguiente homomorfismo

d: P] — P()

1®1

Se tiene entonces la sucesion exacta corta
0 — K] @ K[x] - K[x] @ K]

Aplicando el funtor Homye (—

complejo

0 — Homae (K[x],A°) < Homye (P, A°)

= x®1—-1®ux.

4, Homye (P1,A%) — 0.

Sea h e ker(d”),

J R R 2y 4
1®1 - x®1-1®x
Asi, 0 =d*(h)(1®1)=h(d(1®
—1®x), luego h(x®1) =h(l®
h=0.
Entonces ker(d*) = {0}.
Ahora,

ExtS.(A,A°) = Homye (K[x],A) 2 Im(u*)

=ker(d*) =0.

Exth.(A,A%) =

HomAe P], )/Im(

— Homye (A%, A°) /Im(d")

=~ A /Im(d")

=A/(x®1-1®x).

)

(Iex—x®1) =

y

,A°), se obtiene el

es decir hod =0, donde

1) = h(x®1
X) por tanto

£y K] — 0.
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Si o € A¢, entonces O = Za,-jxi ® x, luego
a=Yaix®x en A/(x®1—-1®x), por
tanto @ = Y. a;;x T/ @ 1.

Por lo tanto,

Q: A/(x®1-1®x) — A
o= Za,yciﬂ ®1 — Z(l,‘jxiJrj,

es un isomorfismo de modulos y se sigue que
Extl.(A,A°) 2 A.

Para ; > 2 se tiene que Ext',.(A,A¢) = 0.

En consecuencia, el anillo de polinomios K[x] es
un algebra Calabi-Yau torcida de dimension 1, con
automorfismo de Nakayama v = id, y como este
automorfismo es trivialmente un automorfismo
interno, se sigue que K[x] es Calabi-Yau.

4.4 El automorfismo de Nakayama del
plano de Jordan

Como el plano de Jordan es una algebra finita-
mente graduada (Proposicion 2) y Artin-Shelter
regular (Proposicion 24), es inmediato que esta
resulta ser también Calabi-Yau torcida ([20, Lema
1.2]). El objetivo de esta tltima subseccion es
usar lo hecho atras para mostrar que, en efecto, el
plano de Jordan es Calabi-Yau torcida de dimen-
sion 2, y calcular efectivamente su automorfismo
de Nakayama.

Teorema 27 ([17], Teorema 3.3). Sea R un dlgebra
¥ A=R[x;0,08]| una extension de Ore. Suponga
que R es v-Calabi-Yau torcida de dimension d.
Entonces A es Calabi-Yau torcida de dimension
d+ 1yel automorﬁsmo de Nakayama V' de A
satisface que V'|g=0"'vyV'(x)=ux+b con
u,b € Ry u invertible.

Observacion 28 ([17], Observacion 3.4). Si en el
Teorema 27 tomamos ¢ = id se sigue que V/(x) =
x+ b. Por otra parte, si = 0 entonces V/(x) = ux.

Observaciéon 29 ([11], Pagina 338). Sea A un
algebra N-graduada, generada en grado uno. Si
A es Artin-Schelter regular de dimension global
2, entonces A = K(xy,...,x,)/(f),donde (f)es el
ideal bilatero generado por el elemento f, con f
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de la forma f = [x,...,x,|M|[xy,...,x,]' M es una
matriz invertible con entradas en K.

Aunque en [17] se presenta el automorfismo de
Nakayama de una extension de Ore de un algebra
Calabi-Yau torcida, en su demostracion no es
posible obtener una forma para calcularlo, por
esta razén el Teorema 30 nos ayuda a calcular
este automorfismo en el caso especifico en que el
algebra sea el cociente entre un algebra libre y el
ideal bilatero generado por un polinomio.

Teorema 30 ([11], Proposicion 3). Sean A =
K{x1,...,x0)/(f) ¥ M como en la Observacion
29. Entonces Ext',.(A,A°) =0 parai+2,y

Ext’.(A,A°) =AY (-2),

donde v es un automorfismo definido por v(g) =
by MM fa . an)' para g = ayxr +
< apxy.

Noétese que si en el teorema anterior 4 es Ca-
labi-Yau torcida de dimension 2, entonces el
automorfismo v es el automorfismo de Nakayama
de 4.

Proposicion 31. El plano de Jordan es un dlge-
bra Calabi-Yau torcida, con automorfismo de
Nakayama v dado por v(x) =xy v(y) = 2x + y.

Demostracién. Sea A = K(x,y)/(yx — xy — x?)
el plano de Jordan. Por la Proposicion 6 el plano
de Jordan es una extension de Ore de K[x], con
o(x) = x y §(x) = x*>. Como K][x] es Calabi-Yau
(en particular es Calabi-Yau torcida), entonces
del Teorema 27 se tiene que el plano de Jordan es
un élgebra Calabi-Yau torcida. Como O = igy,
entonces por la Observacion 28 se tiene que el
automorfismo de Nakayama de A es de la forma
v(x) =xy v(y)=y+pcon p € K[x].

Sea f=yx—xy—x?, entonces f puede ser
-1 =1 |x

0
Por el Teorema 30, dado p(x,y) =ax+by €A, se

tiene que

reescrito de la forma f= [x ]
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v == 51|11 o151 )

=xa+ (2x+y)b.

Como v es un automorfismo de A, nece-
sariamente  v(k) =k, paratodok € K.  Pero
x=1x+0y, entonces v(x) =x+ (2x+y)0 =x,
y al ser y = Ox+ 1y, se sigue que v(y) =x0+
(2x+y)l =2x+y.

Notemos que el plano de Jordan no es Cala-
bi-Yau, pues v no es un automorfismo interno.

Observacion 32. Si 4 es un algebra Cala-
bi-Yau torcida, entonces A puede ser extendida
a un algebra Calabi-Yau, es decir, si 4 es Cala-
bi-Yau torcida con automorfismo de Nakayama g,
entonces A[z; o] es Calabi-Yau (véase [9, Teorema
1.1 y Observacion 5.1]).

Ejemplo 33. Sea 4 el plano de Jordan con
automorfismo de Nakayama v como en la Propo-
sicion 31, entonces

B = Alz;v] = Kx][y; 8][z; V]

es una extension de Ore de 4. Por Teorema 27, B
es Calabi-Yau torcida con automorfismo de Naka-
yama V' tal que V/(x) =xy V/(y) =y y podemos
escribir el dlgebra B como B = K|x, z][y; 6] donde
8(x) = x%. Por otro lado, en B = A[z; v] tenemos
que zy = v(y)z= (y+2x)z =yz+ 2xz, mientras
que en B = Klx,z][y; 8] vale yz = zy + 6(z). Asi,
vz — 8(z) =2xz+yzy por lo tanto, 6(z) = —2xz.
Entonces, yz = zy — 2xz = V'(2)y + 6(2), es decir,
V/(z) = z. Por lo tanto v/ =B es un automorfismo
interno y B resulta ser Calabi-Yau.
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