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RESUMEN: En este articulo se muestra a traves de ejemplos, la forma como se calculan derivadas en grupos
topologicos. En cada uno de ellos se deben resolver ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales.
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ABSTRACT: This article shows how to calculate derivatives in topological groups trough examples. In each of
them one should solve ordinary or partial differential equations.
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1. INTRODUCCION

La derivada de Carathéodory para funciones
f:R—>R (Rdenota el conjunto de los
numeros reales) le permitid a Acosta y Delgado
generalizar esta a funciones f:R" > R" y

mostrar su equivalencia con la derivada de
Fréchet [1]. Con base en este ultimo trabajo,
Acosta generalizé la derivada de Carathéodory a
grupos topologicos [2]. Tenemos asi una forma
de hacer calculo diferencial en grupos
topologicos. Sin embargo, en [2] no se muestra
explicitamente un ejemplo en el que se calculen
derivadas en grupos topoloégicos. En|[3]se
calculan derivadas para una funcion
f:R—> G, donde Ges un grupo que

describiremos mas adelante. En este articulo se
retomara el trabajo hecho en [3]y se calcularan

derivadas para funciones f:G —> R y
f:G-oG.

También se hara el calculo de derivadas para un
tipo particular de funciones f : {2 — (2 siendo
Q=(M, (R)+) el grupo aditivo de las
matrices de tamafio 2x 2.

En general, el calculo de derivadas en grupos

topologicos conduce a la solucion de ecuaciones
diferenciales.

2. PRELIMINARES

En esta seccion se presenta la definicion de
derivada en grupos topologicos dada en [2]. Para
llegar a ella, se hace necesario los siguientes
comentarios:
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1. El espaciof]om( G,H ) corresponde al
conjunto de todos los homomorfismos
continuos de G en H dotado de la
topologia compacto-abierta. Esta
topologia se describe como sigue:

Sean G y H grupos topologicos Hausdorff. Si A4 es
un subconjunto compactode G y Ves un
subconjunto abierto de A , se denota por (A,V) el
conjuntode todas las funciones
continuas g . G — Htalesque g(4)cV .

La topologia compacto-abierta es la que tiene como
sub-base la coleccion {(4,7)} donde G es
localmente compacto.

2. Un grupoG es divisible si para
todo geG y meN (N denota el

conjunto de los nimeros naturales),

la ecuacion x™ =g (en notacion

multiplicativa) tiene solucion.

Definicion 2.1. Sean Gy H grupos topoldgicos
Hausdorft. Una aplicacion f :G — Hes

diferenciable en aecG, si existe

9:G—> I-Nlom(G,H) continua en ay tal que

f(x)f(a)" =¢(x)[xa”" ]

Si esta igualdad se da 'y ¢(a)es tUnica, la derivada

de fen a es ¢(a),yescribimos f'(a)=¢(a).

En la definicion anterior, la igualdad debe ser valida
en alguna vecindad del punto a .

La operacion del lado derecho es una evaluacion y
la notacion es tomada de [2], pues es alli donde se
da por primera vez una definiciéon de derivada en
grupos topoldgicos.

En [3] se dan condiciones suficientes para la
unicidad de la derivada:

Sean G y H grupos topolégicos Hausdorff,
G localmente compacto y divisible.
Supongase ademdas que para todo x € G,

%”ze. Si f:G—>Hes

lim x

m—>+0

diferenciable en ae G, entonces

f'(a) es unica.

Se ve de la definicion de derivada, que f'(a) es
un homomorfismo. Por lo tanto, para hacer

calculo diferencial en grupos topologicos, se
debe empezar por calcular homomorfismos.

3. CALCULO DE HOMOMORFISMOS
En esta seccion se hara el calculo de ciertos

homomorfismos, para usarlos en la proxima
seccion con el fin de calcular derivadas.

3.1 Consideremos el conjunto

G={(ab):abeR,a>0}
dotado de la ley de composicion interna

(a,b)*(x, ) = (ax,b+ay)

La dupla (G,*) es un grupo (no abeliano), donde

el médulo es la pareja ordenada (1,0) y el

1 —
inverso de (a,b) es (—,—bJ. Si se considera
a a

en G la topologia inducida por la usual Y
de R?, se tiene que la tripla (G,*,Y ) es un
grupo topologico.

3.1.1  Homomorfismos de G en R

Sea h : G — R un homomorfismo. Entonces,

Hl(x, y Y v)] = hlx, )+ huv) - (1)

Se tiene ademas la condicion inicial

h(1,0)=0.



Dyna 156, 2008 81

Como A|(x, yYu,v)] = h(xu,y + xv)
entonces de (/) obtenemos que

h(xu,y +xv)=h(x, y)+ h(u,v) (2)

Haciendo u=1, v= % y usando la condicion

inicial en (2), se llega a:

ey +1)=hx,y) h(l’ij ~h(1.0)

t t
X
Tomando el limite cuando ¢ — 0 se tiene:
Oh
x—=k
oy

de donde
k
o, y) =~y +glx) (3)

Derivando en esta ultima igualdad respecto a la
variable x se obtiene:

oh - ,
P lzy+g(X) (4)
x X
Ahora, en (2) se hace u:1+%,v=0 y

obtenemos

. h(x + t,y)_ h(x,y) h(l + ;)0) _ h(],O)

r :

X
Tomando el limite cuando ¢ — 0 obtenemos:

oh ¢
—=— 5
ox X ()

De (4) y (5) se llega a:

Y gx)=C
X X

Para que esta ultima igualdad sea valida debe ser
que k =0, de donde

g’(X)=§

Asi, g(x) =clnx+d y en particular g(]) =d.
De (3 ) se tiene que

h1,0)=g(1)=0

Luego, d=0, o sea que g(x)zclnx.
Remplazando en (3) se llega a que los

homomorfismos h:G—>R

caracterizados como:

quedan

h(x,y)=clnx
3.1.2  Homomorfismos de R en G.

Sea h:R—> G un homomorfismo. En primer
lugar,

h(x) = (p(x). ¢(x)).
Ahora, como / es homomorfismo entonces
h(x+ )= h(x)n(y) (6)

Por un lado se tiene que

hx+y)=(plx+ ) ¢(x+y))

y por otro lado

h(x)h(y)=(p(x) 6(x)Ne(r) 4(»))
= (plx)o(y) #(x) + olx)p(»))

Remplazando las dos tltimas relaciones en (6 ) ,
se obtienen las siguientes relaciones funcionales:

olx+y)=op(x)e(y) (7)
#x+y)=(x)+ p(x)p(y) (8)

Como A(0)=(1,0) se tienen ademas las
condiciones iniciales (p(O) =1, ¢(0) =0.

De (7 ) y las condiciones iniciales obtenemos
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= ,y#0

o+ )=o) _ ) [ob)-ol0]
y y

Tomando el limite cuando y — 0 se llega a que
¢'(x)=p(x)k, de donde @(x)=e"F. De esta
igualdad se sigue que (p(O): C'y usando las

condiciones iniciales se tiene que ¢ = 1, asi que
_ _kx
o(x)=e 9)

Ahora, de (8) y (9) junto con las condiciones
iniciales, se tiene que:

P+ )= 4(x) _ u [00y)-90)]
y y

,y#0

Tomando el limite cuando y — 0 se obtiene

¢'(x)=ce®™, de donde ¢(x)=%ek” +d . De esta
igualdad se sigue que ¢(0)=%+d y usando las

-c
condiciones iniciales se llega a que d = 7 Por lo

o=<l-1) ()

De (9) y (1 0) concluimos que los homomorfismos
h: R — G quedan caracterizados como:

()= [ekx,%(ekf - J)J

3.1.3 Homomorfismos de Gen G.Sea h: G —> G

Un homomorfismo. En primer lugar,

h(x,y) = (p(x, y).¢(x.))

Como 4 es homomorfismo, entonces

h(e o v)) = h(x y)nla,v) (1)

Por un lado

7y, v)) = hxu, y + xv) (12)
=(p(xu, y +xv), goxu, y + xv))

y por otro lado

(2, ), v) = (13)
(p(x, ») 8x, » )Mo, v), B, v))
= (o, y Jplu,v), p(x, y)+ lx, y Jp(u, v))

Remplazando (1 2) y (1 3 ) en (1 1 ) se obtienen
las siguientes relaciones funcionales:

olau,y+xv)=p(x, y)plu,v) (14)

Plxu, y +xv) = g(x, v)+ o(x, )l v) (15)
También, como /es homomorfismo se sigue

que A(1,0)=(1,0), de donde se tienen las
condiciones iniciales

o(1,0)=1, $(10)=0.
En (14) se hace u = ]+%, v =0 y se obtiene

plx+1,y)= (/)(x,y)(p(l +£,0j

Usando las condiciones iniciales, se llega a:

t
i) gles) o AT E0)A00
x tyt Y= ol y)

t

X

Tomando el limite cuando ¢ — 0 en esta ultima
igualdad obtenemos la ecuacion diferencial
parcial

XM: q)(x,J’)k

ox
de donde

Ing(x,y)=kinx+g(y) (16)
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En esta igualdad derivamos respecto a y y se tiene:

1 0 (x, )_ ,
) )

Usando nuevamente la relacion (] 4), hacemos

uz],v:%c y se obtiene:

Lolay+ tt)— olx.y) _ olx.y :

Tomando el limite cuando f — 0 en esta ultima
igualdad se llega a:

L O0(x.y)

S co(x,y)

de donde

1 dp(x,y) ¢
o(x,7) (payy x 8)

De (] 7) y (]8) se tiene que g'(y)z € y para que
x

esta igualdad tenga sentido, debe ser que ¢ =0 y de
ahi que g(y) =d . Ahora, de (] 6 ) se tiene que

Ing(1,0)=kinl+g(0)

de donde g (0 ) =0. Luego, d =0, es decir,
g(y) = (. De esta forma, de (] 6) se sigue que

o(x, )= x* (19)

Para encontrar la funcion ¢, en (1 5) se hace

u= ]+%,v =(0 vy razonando como antes se

obtiene

¢(x,y)=%( ‘1) (20)

En conclusion, de (19) y (20) se tiene que los

homomorfismos % .G — G quedan caracterizados
como:

)= £ 1)) (21)
Se observa en los ejemplos que los
homomorfismos encontrados dependen

unicamente de la primera variable.

También en este ejemplo, se tiene que los
homomorfismos de G en G se obtienen
realizando la composicion de los
homomorfismos de Gen R con los de R en

G.

4. CALCULO DE DERIVADAS

4.1 Una vez hecho el calculo de los
homomorfismos h:G—>R, h: R—>G y
h:G — G pasamos a calcular derivadas. El
grupo G es localmente compacto y satisface las
condiciones para que haya unicidad de Ia
derivada (comentario 3 de los preliminares).

4.1.1  Derivada para funciones f :G — R

Veamos en primer
f:G—>R son
caracterizacion de  los
h:G — R se tiene:

lugar qué funciones
diferenciables. Por la

homomorfismos

7()- f(ab)=g(x 9)|(x7)(a@,b) ]

Haciendo y = b en esta igualdad se obtiene:
f(wb)= flab)!
xX—a
Inx—Ina
.

Como b debe ser continua en (a,b) se tiene
entonces que

b(x,b)=

, X7+ a
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Q |~

Se exige entonces que exista la derivada parcial
de f con respecto a x, evaluadaen a.

De esta manera, la derivada de f en (a,b),
evaluada en (t I,tz) es:

¢wwmwnkaﬁgw

t
n—L
(ap) "

4.1.2  Derivada para funciones f : R — G

En primer lugar se debe ver qué funciones
f :R— G son diferenciables, es decir, para qué

funciones f : R — G existe ¢: R — Hom(R,G)
continua en a y tal que

f(x)f(a)”" =¢(x)[x~a]

Tenemos que f(x)=(f,(x),f,(x)), siendo f, y
f, funciones de R en R con f,(x)>0. Por un
lado se tiene que

S@fa)” = (1) £, @) 1> (a))”

:<ﬁ<x>,f2<x>>(ﬁ,—ffé§>j

(A o A0
'{ﬁ@yﬂ“) ﬁ@)] (22)

Por otra parte, teniendo en cuenta la caracterizacion
de los homomorfismos de R en G, tenemos:

mwh—d=&mwﬂwﬂﬁ%§;iJwﬂ

se obtienen las siguientes

De (22) y (23)

relaciones:

;ﬁ 8 _ o)) (24)
L) e
f2(x) 7.a) =5 )( h(x) j(25)

Al despejar h(x) en (24) se llega a:

h(x): Inf, (x)_l” /i (a)

X—a

, X#*da

Como /& debe ser continua a , entonces

il

Se debe exigir entonces que f, sea diferenciable
en a.
Ahora, de la ecuacion (25 ) se tiene:

fz(x) J(a)_fz(x)fz(a)
f1(a)
o
fila

STYACEYA)

X—da

o bien,

fZ(x)fl(a)_fl(x) z(a)_

es decir,

(fz(x)_fz(a))fz(a)_ fz(a)(fz(x)_fz(a))_

X

£,6)- 1,(a)

X—da
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Como b debe ser continua en a, entonces si en la
anterior igualdad se toma el limite cuando x — a se
tiene que:

ARG

fi (a) (27)

Se debe exigir entonces que f, sea diferenciable en
a.

De (26 ) y (2 7 ) se tiene que la derivada de f en
a, evaluada en f es:

#alr]=

, 7/ (a)
fi(a)t , , W
e (£, (@)fia)- 1, (@), a))| 1
( ) f, (a)

4.1.3 Derivada para funciones f :G —> G

Como antes, veamos qué funciones f - G — G son
diferenciables. Tenemos que

J(xy)=(fi(x.y).f:(x.y))

y por lo tanto,

f(x,y)f(ab)” =

Sfi(x.y) _Ji(x,y)f>(a,b) 28
(f,(a,b)’fz(x’y) f(ab) ] (2)

De otro lado, teniendo en cuenta la caracterizacion
de los homomorfismos de G en G, se tiene que

d(x)|(x.y)(ab)” = ¢(x,y)[§, y —gx} _

(fzj”*”)b(xuy)((zjhmy)_1]] (29)
a h(x,y)\\a

Igualando (28) y (29) se obtienen las siguientes
ecuaciones:

h(x,y)
Si(x,p) :(xj (30)
fi(a,b) a
y
fz(xay)ﬁ(aab)_ﬁ(xay)fz(aab) _
fi(a,b)

MLY)(mew—l (1)
h(x,y)\\a
De (30) se llega a:

Inf(x.y)=Inf(ab)

xX—a
Inx—Ina

hi(x,y)=

,X#a
xX—a
Haciendo y=b y teniendo en cuenta que

h debe ser continua en (a,b), entonces al tomar
X — aen la ultima igualdad, se obtiene que

a  ofi(xy)

Mab) =) ax

(ab)

Ahora, de (3 1 ) se sigue que:

fo(xy)fi(ab)=fi(xy)fs(ab) _

fi(a,b)
fi(x,y)=fi(ab)
fi(ab)
b(x,y) lnfl(x,y)—lnfl(a,b)’x;ta
Inx—Ina
o(bien, )
fo(x.y)=f(ab) )
P2 ()
(fi(x.y) - fy(ab)) B
I o (ab) =
f1(x,J’)—f1(a,b).lnx—lna
b(x,y) lnf),c(:cfzy)—lnfl(a)fb_)a JX#a
xX—a
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Como b debe ser continua en (a,b), entonces
haciendo y =b y tomando x—a en la ultima

igualdad, se tiene que:

b(a,b)zaafZ(x’y)

(a,b)
a_ ¥(xy)
f,(ab) Ox (a‘b)fz(a,b)

De esta manera, la derivada de f en (a,b),

evaluada en (tj,tz) es
¢(a,b)[(t1,t2 )] = (¢1’¢2)

a ofi(xy)

b @
Donde ¢, =¢]"“" @ Iy

d,(xy)

ax a
¢2 = )

i (x.y)
Ox

fx(ab)
(a0) _

(a.b)
a  i(xy)

(ab ox a
t;’z“ ) wh _ |

4.2 En esta seccion se considerara el grupo
topologico aditivo (2= (M M,R) de las matrices
cuadradas de tamafio 2x 2 con entradas reales, el
cual es localmente compacto, divisible y satisface
las condiciones para la unicidad de derivada. En
efecto, la divisibilidad se sigue del siguiente hecho:
como estamos considerando 2 como grupo aditivo

la divisibilidad significa que dado geQ vy
n natural, existe x € {2 tal que g =nx, lo cual en
tiene. Vale

nuestro caso  se ademas que

Cox (0 0
lim — = para todo xe£. La
0 0

compacidad local de (2 se sigue al ver (2 como
R*.

Definimos f : Q) — Q como:

f(xu x12] _ (xuxzz 0 ]
Xo1 X 0 X12%5
Se mostrara que esta funcion es diferenciable en

cada 4eM, ,. En [4] se demuestra que los

homomorfismos de (2 en
caracterizados como:

2 quedan

X1 X
co(X):co( J

X X
((01()() (oz(X)j
P;(X) @, (X)

Donde
O (X )=k, x; +k,x, +k;x, +k,x,,
i=1234.

Debido a la linealidad de las ¢,, se tiene que el

homomorfismo ¢ es continuo con la topologia

inducida por la de R”.

Definamos ¢ : 2 — I-Nlom(.Q,.Q) como:

AnY; + XY 0 J
0 Ay Yt XY

¢(X)[Y]=(

Con relacion a esta definicion, tenemos que
efectivamente  @( X )Je Hom(2,2) y que

considerando en ﬁom( 0,0)la topologia
compacto abierta, la aplicacién @ es continua en
(2. Ademas,

HX)[X - 4] = (

Donde

$(X,4) 0
0 9, (X, 4)

P (X, A)=ay,(x;, —a,)+x,(x,—ay),
P (X, A)=ay(x;,—a;,)+x,(x, —ay)
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Se tiene asi que

¢(X)[X—A]=(x”x22 —a;4;, 0 j

0 XX —appdy;
=f(X)-f(A4)
Por lo tanto, f es diferenciable en 4 y
fi(A4)=¢(A4)
Donde
¢(A)[Y]:[a22y”+a”y22 0 j
0 Ay Y +a,yy,
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