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RESUMEN: En este artículo se muestra a traves de ejemplos, la forma como se calculan derivadas en grupos 
topológicos. En cada uno de ellos se deben resolver ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales. 
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ABSTRACT: This article shows how to calculate derivatives in topological groups trough examples. In each of 
them one should solve ordinary or partial differential equations. 
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1. INTRODUCCIÓN  

 
La derivada de Carathéodory para funciones 

RR:f →  ( R denota el conjunto de los 
números reales) le permitió a Acosta  y Delgado 

generalizar esta a funciones mn RR:f →  y 
mostrar su equivalencia con la derivada de 
Fréchet [1].  Con base en este último trabajo, 
Acosta generalizó la derivada de Carathéodory a 
grupos topológicos [2]. Tenemos así una forma 
de hacer cálculo diferencial en grupos 
topológicos. Sin embargo, en [2] no se muestra 
explícitamente un ejemplo en el que se calculen 
derivadas   en   grupos    topológicos.    En [3] se  
calculan derivadas   para   una función 

GR:f → , donde  G es un grupo que 

describiremos más adelante. En este artículo se 
retomará el trabajo hecho en [3] y   se  calcularán  
 
 

 
derivadas para funciones RG:f →   y 

GG:f → .  
 
También se hará el cálculo de derivadas para un 
tipo particular de funciones  ΩΩ →:f  siendo 

)),R(M( 22 += ×Ω  el grupo aditivo de las 

matrices de tamaño 22 × . 
En general, el cálculo de derivadas en grupos 
topológicos conduce a la solución de ecuaciones 
diferenciales. 

 
 

2. PRELIMINARES  

 
En esta sección se presenta la definición de 
derivada en grupos topológicos dada en [2]. Para 
llegar a ella, se hace necesario los siguientes 
comentarios:  
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1. El espacio )H,G(omH
~

 corresponde al 
conjunto de todos los homomorfismos 
continuos de G  en H dotado de la 
topología compacto-abierta. Esta 
topología se describe como sigue: 

 
Sean G  y H grupos topológicos  Hausdorff. Si A es 
un subconjunto compactode G  y V es un 
subconjunto abierto de H , se denota por  ( )V,A  el 
conjuntode todas las funciones 
continuas HG:g → tales que V)A(g ⊂ . 

La topología compacto-abierta es la que tiene como 
sub-base la colección ( ){ }V,A  donde G  es 
localmente compacto. 
 

2.  Un   grupoG   es    divisible    si    para    
todo  Gg ∈  y Nm∈  ( N  denota el            
conjunto de los números naturales),             

la ecuación gxm =  (en notación 
multiplicativa) tiene solución. 

 
Definición 2.1. Sean G y H  grupos topológicos 
Hausdorff.  Una aplicación HG:f → es 

diferenciable en Ga∈ , si existe 

)H,G(omH
~

G: →φ  continua en a y tal que  
 

]xa)[x()a(f)x(f 11 −− =φ  
 
Si esta igualdad se da y )a(φ es única, la derivada 

de f en a  es )a(φ , y escribimos )a()a(f φ=′ .   

  
En la definición anterior, la igualdad debe ser válida 
en alguna vecindad del punto a . 
La operación del lado derecho es una evaluación y 
la notación es tomada de [2], pues es allí donde se 
da por primera vez una definición de derivada en 
grupos topológicos. 
En [3] se dan condiciones suficientes para la 
unicidad de la derivada: 
 

Sean G  y H grupos topológicos Hausdorff, 

G  localmente compacto y divisible. 

Supóngase además que para todo Gx∈ , 

exlím m
1

m
=

+∞→
. Si HG:f → es 

diferenciable en Ga∈ , entonces 

)a(f ′  es única. 
 
Se ve de la definición de derivada, que )a(f ′  es 
un homomorfismo. Por lo tanto, para hacer 
cálculo diferencial en grupos topológicos, se 
debe empezar por calcular homomorfismos. 
 
 
3.      CÁLCULO DE HOMOMORFISMOS  
 
En esta sección se hará el cálculo de ciertos 
homomorfismos, para usarlos en la próxima 
sección con el fin de calcular derivadas. 
 
 
3.1     Consideremos el conjunto 
 

 
( ){ }0a,Rb,a:b,aG >∈=  

 
dotado de la ley de composición interna 
 

( ) ( ) ( )ayb,axy,xb,a +=∗  
 

La dupla ( )∗,G  es un grupo (no abeliano), donde 

el módulo  es la pareja    ordenada   ( )0,1   y    el  
 

inverso de ( )b,a  es 






 −
a

b
,

a

1
. Si se considera 

en G  la topología inducida por la usual Υ 

de 2R , se tiene que la tripla ( ,,G ∗ Υ )  es un 
grupo topológico.  
 
 
3.1.1      Homomorfismos de G en R  

 
Sea RG:h →  un homomorfismo. Entonces,  
 
            ( )( )[ ] ( ) ( )v,uhy,xhv,uy,xh +=        ( )1         
     
 
Se tiene además la condición inicial 
 

( ) 00,1h = . 
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Como  ( )( )[ ] ( )xvy,xuhv,uy,xh +=  
 
entonces de )1(  obtenemos que  
 
              ( ) ( ) ( )v,uhy,xhxvy,xuh +=+     ( )2          
 

Haciendo 1u = , 
x

tv =  y usando la condición 

inicial en ( )2 , se llega a: 

( ) ( )
( )

x

t

0,1h
x

t
,1h

t

y,xhty,xh
x

−








=
−+

 

Tomando el límite cuando 0t →  se tiene: 

k
y

h
x =
∂
∂

 

de donde 

                    ( ) ( )xgy
x

k
y,xh +=            ( )3                            

 
Derivando en esta última igualdad respecto a la 
variable x  se obtiene: 

                       ( )xg
x

ky

x

h
2

′+
−

=
∂
∂

           ( )4                         

Ahora, en )2(  se hace 0v,
x

t1u =+=  y 

obtenemos 

( ) ( )
( )

x

t

0,1h0,
x

t
1h

t

y,xhy,txh
x

−






 +
=

−+
 

Tomando el límite cuando 0t →  obtenemos: 
                              

                          
x

c

x

h
=

∂
∂

                          ( )5                               

 
De ( )4  y ( )5  se llega a: 
 

( )
x

c
xg

x

ky
2

=′+
−

 

Para que esta última igualdad sea válida debe ser 
que 0k = , de donde  

( )
x

c
xg =′  

Así, ( ) dxlncxg +=  y en particular ( ) d1g = . 

De  ( )3   se tiene  que  
 

( ) ( ) 01g0,1h ==  
 

Luego, 0d = , o sea que ( ) xlncxg = . 

Remplazando en ( )3  se llega a que los 

homomorfismos   RG:h →  quedan 
caracterizados como: 
 

( ) xlncy,xh =  
 

3.1.2      Homomorfismos de R  en G.  
 
Sea GR:h →  un homomorfismo. En primer 
lugar,  
 

( ) ( ) ( )( )x,xxh φϕ= . 
 
Ahora, como h es homomorfismo entonces 
 
            ( ) ( ) ( )yhxhyxh =+                     ( )6    
                  
Por un lado se tiene que  
 

( ) ( ) ( )( )yx,yxyxh ++=+ φϕ  
 

 
y por otro lado 
 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )yxx,yx

y,yx,xyhxh

φϕφϕϕ
φϕφϕ

+=

=
 

 
Remplazando las dos últimas relaciones en ( )6  , 
se obtienen las siguientes relaciones funcionales: 
 
        ( ) ( ) ( )yxyx ϕϕϕ =+                             ( )7          

         ( ) ( ) ( ) ( )yxxyx φϕφφ +=+                 ( )8         
        
Como ( ) ( )0,10h =  se tienen además las 

condiciones iniciales ( ) ( ) 00,10 == φϕ . 
 
De ( )7  y las condiciones iniciales obtenemos 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
0y,

y

0y
x

y

xyx
≠

−
=

−+ ϕϕ
ϕ

ϕϕ
 

Tomando el límite cuando 0y →  se llega a que 

( ) ( )kxx ϕϕ =′ , de donde ( ) c~ex kx=ϕ . De esta 

igualdad se sigue que ( ) c~0 =ϕ y usando las 

condiciones iniciales se tiene que 1c~ = , así que  
 

                              ( ) kxex =ϕ                        ( )9            
                   
Ahora, de ( )8  y ( )9 junto con las condiciones 
iniciales, se tiene que: 
 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
0y,

y

0y
e

y

xyx kx ≠
−

=
−+ φφφφ

 

 
Tomando el límite cuando 0y →  se obtiene 

( ) kxcex =′φ , de donde ( ) de
k

c
x kx +=φ . De esta 

igualdad se sigue que ( ) d
k

c
0 +=φ  y usando las 

condiciones iniciales se llega a que 
k

c
d

−
= . Por lo 

tanto,  

                       ( ) ( )1e
k

c
x kx −=φ            ( )10           

           
De ( )9  y ( )10  concluimos que los homomorfismos 

GR:h →  quedan caracterizados como: 
 

( ) ( )






 −= 1e
k

c
,exh kxkx  

 

3.1.3    Homomorfismos de G en G. Sea GG:h →    
 
Un homomorfismo. En primer lugar,  
 

( ) ( ) ( )( )y,x,y,xy,xh φϕ=  
 

Como h es homomorfismo, entonces 
 
        ( )( )( ) ( ) ( )v,uhy,xhv,uy,xh =         ( )11         
         
Por un lado 

 
( )( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( )xvy,xu,xvy,xu

12xvy,xuhv,uy,xh

++=

+=

φϕ
        

 
y por otro lado 
 
( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )v,uy,xy,x,v,uy,x

v,u,v,uy,x,y,x

13v,uhy,xh

φϕφϕϕ
φϕφϕ
+=

=

 

 
Remplazando ( )12  y ( )13  en ( )11  se obtienen 
las siguientes relaciones funcionales: 
 
      ( ) ( ) ( )v,uy,xxvy,xu ϕϕϕ =+              ( )14                      

        
( ) ( ) ( ) ( ) ( )15v,uy,xy,xxvy,xu φϕφφ +=+  

 
También, como h es homomorfismo se sigue 
que ( ) ( )0,10,1h = , de donde se tienen las 
condiciones iniciales  
 

( ) ( ) 00,1,10,1 == φϕ . 
 

En ( )14  se hace 0v,
x

t1u =+=  y se obtiene 

 

( ) ( ) 






 +=+ 0,
x

t
1y,xy,tx ϕϕϕ  

Usando las condiciones iniciales, se llega a: 
 

( ) ( ) ( )
( )

x

t

0,10,
x

t
1

y,x
t

y,xy,tx
x

ϕϕ
ϕ

ϕϕ
−







 +
=

−+

 
Tomando el límite cuando 0t →  en esta última 
igualdad obtenemos la ecuación diferencial 
parcial  

( ) ( )ky,x
x

y,x
x ϕ

ϕ
=

∂
∂

 

de donde  
 
         ( ) ( )ygxlnky,xln +=ϕ                    ( )16             
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En esta igualdad derivamos respecto a y  y se tiene: 

             
( )

( ) ( )yg
y

y,x

y,x

1
′=

∂
∂ϕ

ϕ
                ( )17                       

 
Usando nuevamente la relación ( )14 , hacemos 

x
tv,1u ==  y se obtiene: 

( ) ( ) ( )
( )

x

t

0,1
x

t
,1

y,x
t

y,xty,x
x

ϕϕ
ϕ

ϕϕ
−









=
−+  

Tomando el límite cuando 0t →  en esta última 
igualdad se llega a: 
 

( ) ( )y,xc
y

y,x
x ϕ

ϕ
=

∂
∂

 

de donde  
 

              
( )

( )
x

c

y

y,x

y,x

1
=

∂
∂ϕ

ϕ
               ( )18                                         

 

De ( )17  y ( )18  se tiene que ( )
x

c
yg =′  y para que 

esta igualdad tenga sentido, debe ser que 0c =  y de 
ahí que ( ) dyg = .  Ahora, de ( )16  se tiene que 
  

( ) ( )0g1lnk0,1ln +=ϕ  
 

de donde ( ) 00g = . Luego, 0d = , es decir, 

( ) 0yg = . De esta forma, de ( )16  se sigue que 
  

                           ( ) kxy,x =ϕ                  ( )19                            
                    
Para encontrar la función φ , en ( )15  se hace 

0v,
x

t1u =+=  y razonando como antes se 

obtiene 

                   ( ) ( )1x
k

c
y,x k −=φ            ( )20  

 
En conclusión, de ( )19  y ( )20  se tiene que los 

homomorfismos GG:h → quedan caracterizados 
como: 
 

                 ( ) ( )






 −= 1x
k

c
,xy,xh kk     ( )21  

 
Se observa en los ejemplos que los 
homomorfismos encontrados dependen 
únicamente de la primera variable. 
También en este ejemplo, se tiene que los 
homomorfismos de G  en G  se obtienen 
realizando la composición de los 
homomorfismos de G en  R  con los de R  en 
G . 

 
 

4.         CÁLCULO DE DERIVADAS 
 
4.1   Una vez hecho el cálculo de los 
homomorfismos  →G:h R ,  :h  R G→  y 

GG:h →  pasamos a calcular derivadas. El 
grupo G  es localmente compacto y satisface las 
condiciones para que haya unicidad de la 
derivada (comentario 3 de los preliminares). 
 
 

4.1.1     Derivada para funciones  RG:f →  
 
Veamos en primer lugar qué funciones 

RG:f →  son diferenciables. Por la 
caracterización de los homomorfismos 

RG:h →  se tiene: 
 

( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]
( )

( )
a

x
lny,xb

x
a

b
y,

a

x
y,x

b,ay,xy,xb,afy,xf
1

=






 −=

=− −

φ

φ

 

 
Haciendo by =  en esta igualdad se obtiene:  
 

( )
( ) ( )

ax,

ax
alnxln

ax
b,afb,xf

b,xb ≠

−
−

−
−

=  

Como b  debe ser continua en ( )b,a  se tiene 
entonces que 
 



Granada y Casanova  84

( )
( )

( ) ( )
( )b,a

b,a

x

y,xf
a

a

1
x

y,xf

b,ab
∂

∂
=∂

∂

=  

 
Se exige entonces que exista la derivada parcial 
de f  con respecto a x , evaluada en a . 

 
De esta manera, la derivada de f  en ( )b,a , 

evaluada en ( )21 t,t  es : 

( ) ( )[ ] ( )
( )

a

t
ln

x

y,xf
at,tb,a 1

b,a21 ⋅
∂

∂
=φ  

 
 

4.1.2     Derivada para funciones GR:f →  

  

En primer lugar se debe ver qué funciones  
GR:f →  son diferenciables, es decir, para qué 

funciones GR:f →  existe ( )G,RomH
~

R: →φ  

continua en a  y tal que  
 

[ ]ax)x()a(f)x(f 1 −=− φ  
 

Tenemos que ( ) ( ) ( )( )xf,xfxf 21= , siendo 1f  y 

2f  funciones de R  en R   con ( ) 0xf1 > . Por un 
lado se tiene que 
 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )22
af

afxf
xf,

af

xf

af

af
,

af

1
xf,xf

af,afxf,xfafxf

1

21
2

1

1

1

2

1

21

1

2121

1









−=








 −
=

= −−

  

 
Por otra parte, teniendo en cuenta la caracterización 
de los homomorfismos de R  en G , tenemos: 
 

( )[ ] ( )( ) ( )
( )( )

( )
( )23

xh

1e
xb,eaxx

axxh
axxh








 −
=−

−
−φ   

 
De ( )22  y ( )23   se obtienen las siguientes 
relaciones: 
                   

               
( )
( )

( )( )axxh

1

1 e
af

xf −=                      ( )24          

                           

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )( )

( )
( )25

xh

1e
xb

af

afxf
xf

axxh

1

21
2 







 −
=−

−

       

 
Al despejar ( )xh  en ( )24  se llega a: 
 

( ) ( ) ( )
ax,

ax

aflnxfln
xh 11 ≠

−

−
=  

 
Como h  debe ser continua a , entonces  

                         ( ) ( )
( )af

af
ah

1

1

′
=                  ( )26         

                     
Se debe exigir entonces que 1f  sea diferenciable 

en a . 

Ahora, de la ecuación ( )25  se tiene: 
 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

( )
( )

( ) ( )
ax

aflnxfln

1
af

xf

xb

af

afxfafxf

11

1

1

1

2112

−

−

−

=
−

 

o bien, 
 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
ax

aflnxfln
ax

afxf

xb

ax

afxfafxf

11

11

2112

−

−
−

−

=
−

−

 

es decir, 
 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

( ) ( )

( ) ( )
ax

aflnxfln
ax

afxf

xb

ax

afxfaf

ax

afafxf

11

11

112122

−

−
−

−

=
−

−
−

−

−
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Como b  debe ser continua en a , entonces si en la 
anterior igualdad se toma el límite cuando ax → se 
tiene que: 
 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )af

afafafaf
ab

1

2112

′−′
=              ( )27  

 
Se debe exigir entonces que 2f  sea diferenciable en 

a . 
 
De ( )26  y ( )27  se tiene que la derivada de f  en 

a , evaluada en t es: 
( )[ ]

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) 



































′
−






 ′−′

=
′

′

af

1e
afafafaf,e

ta

1

af

taf

2112

af

taf
1

1

1

1

φ

 

 
 
4.1.3    Derivada para funciones  GG:f →   

 
Como antes, veamos qué funciones :f GG →  son 
diferenciables. Tenemos que  
 

))y,x(f),y,x(f()y,x(f 21=  
 

y por lo tanto,  
 

( )28
)b,a(f

)b,a(f)y,x(f
)y,x(f,

)b,a(f

)y,x(f

)b,a(f)y,x(f

1

21
2

1

1

1









−

=−

 

 
De otro lado, teniendo en cuenta la caracterización 
de los homomorfismos de G en G , se tiene que 
 

[ ]

( )291
a

x

)y,x(h

)y,x(b
,

a

x

x
a

b
y,

a

x
)y,x()b,a)(y,x()y,x(

)y,x(h)y,x(h

1

























−

















=




 −=− φφ

 

 
Igualando ( )28  y ( )29  se obtienen las siguientes 
ecuaciones:   

       

( )30
),(

),(
),(

1

1

yxh

a

x

baf

yxf







=  

y 
  

( )311
),(

),(

),(

),(),(),(),(

),(

1

2112











−









=
−

yxh

a

x

yxh

yxb

baf

bafyxfbafyxf

 

 
De ( )30  se llega a: 

ax,

ax

alnxln
ax

)b,a(fln)y,x(fln

)y,x(h

11

≠

−
−
−

−

=  

Haciendo by =  y teniendo en cuenta que 

h debe ser continua en ( )b,a , entonces al tomar  

ax → en la última igualdad, se obtiene que 
 

)b,a(

1

1 x

)y,x(f

)b,a(f

a
)b,a(h

∂

∂
=  

 
Ahora, de ( )31  se sigue que: 
 

ax,

alnxln

)b,a(fln)y,x(fln

)b,a(f

)b,a(f)y,x(f

)y,x(b

)b,a(f

)b,a(f)y,x(f)b,a(f)y,x(f

11

1

11

1

2112

≠

−

−

−

=
−

 

 
o bien, 
( )

( )

ax,

ax

)b,a(fln)y,x(fln
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alnxln
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−

−

−
−

−
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Como b debe ser continua en ( )b,a , entonces 

haciendo by =  y tomando  ax →  en la última 

igualdad, se tiene que: 

( )

( )
)b,a(f

x

)y,x(f

)b,a(f

a

x

)y,x(f
a)b,a(b

2

b,a

1

1

b,a

2

∂

∂

−
∂

∂
=

 

De esta manera, la derivada de f  en ( )b,a , 

evaluada en ( )21 t,t  es 
 

( )[ ] ( )2121 ,t,t)b,a( φφφ =
 

Donde  )b,a(

1

1 x

)y,x(f

)b,a(f

a

11 t
∂

∂

=φ  y 
 

( ) ( )

( )














−

⋅

∂

∂

∂

∂
−

∂

∂

=

∂

∂

1t

x

)y,x(f

)b,a(f
x

)y,x(f
)b,a(f

x

)y,x(f

)b,a(

1

1 x

)y,x(f

)b,a(f

a

1

b,a

1

2

b,a

1

1

b,a

2

2φ

 

 
4.2   En esta sección se considerará el grupo 
topológico aditivo ( )R,M 22×=Ω   de las matrices 

cuadradas de tamaño 22×  con entradas reales, el 
cual es localmente compacto, divisible y satisface 
las condiciones para la unicidad de  derivada.  En 
efecto, la divisibilidad se sigue del siguiente hecho: 
como estamos considerando Ω  como grupo aditivo 
la divisibilidad significa que dado Ω∈g  y 

n natural, existe Ω∈x  tal que nxg = , lo cual en 

nuestro caso se tiene. Vale además que 









=

+∞→ 00

00

m

x
lím

m
 para todo Ω∈x . La 

compacidad local de Ω  se sigue al ver  Ω  como 
4R . 

 
 Definimos Ω→Ω:f  como: 

 









=









2112

2211

2221

1211

xx0

0xx

xx

xx
f  

 
Se mostrará que esta función es diferenciable en 
cada 22MA ×∈ . En [4] se demuestra que los 

homomorfismos de Ω  en  Ω  quedan 
caracterizados como: 
  









=









=

)X()X(

)X()X(

xx

xx
)X(

43

21

2221

1211

ϕϕ
ϕϕ

ϕϕ

 

 
 
Donde  

.4,3,2,1i

xkxkxkxk)X( 224i213i122i111ii

=

+++=ϕ
 

 
Debido a la linealidad de las iϕ , se tiene que el 

homomorfismo ϕ  es continuo con la topología 

inducida por la de 4R . 
 

Definamos ),(omH
~

: ΩΩΩφ →  como: 

 









+

+
=

21121221

22111122

yxya0

0yxya
]Y)[X(φ

 
 
Con relación a esta definición, tenemos que 

efectivamente ),(omH
~

)X( ΩΩφ ∈  y que 

considerando en ),(omH
~ ΩΩ la topología 

compacto abierta, la aplicación φ  es continua en 

Ω . Además, 
 









=−

)A,X(0

0)A,X(
]AX)[X(

2

1

φ
φ

φ  

Donde 
 

)ax(x)ax(a)A,X(

),ax(x)ax(a)A,X(

2121121212212

2222111111221

−+−=

−+−=

φ

φ
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Se tiene así que 

)A(f)X(f

aaxx0

0aaxx
]AX)[X(

21122112

22112211

−=









−

−
=−φ

 

Por lo tanto, f es diferenciable en A  y  
 

)A()A(f φ=′  

Donde 









+

+
=

21121221
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