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RESUMEN:Muchos procesos industriales son de naturaleza multivariada dado que la calidad de un producto
depende de mas de una variable. El control multivariado de procesos captura la relacion en las variables asociadas al
proceso, si se ignora esta correlacion y se utilizan graficos de control univariados para cada variable por separado se
puede concluir erroneamente acerca del estado del proceso. En variables continuas correlacionadas se han realizado
muchas investigaciones, sin embargo se encuentran pocos trabajos que traten sobre atributos correlacionados. En este
trabajo se comparan tres cartas de control para variables aleatorias binomiales bivariadas, correlacionadas entre si,
las cuales miden atributos. Las cartas son: La carta T2 de Hotelling basada en la aproximacion de la distribucion
binomial multivariada a la distribuciéon normal multivariada. La carta MNP la cual es una extension de las cartas np
univariadas, y la carta r que es una metodologia no paramétrica basada en el indice de profundidad de Mahalanobis.
La comparacién se hace via simulacion utilizando como medida de comparacion, la longitud promedio de racha
(ARL). Dentro del trabajo se presenta un ejemplo aplicado de las metodologias para construir cartas de control para
variables binomiales bivariadas en una empresa de telecomunicaciones. De los resultados se aprecia, en términos
generales, que la carta MNP es la mejor tanto en control como fuera de control.

PALABRAS CLAVE: Cartas de Control Bivariadas, T2 de Hotelling, Variables Binomiales Bivariadas, Carta de
Control MNP, Carta de Control r, Profundidad de Mahalanobis, ARL.

ABSTRACT:Many industrial processes are multivariate in nature since the quality of a product depends on more
than one variable. The multivariate control of processes captures the relation between the variables associated with
the process, if this correlation is ignored and univariate control charts are used for every variable separately is
possible to conclude erroneously over the process status. In the continuous case, many researches have been done,
however there are few works that aim to correlated attributes. In this work we compare three charts of control for
correlated bivariate binomial random variables, which are associated with attributes. The charts are: Hotelling’s 72
chart based on the approximation of the distribution binomial multivariate to the normal multivariate distribution.
MNP chart which is an extension of univariate np chart, and r chart that is a non-parametric methodology based on
the Mahalanobis’s depth. The comparison is made through of simulation study using as a comparison measure the
average run length (ARL). In this work we present an example of the used methodologies to construct control charts
for bivariate binomial variables in a telecommunications company. The results shown in general terms that the MNP
chart is the best in both control and out of control.

KEYWORDS: Control Bivariate Charts, Hotelling’s 72, Bivariate Binomial Variables, MNP Control Chart, r
Control Chart, Mahalanobis’s Depth, ARL
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1. INTRODUCCION

En el mundo de las organizaciones no todos los
procesos que se desean medir se pueden
describir mediante variables continuas [1], los
atributos asociados a los procesos de servicio al
cliente, como son: la satisfaccion con la venta, la
satisfaccion con la facturacion, entre otros; son
variables discretas que deben ser controladas
para la administracion efectiva de los clientes.
Por lo tanto se requiere de metodologias que
permitan establecer estandares de cumplimiento
también para este tipo de problemas [2].Existen
diversas situaciones en las cuales mas de una
variable se debe considerar de manera
simultanea, por ejemplo la satisfaccion con el
servicio de internet de banda ancha y la
disponibilidad de la red de acceso. El control
multivariado de procesos es ideal para capturar
la relacion que existe entre las variables que
determinan la calidad de un producto o servicio,
por lo tanto si se ignora esta correlacion y se
utilizan cartas de control univariadas para cada
variable por separado, se puede perder
informacion importante [3].Entre los métodos
mas usados para construir cartas de control
multivariadas se encuentra la carta de control 72
de Hotelling, sin embargo este método se
restringe, usualmente, al caso de distribuciones
normales [4]. En  variables continuas
correlacionadas se han realizado muchas
investigaciones, sin embargo se encuentran
pocos trabajos que traten sobre atributos
correlacionados [2].En este trabajo se estudian
variables aleatorias binomiales bivariadas
correlacionadas, que miden atributos y se indaga
sobre cudl metodologia es adecuada para
establecer un control efectivo sobre procesos que
sean medidos con dichas variables. Se comparan
tres métodos para construir cartas de control para
variables binomiales bivariadas correlacionadas.

El primer método es la carta 72 de Hotelling o
carta AN, basada en la aproximacion de la
distribucion  binomial multivariada a la
distribucion normal multivariada [5]. El segundo
método es la carta MNP que consiste en la
extension multivariada de las cartas np

univariadas [2], y la carta r, la cual emplea un
método no paramétrico basado en el indice de
profundidad de Mahalanobis [4]. En la seccion 2
se revisan los conceptos basicos de la
construccion de las cartas de control bivariadas.

La seccion 3 presenta la metodologia de
simulacion, se detallan los algoritmos empleados
y se delimitan los escenarios a ser considerados.
Los resultados de la comparacion de las tres
metodologias, mediante el comportamiento del
ARL en control y fuera de control se presentan
en la seccion 4. La seccion 5 presenta un
egjemplo aplicado a la industria de
telecomunicaciones, el cual ilustra el uso de las
tres metodologias. Por tltimo, la seccién 6
muestra las conclusiones del trabajo.

2. CONCEPTOS BASICOS EN CARTAS
DE CONTROL BIVARIADAS

2.1  Construccion de cartas de control

La construccion de cartas de control se puede
dividir en las siguientes fases [6]:

- FaseI: se estiman los parametros del proceso
(estandares de calidad) y se hallan los limites
de control.

- Fase II: para cada observacion se calcula el
estadistico asociado a la carta y se compara
con los limites de control definidos en la fase
I, con el fin de determinar si el proceso esta
en control o fuera de control.

2.2 Distribucion Binomial Bivariada

Si se consideran dos variables aleatorias I e s,
las cuales pueden tomar dos posibles valores: 1,
si el ensayo resulta un éxito en la variable ¢ 6 0,
en otro caso, ¢ = 1,2; La distribucién conjunta
de la variable (11, I2) es Bernoulli bivariada, con
probabilidad conjunta p,, = Pr[l; =r, I, = s],
parar,s = 0,1; cuya funciébn generadora de
probabilidad (fgp) conjunta de (I, I2) es [7]:
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II(ti,t2) =F [t{] 7té2} = (titapi1 + tipio + t2po1 + poo)

(1)
Usando la ecuacion anterior es posible
determinar los momentos de la distribucién
Bernoulli bivariada, en particular: E [I1, 5] = p1;
y Cov [I1, 5] = p11 — p+1p1+, asi el coeficiente de
correlacion es:

I ] = P11—p+1Pi+4 2
plli, 2] VIp+1(1=py)]p14(1—pi4)] @

Una propiedad interesante proveniente de fgp
conjunta (1) es que las fgp’s marginales son:

11 (t) = pot+ + pi+t,
I>(t) = p+o + p4at.

Donde, cada distribucion marginal es una
distribucion Bernoulli [7].

Considere ahora una secuencia de m ensayos
Bernoulli bivariados. Defina (X7, X5) como:

Xi=Y" 1 yXo=>" I

La distribucion conjunta de (X3, X5) es binomial
bivariada [8]. Luego, partiendo de (1), la fgp
conjunta de (X7, X53), es:

Ilx, x, (t1,12) E [tf(l,tgfz] = {E [t{l,téz]}

(t1t2pi1 + tipio + t2po1 + poo)™.

Las fgp’s de las marginales para X; y X5 son:

Iy, (t) = [po+ + p1+t]™,
Ix, (t) = [p+o + p+1t]™

Cada una de cuales corresponde a una
distribucion binomial con el mismo nimero de
ensayos m, pero con probabilidades de éxito p;
y p+1, para X7 y Xo, respectivamente. En

adelante p14 = p1y p+1 = po.

La correlacion entre X7y X5 es la misma que en
el caso Bernoulli bivariado, que se mostré en (2).

Xt
Xot

bivariado con parametros m, p1, p2 y p12, tomado

Sea X, = [ ] un vector aleatorio binomial

en el tiempo t. Si se tiene una muestra de
vectores de las caracteristicas de X, recolectada
a través de n puntos diferentes en el tiempo,
entonces una matriz de datos binomiales
bivariados tiene la siguiente representacion:

X X ...Xn
X X, e )= | S e ]

donde, X;; es el conteo de unidades no
conformes en el atributo i (i = 1, 2), tomado en
el tiempo ¢ (t =1,2,--- ,n). En el contexto del
articulo, la matriz X constituye el conjunto de
datos historicos en control.

En adelante se asumird que m hace referencia al
tamafio de la submuestra y n indica el numero de
observaciones tomadas en el tiempo o tamafio de
muestra. Para mas detalles sobre la distribucion
binomial bivariada [9].

2.3 Carta de control AN

Basados en un conjunto de datos histérico X, y
asumiendo independencia de las observaciones
sucesivas en el tiempo, el vector de medias u y
la matriz de covarianzas Y, asociados a X, se
pueden estimar respectivamente mediante:

2
S S51¢
Rt 3)
S12 57

donde, para ¢ = 1, 2 se tiene que:

J— n X n X; 7?»[ 2
X7 = Et:{i X“ 9 81,2 = ZL:l (n_tl ) 9
S19 = Z?:l (Xlt_ill) (XQt_YQ).

La media muestral X sera tomada como un
estandar deseable para que el proceso esté en
control.

El estadistico para la carta de control AN se
define como:

G=(X,-X) s (x,-X)



328 Ospina et al

Para valores suficientemente grandes de m y n,
G tiene aproximadamente una distribucion x3,
de manera que el limite superior de control
(UCLgn) de esta carta de control es el valor
X2 donde « es el nivel de significancia
especificado, mientras que el limite inferior de
control (LCL 4v) es cero.

El estimador GG es equivalente al estadistico 72
de Hotteling tradicional en cartas de control
multivariadas. En adelante el estadistico G se
denotara como 7.

2.4 Carta de control MNP

En la referencia [2] se presenta una metodologia
para desarrollar control estadistico de calidad
multivariado para variables tipo atributos, donde
se define el estadistico como la suma ponderada
de los conteos de unidades no conformes de cada
caracteristica de calidad en una muestra.

En el caso bivariado, si P = (p1, p2) es el vector
de fracciones de no conformidad, y pi» la
correlacion entre los dos atributos bajo estudio,
entonces, para un periodo de tiempo fijo ¢, el
estadistico para la carta MNP [2] es:

_ Xt Xo¢
Wt_ﬁ_‘_\/%a (4)

con las siguientes propiedades:
E[Wi] = m (/p1 + V/p2),
VWi =m [2 = p1 = p2 + 2012/(T = p) (1~ p2)|

Cuando el vector de fracciones de no
conformidad del proceso P y la correlacion entre
atributos p;> no son conocidos, deben ser
estimados mediante los datos historicos en
control, contenidos en la matriz X. Luego, el
vector de fracciones de no conformidad se
estima como [2]:

5 X Dy
- 5
P-==| D] )
Siendo X estimado como en (3).

La correlacion entre los atributos pio se estima
también a partir de la matriz X, como:

S — Z?:l(Xlt_yl)(XQt—YQ)
plz - " . )2 n = \2°
\/Zt:l(Xlt*Xl) S (X—X2)
Conociendo las estimaciones del vector P y de

(6)

la correlacion pio, la linea central (CLysnp) y
los limites de control (UCL; p: limite superior
y LCLsnp: limite inferior) de las cartas MNP
son:

UCLynp =m (VP + vP2) + 34/ % (Wt)’
CLynp = m (VD1 + VDo)

b

LCLynp = m (VB + V) = 3\ V (Wh)

donde V (W;) se obtiene reemplazando las
estimaciones muestrales de pi,ps v p12. Si el
estadistico W; cae dentro de los limites de
control, se puede concluir que el proceso
bivariado esta en control [2].

2.5 Carta de control r

La carta de control r se fundamenta en la nocion
de profundidad de los datos, la cual se basa en el
hecho de que cualquier densidad de probabilidad
distingue entre puntos centrales y periféricos.
Las profundidades mas grandes corresponden al
centro de la distribucion, mientras que las mas
pequetias corresponden a regiones externas [3].
Una medida de profundidad muy utilizada es la
profundidad de Mahalanobis, la cual se define
para un vector aleatorio X, que proviene de una
distribucion de referencia F' en R?, como [4]:

MD g (XL) = [1+(£L—MF>,1E};1(£t_“F)}.

Donde pr y XF son respectivamente el vector
de medias y la matriz de covarianzas de la
distribucion de referencia F. Si los parametros
de la distribucion de referencia no son
conocidos, entonces la version muestral de
MDp (X,) es:
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MDFn (XL) = [1+(£L_7)’g,1(£L_Y)}.

Donde X y S son respectivamente el vector de
medias y la matriz de covarianzas muestrales de
los datos historicos en control X, asociados a la
distribucidon empirica F,, [10], y que son
estimados mediante la expresion (3).

Sean F'y G las funciones de distribucion de dos
poblaciones independientes bidimensionales.
Suponga que la matriz X es una muestra tomada
de la distribucién de referencia F', la cual esta en
control. Sea Y =[Y;Y, ---] una muestra
aleatoria tomada desde una poblacion que tiene
distribucién G (una nueva medida tomada del
proceso). Para determinar si la muestra Y esta en
control, se deben comparar las distribuciones F'
y GG, mediante la siguiente prueba de hipotesis:

Hy:G=F vs.
Hj : Hay un cambio en la posicién y/o un
incremento en la escala de G a F.

Para probar esta hipotesis, se usa el estadistico:

Rp (Y;) = Prp (MDp (X,) <MDp (Y,) |X, ~ F)
j=1,2,---

que caracteriza la distancia entre F' y G con
respecto a la profundidad de Mahalanobis. Bajo
la hipotesis Hg, si MDp (Xj) es continua, la
distribucion de Rp (Y;) definida anteriormente
es uniforme en [0, 1] [11]. Cuando la distribucion
F' es desconocida la version muestral del

estadistico Rp (Y;) es:

Rp, (X]) — #{MDFn (Kt)SMDFn (Xj);tzl’z’”"n}'

n

Los limites de la carta » se basan en que bajoH,
RE, (Kj) es aproximadamente una distribucion
uniforme en [0, 1], cuyo valor esperado es 0.5
(CL,). Como el valor de Rp, (Y;) indica la
probabilidad de que Y ; sea un punto dentro del
conjunto de datos histérico en control X,
entonces el limite de control inferior (LCL,) es
a. Donde, « es la proporcion de falsa alarma [3].
Por disefio el limite de control superior (UCL,)
se asume con valor de uno.

En una carta de control » cuando los valores de
Rp, (Y ;) estan en la regién « (entre 0 y a) el
proceso esta fuera de control estadistico [10].

3. ESTUDIO DE SIMULACION

Para analizar las tres metodologias para construir
cartas de control para variables binomiales
bivariadas (Cartas AN, MNP y r), se controlan
factores que afectan su desempefio: a) Nivel de
correlacion entre los dos atributos pio, b) Las
proporciones de no conformidad (p1,p2) y ¢) El
tamafio de la submuestra m. Esto con el fin de
analizar la rapidez de cada uno de los métodos
en la deteccion de un punto fuera de control.

3.1 Factores de simulacion y sus niveles

Se consideraron tres niveles de correlacion
p12 = 0.8,0.5 y 0.2, que corresponden a niveles
de correlacion fuerte, moderado y débil,
respectivamente. Se seleccionaron tres niveles
para las proporciones de no conformidad, asi:
p; = 0.01,0.1 y 0.3, ¢« = 1,2; que representan a
proporciones de no conformidad baja, media y
alta [1]. Los tamafios de submuestra m fueron
calculados a partir de las siguientes situaciones:

- Caso 1. Tamafio de submuestra que favorece la
aproximacion de la  distribucion  binomial
bivaridada a la distribucion normal bivariada.

- Caso 2. Tamafo recomendado por la referencia
[2] para la construccion de cartas MNP.

- (Caso 3. Tamafio basado en la condicion de que al
menos se encuentre una observacion no conforme
en la muestra [1].

3.2 G@Generacion de los datos

Los datos para todo el estudio de simulacion son
construidos a partir del algoritmo de Ong [12].
Este algoritmo genera variables binomiales
bivariadas a partir de las proporciones de no
conformidad de las marginales (p1,p2) y la
correlacion entre las variables pqo.
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La siguiente tabla resume los tamafios de
submuestra calculados en los tres casos
definidos en la seccion 3.1, para las
combinaciones de los factores p1, p2 y p1o.

Tabla 1. Tamafios de submuestra para los escenarios de
simulacion.
Table 1. Subsample sizes for the simulation scenarios

P1 p2 P12 Caso 1 Caso 2 Caso 3
0.3 0.3 0.8 50 10 10

0.3 0.1 0.8
0.3 0.01 | 0.8
0.1 0.1 0.8 100 30 30
0.1 0.01 | 0.8
0.01 | 0.01 | 0.8 910 810 300
0.3 0.3 0.5 50 10 10
0.3 0.1 0.5
0.3 0.01 | 0.5
0.1 0.1 0.5 100 30 30
0.1 0.01 | 0.5
0.01 | 0.01 | 0.5 910 670 300

0.3 0.3 0.2 50 10 10
0.3 0.1 0.2 100 15

0.3 0.01 | 0.2

0.1 0.1 0.2 100 30 30

0.1 0.01 | 0.2
0.01 | 0.01 | 0.2 910 540 300

En algunas combinaciones de pi,ps v p1o
(marcadas en la Tabla 1, con sombreado) donde
los atributos tienen valores para las proporciones
de no conformidad considerablemente diferentes,
el algoritmo de Ong no converge. Adicionalmen-
te, algunos tamafios de submuestra correspon-
dientes a los Casos 2 y 3 resultaron iguales. Lo
anterior lleva a considerar 23 posibles combina-
ciones diferentes de pi, ps y p12 con su tamafo
de submuestra calculado.

En adelante se empleara la siguiente notacion
para los subindices, ¢ = 1,2; se refiere a los
atributos, ¢t = 1,2,--- ,n; indica el numero de
observaciones en el tiempo, y¢=1,2,--- ,N;
es el nimero de simulaciones. En todos los
escenarios de simulacion se emplea la
misma combinacion de  subindices itq.

3.3 Metodologia de simulaciéon

Para cada escenario de simulacion se generaron
N = 5000 simulaciones que representan los
datos histéricos que denotaremos X, con
1=1,2; t=1,2,---.n; y ¢g=1,2,---,N.
Sobre los datos historicos se estiman (en Fase I)
los parametros del proceso (estandares de
calidad) y los limites de control para cada una de
las cartas descritas en la seccion 2.

Con el objetivo de examinar la rapidez con que
cada uno de los métodos detecta, en Fase II,
desviaciones de los datos con respecto a la
media. Para cada escenario de simulacion se
generaron [N = 5000 simulaciones en control
denotadas Y4, las cuales se contaminan
mediante la desviacion estandar de cada atributo
de la siguiente manera:

Yitg, = Yitg + Ciy.

Donde, para la simulacion
q(qg=1,2,---,N),Y,, serefiere a la t-ésima
observacion contaminada del i-ésimo atributo,
C;, es la contaminacion Z, para el atributo i,
donde Z = 0,+£1,+£2,...,+6 son los niveles de
contaminacion tanto en direccion positiva (signo
“+”) como en direccion negativa (signo “-’) a
partir de la media del proceso en control. Las
contaminaciones se resumen en la siguiente
tabla.

Tabla 2. Niveles de contaminacion
Table 2. Contamination Level

Nivel de Atributo 1 | Atributo 2
Contaminacién Z Ci, Cs,
O 051 082
+1 :l:].Sl :l:]_SQ
+2 :l:].Sl :|:282
i3 :|:].-‘51 :|:382
+4 +2s1 +259
i5 :|:2-‘51 :|:382
+6 +3s, +3s9
De la Tabla 2 se observa que 7 = —2, representa

contaminaciones para los atributos 1 y 2, en la
direccion negativa de magnitud 1s; y 2s9
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respectivamente. s1=+/m pi(1—p1) y
so=+/m pa2(l —p2) son las respectivas
desviaciones estandar de cada atributo. Las
contaminaciones se realizan en la misma
direccion, pues la correlacion se trabaja en
valores positivos. Por ultimo, Z =0, hace
referencia a los datos en control.

34 Construccion de las cartas de control

Para la construccion de las cartas de control
primero se estiman los parametros, luego se
calculan los limites de control y por ultimo se
establece la medida de comparacion.

El criterio de comparacion utilizado fue la

longitud promedio de racha (ARL) tanto en
control como fuera de control, es decir, el
nimero promedio de mediciones en la carta
hasta encontrar una sefial fuera de control. Lo
ideal es encontrar una carta con un ARL en
control grande y un ARL fuera de control
pequefio.

Una forma general de calcular el ARL se obtiene
al invertir la proporcion de observaciones fuera
de control, asi:

N n
_ S
con p* = Zq_l =171z (7)

1
ARL = —
p* Nn

donde, I, se define apropiadamente para cada

carta de control.
34.1 Carta AN

Estimadores de los pardmetros: Para cada
simulacion se estiman los parametros mediante
la expresion (3). Luego se promedian los valores
obtenidos en las /N simulaciones, asi:

a1 X, > =1 54

Y: 4 _:
N  ° N )

Limite de control: El limite de control depende
de los factores m, p1, p2, p12 y n; por lo tanto es
necesario calcularlo de manera empirica, se

utiliza en este trabajo la metodologia propuesta
en [6], que se describe a continuacion:

a. Para cada uno de los datos histdricos generados
X, se calcula el estadistico 77,

b. En cada simulacion ¢ se calcula el méximoTﬁl.
El UCL 4 se obtienen como el percentil 95 de
la distribucion empirica del estadistico T2,
generada en el punto anterior.

Medida de comparacion: Se utiliza el ARL, el
cual se calcula como en la expresion (7),
teniendo en cuenta que Iy, se define como:

s o2
L, — 1, ST Tt2qz > UCLAN.
270 0, i T2, < UCLay

3.4.2 Carta MNP

Estimadores de los pardmetros: en cada
simulacion se estiman las proporciones de no
conformidad y la correlacion entre atributos
como en las expresiones (5) y (6). Luego se
promedian  estos valores para las N
simulaciones, asi:

N = N ~
o @ L Dgm1 Pi2g
/ » P12= —

= NV
2g=1P2,4 N
N

Limites de control: Empleando el mismo
concepto de la carta AN para cada simulacion ¢
se calculan los limites de control UCLynp, ¥
LCLynNp,4 oObteniendo asi una distribucion
empirica para los limites de control de la carta
MNP. Luego, se estiman el UCLpynp y el
LCLynp como los percentiles 97.5 en cada
caso.

Medida de comparacion: En este caso, el calculo
del ARL utiliza en la expresion (7) la siguiente
definicion para Iy ,:

I 7 1, si M/tqz < LCLynNp O VthZ > UCLynp
27 0, si Wiy, > LCLunp y Wiy, <UCLynp’

donde, W;,, es el valor del estadistico MNP

resultante de aplicar la ecuacion (4) en la
simulacion ¢, bajo un nivel de contaminacion Z.
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343 Cartar

Estimadores de los parametros: lgual que para
la carta AN en cada simulacién se estiman los
parametros mediante la expresion (3) y se
promedian los valores obtenidos en las N
simulaciones, llegando a la expresion (8).

Limite de control: En cada simulacion ¢ se toma
la minima profundidad MDp, (X,,), obteniendo
una distribucion empirica de las minimas
profundidades de Mahalanobis. Luego el LCL.,
se calcula como el percentii 5 de esta
distribucion empirica.

Medida de comparacion: Para la carta r el
calculo del ARL utiliza en la expresion (7) la
siguiente definicion para Iy,

1, si MDp, (¥

—tqz

0. si MDp, (Y

—tqy

< LCL,

][ = s
faz > LCL,

donde, MDp, <thz> es la profundidad de

Mahalanobis para la {-ésima observacion
contaminada a nivel Z.

4. RESULTADOS

En la Tabla 3, que consta de tres filas y tres
columnas, se resumen de manera grafica los
resultados del estudio de simulacion cuando las
proporciones de no conformidad son iguales. Las
filas de la tabla hacen referencia a los casos de
simulacion y las columnas corresponden a las
proporciones de no conformidad estudiadas.
Cada celda en la tabla consta de tres figuras
(cada una de ecllas asociada a un nivel de
correlacion distinto) donde se muestran los
ARL’s obtenidos en funcion del nivel de
contaminacion Z. Por ejemplo, la celda ubicada
en la fila 1, columna 3 presenta los resultados
para proporciones de no conformidad iguales a
0.3, con tamafios de submuestra calculados para
el caso 1 y en las tres correlaciones.De la Tabla 3
se puede concluir que la carta MNP presenta un
comportamiento similar bajo cualquiera de las
situaciones de simulacion consideradas. En tal
comportamiento se destaca que la carta MNP
tiene valores de ARL menores o muy cercanos a

los de las otras cartas excepto cuando se tiene un
nivel de contaminacion 7 = 43 y bajo una
correlacion alta de p12 = 0.8 donde las cartas AN
y r tienen un ARL apreciablemente menor.
Cuando la contaminacion se da en la direccion
negativa, los ARL’s obtenidos en las cartas ANy
r presentan en la mayoria de los casos valores
significativamente superiores a los de la carta
MNP, lo cual se agrava para los tamafios de
submuestra correspondientes a los casos 2 y 3.
En este sentido el nivel de correlacion actfia
como un factor atenuante ya que cuando éste
disminuye los ARL’s de las cartas se acercan.

Ahora, si la contaminacion se da en la direccidon
positiva las cartas de control estudiadas en
general presentan ARL’s muy similares, lo cual
se acentiia a medida que disminuye el nivel de
correlacion. En términos generales se puede
concluir que al aumentar las proporciones de no
conformidad en los atributos se logran atenuar
las diferencias entre los ARL’s obtenidos en las
tres cartas estudiadas.A  continuacion se
muestran los resultados obtenidos en el caso de
proporciones de no conformidad diferentes en

los atributos.
ARL's estimados (p; =0.3,pz =0.1; p=0.2)
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Figura 1. Resultados de simulacion para proporciones de no
conformidad diferentes.

Figure 1. Simulation Results for diferent nonconforming
proportions.

Cuando las proporciones de no conformidad en
los atributos son diferentes en el Caso 1 no se
observan conclusiones diferentes a las reportadas
en el andlisis de la matriz de graficos (Tabla 3),
en el Caso 2 cabe notar que la carta AN, no
arrojo ningin dato fuera de control, en este caso
el tamafio muestral es pequefio (n = 15),
mientras que las cartas MNPy r si detectaron
puntos fuera de control, sin embargo el mejor
comportamiento en esta situacion es para la carta
MNEP.
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ARL's estimados (p; = py =0.1; Caso 1) ARL's estimados (py = py = 0.3; Caso 1)

ARL's estimados (p; = p; = 0.01; Caso 1)
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ARL's estimados (p; = p; = 0.01; Caso 2) ARL's estimados (p; = p; = 0.1; Casos 2 y 3)
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ARL's estimados (p; = p; = 0.01; Caso 3)

p=08

CONVENCIONES

- Fila I Tamafio de submuestra estimado en Caso 1.

- Fila 2: Tamano de submuestra estimado en Caso 2 (y Caso 3 si los m son =’s).

- Fila 3. Tamafio de submuestra estimado en Caso 3.

- Columna I. Proporciones de no conformidad, p; = ps = 0.01.

- Columna 2: Proporciones de no conformidad, p; = ps = 0.1.

- Columna 3. Proporciones de no conformidad, p; = ps = 0.3.

1= ived de cortaminacién I
T T

. 4 2 0 2 4 5

Tabla 3. Matriz de graficos para los resultados de simulacion cuando las proporciones de no conformidad son iguales.
Table 3. Matrix of graphs for the simulation results when of the nonconforming proportions are equal.
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5. APLICACION CON DATOS REALES

En el area de servicio al cliente de una
importante ~ Empresa de  Servicios de
Telecomunicaciones se quiere establecer un
sistema de control que les permita evaluar la
percepcion del cliente con respecto a las
premisas estratégicas basicas de servicio: El
cumplimiento del tiempo acordado en
suministrar el servicio solicitado por el cliente y
el fincionamiento adecuado de los servicios
prestados, apuntado a un factor diferenciador
“La Oportunidad”, este atributo es altamente
valorado por el cliente de la compaiiia. Por lo
tanto se puede representar lo anterior mediante
dos variables Bernoulli, asi:

7 1, si no se cumplié con el tiempo acordado.
=
0, en otro caso

1, si el servicio no quedd funcionando
de manera adecuada.

I
0, en otro caso

Observe que [; representa la no conformidad de
los clientes con el cumplimiento en el tiempo
acordado para suministrar el servicio, mientras
que I> es la no conformidad del cliente con el
funcionamiento adecuado de los servicios
prestados en la actividad solicitada.

La empresa desea determinar cudndo se presenta
un deterioro en la calidad del servicio a través de
de los dos atributos definidos. Para lograr definir
la calidad del servicio prestado se comenzo6 a
medir diariamente los dos atributos mediante una
encuesta telefonica, aplicada a clientes a los que
se les instalo un servicio de telecomunicaciones.
La encuesta se genera automaticamente cuando
se cierra el servicio prestado. La medicion se
empez6 a realizar a partir del mes de octubre de
2008, durante este mes se observaron los
resultados y los datos historicos fueron extraidos
en el mes de noviembre de 2008. Se tomaron
aleatoriamente m = 71 clientes, agrupados por
fecha de solicitud de servicio y se les pregunt6
acerca de su percepcion del cumplimiento y el
adecuado funcionamiento del servicio solicitado.
A continuacion se muestran las graficas del
nimero de clientes inconformes en estos dos

atributos durante un seguimiento de n = 30 dias
(Fase I).

Inconformidades con el Cumplimiento
en submuestras de m = 71 clientes

T Y B P Y PV [P ) (o A [ [
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

Dia
Figura 2. Inconformidades en el Cumplimiento (Fase 1).
Figure 2. Unconformities in the compliance (Phase I).

De la grafica anterior se puede observar que en
promedio a 5 clientes por dia en la muestra no se
les cumpli6 con el tiempo acordado en
suministrar el servicio, no hay ningln tipo de
tendencia en el grafico de control del atributo, lo
que indica que el atributo cumplimiento en el
periodo de evaluacion se puede considerar un
estandar de servicio.

Inconformidades con el Funcionamiento
en submuestras de m =71 clientes

rrrrrrrrrrrrr1rr T T T T T T T T T iT T 1T 1T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
Dia
Figura 3. Inconformidades en el Funcionamiento (Fase 1).
Figure 3. Unconformities in the operation (Phase I)
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Con respecto al atributo funcionamiento en los
primeros seis dias de evaluacion de los datos
historicos se presentaron comportamientos
atipicos, debido a problemas en los sistemas de
informacion que fueron corregidos, sin embargo
se determin6 que el atributo se podria considerar
controlado corrigiendo las causas de los puntos
fuera de control.

Partiendo del conjunto de datos historicos se
determinan los parametros del proceso en control
como se describio en la seccidn 2, obteniendo los
siguientes resultados.

w_[50667] o [5795 L165
A= 96000 | 2T 11655 23172
— Toomd] .
= 0.0366 " /)12—03201

Ahora, con base en las estimaciones anteriores se
calculan los limites de control, para cada una de
las metodologias estudiadas en la seccion 2,
cuyos resultados se resumen en la Tabla 4.

Tabla 4. Limites de control para cartas bivariadas
Table 4. Control’s limits for bivariate charts

Metodologia | LCL UCL
Carta AN 0 11.83
Carta MNP 0 72.50
Carta r 0.0027 1.00

A continuacion se muestran las cartas de control
resultantes de aplicar las tres metodologias a los
datos en Fase I y a un monitoreo posterior de
clientes por 25 dias en dic/2008 (Fase II).

Cartas AN para datos de servicio al cliente
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Figura 4. Carta ANpara datos reales.
Figure 4. AN chart for real data.
Cartas MNP para datos de servicio al cliente
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Figura 5. Carta MNP para datos reales.
Figure 5. MNP chart for real data.
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Cartas r para datos de servicio al cliente
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Figura 6. Carta r para datos reales.
Figure 6. r chart for real data.

A partir de los resultados anteriores se determina
que el proceso esta fuera de control mediante las
cartas de control ANy MNP, las cuales ubican
dos puntos fuera de control, aunque se puede
remarcar que en la carta MNP los puntos fuera
de control estdn mas alejados del limite de
control superior. Por otra parte, atn cuando la
carta r no detecta ningun punto fuera de control,
se observa una tendencia decreciente en el
estadistico r. Haciendo una revision detallada
del proceso se logro establecer que las causas
para que éste se encontrara fuera de control
correspondian a la temporada de vacaciones de
fin de afio, lo cual afect6 la calidad de respuesta
a las solicitudes de los clientes, tanto en el
funcionamiento como en el cumplimiento.

6. CONCLUSIONES

Se propone la carta MNP para vigilar el
comportamiento de un proceso para variables
tipo atributos correlacionados, pues posee un
ARL adecuado tanto en control como fuera de
control. Particularmente fuera de control, cuando
las contaminaciones son positivas o negativas en
la mayoria de las simulaciones detecta primero
una desviacion pequeiia de la media del proceso.
Esta carta también presenta un desempefio
similar en todos los escenarios de simulacion, lo

que la hace robusta para medir si un proceso de
esta naturaleza esta o no en control estadistico.
Las cartas AN y r presentan variaciones
significativas en cuanto a su rendimiento cuando
las condiciones de simulacion cambian, lo cual
las hace poco confiables a la hora de determinar
de manera temprana si un proceso se encuentra
fuera de control. Si se compara el desempefio de
las técnicas ANy r se puede concluir que son
similares cuando la contaminaciéon se da en
direccion positiva y el tamano de submuestra
favorece a la aproximacion de la distribucion
binomial a la normal (Caso 1). Cuando se
observan los resultados del ejemplo aplicado, se
ratifican las conclusiones del estudio de
simulacion, pues a pesar de que tanto la carta AN
como la MNP detectan los puntos fuera de
control, la técnica MNP presenta los puntos fuera
de control mas alejados de los limites de control.
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