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Abstract

The topological charge TC of an electromagnetic wave is relate with their wavefront spatial distribution. Electromagnetic waves with
factor azimuthal exp(i/0) in its phase, have TC integer (/=m) or non-integer (/=M). These electromagnetic waves with a well-defined of
TC can be produced in the visible regime by computer generated holographic masks with fork shaped. In this paper, we study the formed
triangle lattice distribution in the intensity Fraunhofer regime using numerical simulations of the Bessel-Gauss beams with integer and
non-integer TC. The beam is diffracted by equilateral triangular aperture to measure both their sign and magnitude. In addition, we
showed the experimental results of the intensity in far field regime product of diffraction of Bessel-Gauss beams with integer and non-
integer TC by the equilateral triangular aperture. Partial and qualitative explanations have been proposed for the diffraction of
electromagnetic beams with topological charge. This paper presents a complete analysis for qualitative and quantitative explanation of
diffraction of a beam with topological charge by a triangular aperture. The results of such diffraction are obtained by numerical
simulation or experimentally.

Keywords: Bessel-Gauss beam, Topological charge of the light (TC), integer TC, non-integer TC, Triangular aperture.

Determinacion de la carga topologica de un haz bessel-gauss
mediante el patron de difraccion a través de una abertura triangular
equilatera

Resumen

La carga topologica de una onda electromagnética CT, esta relacionada con su distribucion espacial en el frente de onda. Ondas
electromagnéticas con un factor acimutal exp(i/0) en su fase, tienen CT entera (/=m) o no entera (/=M). Estas ondas electromagnéticas
con un valor definido de carga topologica pueden ser producidas en el régimen visible utilizando mascaras tenedor holograficas
generadas por computador. En este articulo se estudia mediante simulaciones numéricas la red triangular formada en el régimen de
intensidad de Fraunhofer de haces Bessel-Gauss con CT entera y no entera que han difractado sobre una rendija en forma triangular para
determinar su signo y su magnitud. También se presentan los resultados experimentales de la intensidad en campo lejano obtenidos al
difractar una onda luminosa Bessel-Gauss con CT entera y no entera a través de una rendija triangular equilatera. Argumentos
cualitativos parciales han sido expuestos para explicar el fendmeno de difraccion de estos haces con carga topologica. Aqui se presentan
argumentos cualitativos y cuantitativos que permiten explicar todos los resultados de la difraccion por una abertura triangular de haces
con carga topoldgica obtenidos ya sea por simulacion numérica o mediante su realizacion experimental.

Palabras clave: Haz Bessel-Gauss, Carga topologica (CT) entera y no entera de la luz, Abertura triangular.

1. Introduccion exp(im ') poseen un momento angular orbital MAO,
entero y no entero, respectivamente. Donde m " es la carga

En 1992 Allen et al [1] y posteriormente Berry [2] en topologica del haz CT, que puede tomar valores enteros m o
2004, demostraron que haces Opticos con estructura de fase no enteros M. Estos haces con carga topoldgica entera y no
entera proveen nuevas herramientas en los campos de
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manipulacién de la luz [3-6], comunicaciones en el espacio
libre [7-9], procesamiento de imagenes [10,11], entre otras
[12,13,25]. Debido a la alta aplicabilidad de estos haces con
momento angular orbital, su caracterizacion implica la
deteccion de la CT contenida en la estructura de fase de su
campo 6Optico. Generalmente para la determinacion de la CT
son usadas técnicas interferométricas [14,15], sin embargo
es posible encontrar la CT transportada por un haz, de una
manera sencilla, a partir de su patron de difraccion a través
de una abertura triangular anular [16-17].

Simulaciones numéricas y resultados experimentales de
la intensidad en el régimen de Fraunhofer de una onda
electromagnética visible con carga topoldgica entera m a
través de una abertura triangular equilatera, son presentadas
a continuacion. Para haces con carga topoldgica no entera M
se muestra su origen y evolucion entre los valores de CT: 0-
1 y 1-2, mediante su modelo de difraccion numérico y
experimental en campo lejano Es bien conocido que el
patrén de difraccion de un campo electromagnético por una
abertura triangular es el resultado de la interferencia entre
las ondas provenientes de los bordes [18]. Hasta ahora sélo
ha podido explicarse claramente la rotacion que sufre el
patrén triangular al difractar el haz con MAO en particular
el desplazamiento lateral de cada uno de los bordes de la
abertura difractante, asi como la influencia del signo del
modo MAO en el patrén de difraccion [16]. En éste articulo
adicionalmente se expone con todo el detalle no sélo la
manera como es determinado el valor de la carga
topologica y su signo, sino su explicacion fenomenoldgica.

2. Formulacion tedrica

Consideramos un haz Bessel-Gauss con carga topologica
m como haz incidente, la amplitud de campo del haz
incidente antes y en el plano de una abertura triangular
equilatera (es decir en z= z;) puede ser escrito [19] como:

U(p 0,z ) =C e_zwgfzo)eimep [[ m—1 (p—z) —
AR (") \awatzo)

pz
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una constante compleja, ademas w(z,) es el radio del
h a la ra del plano de la abertura, R(z) =
z|1 +( /Z) =ﬂ es el rango de Rayleigh, &k es
numero de onda del haz’ monocromatico e 1(m*1/,), son las
funciones modificadas de Bessel [20]. Sustituyendo la
anterior ecuaciéon y la funciéon de transmitancia de la
abertura triangular equilatera en la integral de difraccion de
Fraunhofer [23] tendremos que la amplitud de campo
difractado es:
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Figura 1. Resultados numéricos de la intensidad en el régimen de
Fraunhofer de una onda electromagnética Bessel-Gauss con carga
topologica entera positiva desde m=0 hasta m=5 difractada a través de una
abertura triangular equilatera, insertada en la parte superior izquierda.
Fuente: Los autores.

Donde H,{} es la transformada de Hankel de orden n:
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La anterior integral puede ser resuelta numéricamente
asumiendo que la funcién de transmitancia de la abertura
triangular equilatera es igual a la unidad para los puntos
interiores y cero para los puntos exteriores a ella. La
orientacion de la abertura triangular utilizada en los calculos
numéricos es mostrada en la parte superior izquierda de la
Fig. 1. En esta misma figura se muestran los patrones de
difraccion del haz Bessel-Gauss con valores de carga
topologica entera positiva m=1, 2, 3, 4 y 5, obtenidos al
difractar, por simulacion numérica, sobre la abertura

triangular equilatera.

Asi en la Fig. 1 se aprecia que el aumento en la CT
implica un incremento del nimero de regiones o manchas
brillantes en el tridngulo resultante. El nimero de manchas
brillantes a lo largo de un lado del tridngulo resultante

Figura 2. Resultados numéricos de la intensidad en el régimen de Fraunhofer
de una onda electromagnética Bessel-Gauss con valores de carga topoldgica
entera negativa m=0,-1,-2,--4 y m=-5 difractada a través de una abertura

( ) triangular equilatera, msertada en la parte superior izquierda.

Fuente: Los autores.
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menos uno representa la CT del haz difractado en la
abertura triangular. También puede notarse como el nimero
total de manchas brillantes en el tridngulo resultante puede
ser escrito en funcion de la CT como (|m| + 1)(Jm| + 2)/
2[18]. Si los valores de CT del haz Bessel-Gauss son
cambiados a enteros negativos: m=-1,-2,-3,-4 y -5, entonces
el patron de intensidad del campo difractado en la abertura
triangular equilatera tiene la misma forma que el patron de
intensidad obtenido para los enteros positivos pero con una
rotacion de 180° originada por el desfase de Gouy [21],
como se muestra en la Fig. 2.

Por otra parte si se cambia del haz Bessel-Gauss de la
ecuacion (1) la CT entera positiva m por la CT no entera
positiva M, y se evalua, por ejemplo, de nuevo la integral
numérica para valores de M en el intervalo [0,3] a paso de 0,2,
se obtendra que la intensidad de campo difractado rompe la
simetria de tridngulo para los valores no enteros y es un
tridngulo para los valores extremos enteros de los intervalos,
tal como se aprecia en la Fig. 3 para [0,3]. Adicionalmente en
la Fig. 3 puede notarse como el patron de difraccion obtenido
para los valores de CT entre m y m+1/2 tiende a ser al patron
de difraccion del valor m, mientras el patron de difraccion para
los valores de CT entre m+1/2 y m+1 tiende a ser el patron de
difraccion de m+1. Lo anterior puede ser entendido si se tiene
en cuenta que un haz Bessel-Gauss no entero es la suma
ponderada infinita de haces Bessel-Gauss enteros [22], donde
los coeficientes de ponderacion toman valores en el rango de
[0,1],[1,2] y [2,3] y tienen su mayor valor alrededor del entero
mas cercano a M.

Finalmente se halla la intensidad de campo difractado
teorica a través de la abertura triangular equilatera para
valores de CT no entera negativa en los intervalo[0,-3] a
pasos de -0.2, como se muestra en la Fig. 4. En esta figura
se aprecia como el cambio del signo en la CT no entera
produce de nuevo una rotacion de 180° al patrén de
difraccion obtenido con respecto de la CT no entera positiva
de la Fig. 3.

M=2 M=2 6 M=2 8 M=3.0
Figura 3. Resultados numéricos para la difraccion en campo lejano de una
onda electromagnética Bessel-Gauss con carga topoldgica no-entera
positiva en los intervalo [0,3].

Fuente: Los autores.

Figura 4. Resultados numéricos para la difraccion en campo lejano de una
onda electromagnética Bessel-Gauss con carga topoldgica no-entera
negativa en el intervalo [0,-3].

Fuente: Los autores.

Puesto que la difraccion por los bordes es el aspecto
clave de su explicacion, es posible comprender la difraccion
si inicialmente se modela la misma por cada uno de los
bordes. Para la fase acimutal exp(im0) del modo MAO con
carga topologica +m y para el anillo ajustado a la abertura
triangular, ver la Fig. 5, los valores de la diferencia de fase a
la altura de los puntos de contacto entre el anillo y los
bordes son los indicados. Ahora, la fase a lo largo de una
cualquiera de las aristas puede escribirse como:

-D+1D _61) ) + tan™? <§ l)],

0

9(l) = m[ 5)

donde n=1, 2, 3 es la etiqueta de la arista. La variable /
es la coordenada a lo largo de la arista con origen el centro

de la respectiva arista, ésta coordenada toma valores en el

Lo L
rango[— ?0,?0 .

Figura 5. Diferencias de fase, respecto del origen O a 0° con la horizontal,
de los puntos de interseccion de la abertura triangular y el modo con carga
topologica +m. L, es la longitud de la arista del triangulo.

Fuente: Los autores.
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La expresion (5) para la fase a lo largo de la arista puede
ser aproximada utilizando la expansion en serie de Taylor,
sin embargo el error introducido en la fase en el extremo de
cualquiera de las aristas es superior al 65% [16]. Si ahora,
en un primer modelo, se aproximan los bordes del tridngulo
a rendijas finitas delgadas ignorando las variaciones locales
del campo electromagnético, cada una de las rendijas puede
ser modelada por una distribucion de Dirac bidimensional.
Asi, la arista horizontal modelada como una rendija de
longitud finita e infinitamente delgada toma la forma:

530+ %) om0 e (22),

0

(6)

el campo electromagnético difractado en la ecuacion (2)
luego de realizar la primera integral teniendo en cuenta las
propiedades de la distribucién de Dirac sera [23]:

. fem 3w VBmy, | m@eP+y?)
(63) _ i l[—zo+—m+ LO+—]
Uhor(x' Y, ZO) = _l_zoe i 2e 31z 2Azq X
2v3xg X0 -i%xxo
" im tan=1 ( - )rect(a)e
U’ [e dxo, (7

Donde U((,f) es la amplitud del campo electromagnético
constante a la altura del plano de observacion ubicado a una
distancia lo suficientemente grande, tal que zy >

TG+Y8) max

A
X0

[23]. ,
Azg
integral a la derecha de la ecuacion anterior toma la forma:

1 im tan_1<2\/f%u> Az, iz
zy | e rect N uje du.
0

, como para que las aproximaciones sean validas

Si se hace un ligero cambio de variable u = la

®

La funciéon en la exponencial puede ser aproximada
usando serie de Taylor, al primer orden como:

tan™? (—2\/3520 u) ~ %u, 9)
Con,
L= —12:;20 (10)

Sin embargo tal aproximacion es valida para el intervalo

que cumple con la condicion: |u| < 2L£ Es decir que la
integral en (8) puede ser aproximada a:

f im <@u
Azy | e
V3

Dondeu € [_T’ L ,], que a su vez, puede ser
evaluada utilizando "las” propiedades de la distribucion de
Dirac como [23]

L .
)rect (E u) e~ dy (11D

V3L 12 ., 12
~ 12,0 X —=—m)*-—sinc(~x),

(12)

* simboliza la operacion convolucion. Finalmente la
figura de difraccion para el borde horizontal toma la forma:

o [2m 3m | 43my,  m(x%+y?)
. ik|=zot+—mM+——=L+———
D03, 20 ~ e IS

6(x—%m)*%sinc(¥x), (13)

para puntos del plano de difraccion que satisfacen la
condicion que:

V3
< —
o] < 2 L.

(14)

lo cual corresponde con el experimento realizado, donde
debido a la forma de rosquilla del haz con carga topologica
incidente no es posible iluminar toda la arista, s6lo una parte
de ella. La Fig. 6 muestra la geometria de iluminacion de la
abertura triangular.

Para un espesor de la rosquilla el angulo maximo de
iluminacion de la arista es

e = Reye — Rines
Ay = COS™1 (—int )
max — .
Rint +e

comparando con la restriccion impuesta en la
aproximacion en serie de Taylor, el angulo méaximo para
que tal aproximacion sea valida es

(15)

amax -

tan™? G), 2 Umax = 53,13°, Esto es, que el espesor de la

rosquilla debe cumplir la condiciéon:

es(g—agRMtzOAme, (16)
para que la aproximaciones sobre la integral de
difraccion y la ecuacion (13), sean validas. El resultado
como era de esperarse, corresponde a una linea vertical
modulada por una funcién sinc, desplazada a la derecha a
partir del eje de propagacion, origen del plano de
observacion, una cantidad proporcional a la carga
topologica del haz luminoso y a la longitud de la arista
equivalente del tridngulo que se forma como figura de

V3aLy

[

;
Py

/7 Cmix

;" V3L
12

2 2
Figura 6. Geometria de iluminacion, se puede observar la imposibilidad de
iluminar toda la arista de la abertura triangular, obsérvese que el espesor
define el angulo maximo de la rosquilla de iluminaciéon con carga
topologica que subtiende la parte de la arista que difracta.

Fuente: Los autores.

Lo s Lo
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difraccion, ya que el modelo se aplica a cada una de las
aristas de la abertura triangular que difracta. El tamaio de la
figura de difraccion triangular es también inversamente
proporcional al tamafio de la abertura triangular como era de
esperarse, véase la ecuacion (9); que a su vez es gobernado
por el radio del haz con carga topologica, el cual crece a
medida que la carga aumenta[24]. La figura de difraccion
triangular presenta variaciones locales de fase que dependen
cuadraticamente de la posicion relativa a su origen:

3r 43my m(x?+y?)
(p,(l{))r(x,y,zo) =—m +

2 3L

Azg a7

donde se ha dejado a un lado las fases constantes
debidas a la difraccion y en particular la asociada a la
propagacion de la onda hasta el plano de observacion.

Para el caso en que la carga topoldgica sea de igual valor
pero de signo negativo, la linea vertical se desplazara en la
misma cantidad pero al lado izquierdo. Esto permite
claramente, una manera de determinar sin equivoco el signo
de la carga topologica, si la base del triangulo esta en
posicion vertical al lado derecho del plano de observacion,
la carga tiene signo positivo, y si esta al lado izquierdo la
carga topologica es negativa. En otras palabras el tridngulo
sufre una rotacion desde el plano de difraccion al plano de
observacion de 90° en el sentido contrario de las manecillas
del reloj si la carga es positiva o en sentido contrario si la
carga es negativa, ver Fig. 7.

Si se analiza en detalle el resultado del campo
electromagnético en la ecuacion (14) para el lado horizontal,
se puede concluir que a la altura del plano de observacion se
tendra también una figura triangular de lado L, al centro del
plano, producto de multiplicar la difraccion por los tres
lados de la abertura triangular. Esta figura,
matematicamente hablando, es de dimensiones infinitas.

3. Resultados experimentales
Se ha usado el montaje mostrado en la Fig. 8 para hallar

experimentalmente el patron de difraccion de haces Bessel-
Gauss con CT entera m y no entera M al difractar sobre una

r"-\.HHH .-..___.-"
~1 @) (b) _~
» h“‘j, {j’# :
.-'"'.- f_r’l\lx HH'\-\.,\_\M
___.-/"j .l.l' .-—._11 1""'\-\.,\_‘
-~ -~ Ty
g - i _:I £N

LS N
{c)

Figura 7. (a) Efecto de la difraccion de un haz con carga topologica
positiva por una abertura triangular equilatera. (b) Cuando el haz lleva una
carga igual en valor pero negativa. La observacion se realiza de manera tal
que el eje de propagacion sale hacia el lector. (c¢) Posicion de la abertura
triangular en el plano de difraccion.

Fuente: Los autores.

LASER

Figura 8.Montaje experimental para la difracciéon en campo lejano de un
haz Bessel con CT: Laser, filtrado espacial (F), modulador espacial de luz
(MSL), abertura triangular equilatera (AB), lente de Fourier (L), CCD y
Computador (COMP).

Fuente: Los autores.

abertura triangular equildtera. Un laser de gas (Research
optics, 633nm, Puu=ImW) como fuente de Iluz
monocromatica es filtrado y colimado al atravesar F. Para
generar los haces Bessel-Gauss con CT entera y no entera,
la onda colimada incide sobre hologramas numéricos en
forma de tenedor, desplegados sobre un modulador espacial
de luz (MSL, Holoeye, resolucion espacial: 800(H)x600(V)
pixeles). El haz Bessel-Gauss generado con CT entera o no
entera difracta a través de la abertura triangular equilatera
(AB) colocada a una distancia de 75.6 [cm] medida desde el
modulador espacial. Finalmente una lente de Fourier (L) es
utilizada para obtener el patron de difraccion de campo
lejano sobre la distancia focal de la lente: 38.5 [mm], en la
cual se encuentra una camara CCD para la adquisicion y
posterior almacenamiento de las imagenes en el computador
(COMP).

De esta manera son obtenidos los perfiles de intensidad
en el régimen de Fraunhofer de una onda electromagnética
Bessel-Gauss con CT entera positiva m=0, 1, 2, 3 y 4 (Fig.
9) y entera negativa m=0,-1,-2,-3, y m=-4 (Fig. 10). En estas
figuras de difraccion se aprecia la equivalencia con la forma
triangular obtenida tedrica y numéricamente. De la
formacion triangular resultante de manchas brillantes es
posible deducir la CT del haz difractado mediante la
abertura triangular como el nimero de manchas brillantes
de un lado menos uno.

Figura 9. Resultados experimentales para la intensidad en el régimen de
campo lejano de una onda electromagnética Bessel-Gauss con carga
topologica entera positiva desde m=0 hasta m=4 a través de una abertura
triangular equilatera.

Fuente: Losautores.
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Figura 10 Resultados experimentales para la intensidad en el régimen de
campo lejano de una onda electromagnética Bessel-Gauss con carga
topologica entera negativa desde m=0 hasta m=-4 a través de una abertura
triangular equilatera.
Fuente: Los autores.

Ademas de estas dos figuras puede notarse de la
topologica del haz Bessel difractado, que para los valores de
CT entera negativa el patron de difraccion resultante se
encuentra rotado 180° respecto del patron de intensidad
obtenido para los correspondientes valores de CT entera
positiva, en concordancia con lo obtenido en las
simulaciones numéricas y en el modelo tedrico.

Si se utiliza de nuevo el montaje experimental descrito
en la Fig. 8, entonces son obtenidos las intensidades en
campo lejano de una onda electromagnética Bessel con CT
no entera positiva en el intervalo [0,3] (Fig. 11) y no entera
negativa en el intervalo [0,-3] (Fig. 12). Estas figuras de
intensidad muestran la equivalencia entre los resultados
obtenidos usando las simulaciones numéricas de las Figs. 3
y 4 y lo hallado en las intensidades experimentales de las Figs.
11 y 12 respectivamente, respecto del rompimiento de la
simetria del patron de difraccion resultante de manchas
brillantes para los valores no enteros.

Figura 11. Resultados experimentales para la difraccion en campo lejano de
una onda electromagnética Bessel-Gauss con carga topologica no entera
positiva en el intervalo [0,3] con paso de 0,2.

Fuente: Los autores.

Flgura 12. Resultados experlmentales para la difraccion en campo lejano de
una onda electromagnética Bessel-Gauss con carga topologica no entera
negativa en el intervalo [0,-3] con paso de 0,2.

Fuente: Los autores.

Conviene seflalar que la aparicion de las manchas
nuevas en el patrén de difraccion se hace para la CT
positiva abajo del patréon previo existente y para la CT
negativa arriba del patron previo existente, cuando el haz
con CT no entera se hace difractar y la fraccion se aproxima
al entero siguiente.

4. Conclusiones

Se demostr6 mediante argumentos cuantitativos el
patron de difraccion obtenido experimentalmente para
difraccion de un haz con momento angular orbital a través
de una abertura triangular equilatera. A diferencia de otros
trabajos que utilizan haces elipticos o Laguerre-Gauss como
distribuciones con momento angular orbital, en nuestra
implementacion utilizamos una distribucién Bessel-Gauss
para demostrar que es posible discernir el valor y signo de
CT entera a partir de su modelo de intensidad, pero no se
puede determinar el valor de CT a partir del patron de
intensidad para CT no enteras, aunque si su signo. La
explicacion fenomenologica de ambos patrones de
intensidad para haces Bessel-Gauss pudo ser entendida
utilizando la optica de Fourier.
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