
 

 

 
 

 

© The author; licensee Universidad Nacional de Colombia.  
DYNA 83 (199), pp. 118-123, December 2016. Medellín. ISSN 0012-7353 Printed, ISSN 2346-2183 Online 

DOI: http://dx.doi.org/10.15446/dyna.v83n199.54031 

Study of surface movement of a shallow-multilayered soil under P-
waves• 

 
Víctor H. Aristizábal-Tique a,e, Camilo A. Flórez-Velásquez b, Santiago Pérez-Echavarría b, Marlon Rincón-

Fulla c,d, Juan L. Palacio-Bedoya c, Iliana M. Ramírez-Velásquez e & Francisco J. Vélez-Hoyos a 
 

a Facultad de Ingeniería, Universidad Cooperativa de Colombia, Medellín, Colombia. vharisti@yahoo.com, fjvelezh@gmail.com 
b Facultad de Telecomunicaciones, Universidad Santo Tomás, Medellín, Colombia. camilo.florez@ustamed.edu.co, santiago.perezechavarria@gmail.com 

c Facultad de Ingeniería, Institución Universitaria Pascual Bravo, Medellín, Colombia. marlonfulla@yahoo.com, jlpalaci@gmail.com 
d Escuela de Física, Universidad Nacional de Colombia, Medellín, Colombia. marlonfulla@yahoo.com 

e Facultad de Ciencias Exactas y Aplicadas, Instituto Tecnológico Metropolitano, Medellín, Colombia. vharisti@yahoo.com, ilianaramirez@itm.edu.co 
 

Received: November 8th, 2015. Received in revised form: September 15th, 2016. Accepted: October 3th, 2016. 
 

Abstract 
In this work it was designed and implemented an experimental setup to study the surface acceleration of a multilayered soil and the 
experimental measurements were contrasted with a one-dimensional theoretical model based on ray tracing. For this purpose, a soil was 
suited, where tiles and expanded polystyrene (EPS) slabs were buried. This soil was disturbed by a sound wave at normal incidence from 
a subwoofer. In experiment were obtained resonance frequencies which are according to the studied theoretical model. 
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Estudio del movimiento superficial de un suelo multi-capas poco 
profundo sometido a ondas P 

 
Resumen 
En este trabajo se diseñó e implementó un montaje experimental para estudiar la aceleración superficial de un suelo formado por capas y 
se contrastaron las mediciones experimentales con un modelo teórico unidimensional de trazado de rayos. Para tal fin se preparó un suelo 
donde fueron enterradas placas de poliestireno expandido (EPS: Expanded PolyStyrene) y baldosas. Dicho suelo fue perturbado por una 
onda acústica bajo incidencia normal proveniente de un parlante. En el experimento se obtuvieron frecuencias de resonancia que están de 
acuerdo con el modelo teórico estudiado. 
 
Palabras clave: Exploración de suelo, movimiento superficial de suelo, vibración de suelo, placas enterradas, ondas sísmicas, ondas 
elásticas, suelo multicapas. 

 
 
 

1.  Introducción 
 
El estudio de la propagación de ondas mecánicas en el suelo 

sigue siendo un tema de interés investigativo a nivel mundial y 
las aplicaciones de los resultados de estas investigaciones se han 
traducido en técnicas para la detección de discontinuidades 
físicas en el subsuelo (cavidades vacías o con diversos fluidos y 
materiales, cambios de densidad en sistemas de capas, objetos 
enterrados, etc.) [1], que son ampliamente utilizadas en los 
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sectores Metalúrgico y de Combustibles Fósiles [2,3], en 
Ingeniería Civil y de Construcción [4-8], en los sectores de la 
Arqueología y las Ciencias Forenses [9], y en el ámbito militar 
para el desminado [10-14]. 

Una de las  técnicas para la prospección de subsuelos ha sido la 
relacionada con el registro de patrones de ondas sísmicas generadas 
arbitrariamente, mediante un agente perturbador como una fuente 
de ondas elásto-acústicas [2,5-7,9,11,12,15]. El patrón de las 
vibraciones medidas sobre un punto de la superficie del suelo, 
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producidas por la dinámica de la propagación de las ondas elásticas 
cuando interactúan con las discontinuidades presentes en el 
subsuelo, puede ser predicho a partir del uso de modelos de 
parámetros distribuidos regido por la ecuación de onda elástica en 
medios homogéneos e isotrópicos o ecuación de Navier [16] así 
como en  medios inhomogéneos y anisotrópicos [17], o por la 
ecuación de propagación de ondas en medios porosos de Biot [18]. 

Debido a la complejidad asociada  a la ecuación de onda 
elástica y a la dificultad inherente en la descripción detallada del 
tensor que representa un medio de propagación real, existen muy 
pocas soluciones analíticas a las ecuaciones mencionadas y es 
necesario recurrir al empleo de métodos numéricos como los 
elementos finitos [19], el uso del método de la Transformada 
pseudo-espectral de Fourier [20,21], o los métodos de estimación 
de las derivadas espaciales y temporales como las diferencias 
finitas, entre otros [21]. 

Otra posible vertiente de análisis de la dinámica de la 
propagación de una onda sísmica en un suelo compuesto por 
diversas capas y discontinuidades es el empleo de la teoría de rayos 
como solución aproximada de la ecuación de onda elástica [22], 
que evidencia de una forma elemental los fenómenos presentes en 
la propagación de ondas sísmicas tales como la refracción, la 
reflexión y la interferencia como consecuencia de la estructura de 
capas del suelo. Si la longitud de la onda sísmica en estado 
estacionario es inferior a las dimensiones del sistema bajo estudio 
(suelo multicapa + cavidad), entonces la ecuación de onda elástica 
se puede aproximar asintóticamente a la ecuación de la Eikonal, 
cuya solución se puede estimar empleando trazado de rayos 
geométricos superpuestos en la región de interés. La representación 
de ondas por medio de rayos facilita el modelamiento físico-
matemático y el entendimiento fenomenológico de la propagación, 
lo que a su vez permite introducir e identificar parámetros 
escalables y dominantes en un modelo físico de partida. 

 
2.  Configuración y modelo experimental 

 
En este trabajo se diseñó e implementó un montaje 

experimental para estudiar el desplazamiento y la aceleración 
superficial de un suelo, el cual fue adecuado para que su 
comportamiento se aproxime al de un semi-espacio (ver Fig. 
1). En dicho suelo se enterraron placas de diferentes 
materiales (baldosa y poliestireno expandido (EPS)) a 
profundidades dadas, tal como se muestran en las Fig. 2(a), 
2(b), para luego hacer incidir de forma perpendicular una 
onda acústica emitida por un parlante (ver Fig. 3). 

La Fig. 4 muestra el esquema del montaje experimental. 
Inicialmente se genera una señal eléctrica sinusoidal a través 
de un generador de onda, esta pasa por un amplificador de 
potencia de audio para alimentar directamente a un parlante, 
generando de esta manera, la onda acústica normal a la 
superficie del terreno (ver Fig. 3), donde se encuentra 
enterrado el objeto, bien sea la baldosa o la placa de EPS (ver 
Fig. 2(a), 2(b)). Las vibraciones mecánicas de la superficie 
son sensadas por un módulo acelerométrico triaxial 
desarrollado por el grupo de trabajo con base en una fuente 
consultada [12], el cual es alimentado por una fuente de 
voltaje DC variable. Las tres señales  acelerométricas dadas 
por el dispositivo son tomadas por una tarjeta de adquisición 
y guardadas finalmente en un computador para ser 
procesadas posteriormente. 

 
Figura 1. Terreno adecuado para la experimentación de este trabajo. En la 
figura se muestra la excavación de una cavidad de 3mx3m por 1m de 
profundidad.  
Fuente: Los autores. 

 
 

 
  (a)   (b) 
Figura 2. (a) Baldosa de 0.5 cm de espesor y (b) placa de poliestireno 
expandido (EPS) de 2 cm de espesor enterradas a 36 cm y 25 cm de la 
superficie del suelo, respectivamente. 
Fuente: Los autores. 

 
 

 
Figura 3. Perturbación acústica del suelo mediante un parlante. Las medidas 
de la aceleración y presión del aire en la superficie se hacen mediante un 
acelerómetro y un sonómetro. 
Fuente: Los autores. 
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Figura 4. Esquema del montaje experimental. 
Fuente: Los autores. 

 
 
Nótese en la Fig. 3 el uso de un sonómetro para medir la presión 

acústica. Esta medida se hizo en función de la frecuencia de la señal 
eléctrica, lo que permite estimar la fuerza acústica sobre la 
superficie del suelo donde está actuando directamente el parlante, 
y así estimar la ganancia del sistema, o lo que es lo mismo su 
función de transferencia, que se define en la siguiente sección. 

Los datos experimentales obtenidos bajo las condiciones 
descritas en esta sección son contrastados con los obtenidos 
mediante un modelo analítico unidimensional que se describe 
en la siguiente sección, el cual asume el problema como un 
sistema de varias capas, donde los materiales son elásticos y 
homogéneos, y las ondas incidentes y propagadas son planas. 

 
3.  Modelo de trazado de rayos 

 
Inicialmente se estudia el caso de una onda P, u�⃗ 0, incidiendo 

desde el medio 0 normal a la superficie de la discontinuidad, de 
la cual una parte se refleja, u�⃗ 𝑅𝑅, y otra se transmite, u�⃗ 𝑇𝑇, al medio 
1, tal como se muestra en la Fig. 5. Aquí 𝑘𝑘𝑙𝑙 = 2𝜋𝜋 𝜆𝜆𝑙𝑙⁄ = 𝜔𝜔 𝑐𝑐𝑙𝑙⁄  
con 𝑙𝑙 = 0, 1 es el número de onda, donde 𝜆𝜆𝑙𝑙 es la longitud de 
onda, 𝑐𝑐𝑙𝑙 es la velocidad de propagación de la onda y 𝜌𝜌𝑙𝑙 es la 
densidad volumétrica de masa del medio 𝑙𝑙, respectivamente. 
𝜔𝜔 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋 es la frecuencia angular y 𝜋𝜋 la frecuencia de la onda. 
𝑅𝑅01 y 𝑇𝑇01 son llamados los coeficientes del reflexión y 
transmisión desde el medio 0 al 1, respectivamente. El factor 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 
se omitirá de aquí en adelante. 

En el problema de la Fig. 5 se debe cumplir que los 
campos de desplazamientos y tracciones deben ser continuos 
en 𝑦𝑦 = 0, es decir, 

 

 
Figura 5. Diagrama del proceso de reflexión y transmisión de una onda P 
que incide sobre una superficie de discontinuidad entre los medios 0 y 1. 
Fuente: Los autores. 

u�⃗ 0(𝑦𝑦 = 0) + u�⃗ 𝑅𝑅(𝑦𝑦 = 0) = u�⃗ 𝑇𝑇(𝑦𝑦 = 0)  (1) 
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𝑦𝑦=0
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𝑐𝑐02

𝜌𝜌1
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𝜕𝜕𝑦𝑦

�
𝑦𝑦=0

=
𝑐𝑐12

𝜌𝜌0
𝜕𝜕u�⃗ 𝑇𝑇
𝜕𝜕𝑦𝑦

�
𝑦𝑦=0

 (2) 

 
Al aplicar las condiciones de frontera (1) y (2) a las 

ecuaciones que se muestran en la Fig. 5 se obtiene que 
 

𝑅𝑅01 =
𝑐𝑐1𝜌𝜌1 − 𝑐𝑐0𝜌𝜌0
𝑐𝑐1𝜌𝜌1 + 𝑐𝑐0𝜌𝜌0

 (3) 
 
 

𝑇𝑇01 =
2𝑐𝑐0𝜌𝜌0

𝑐𝑐1𝜌𝜌1 + 𝑐𝑐0𝜌𝜌0
 (4) 

 
Ahora se propone un modelo unidimensional para 

estudiar el problema descrito en la sección 2, el cual consta 
de 4 regiones: aire (𝑦𝑦 ≤ 0)-suelo (0 ≤ 𝑦𝑦 ≤ ℎ)-objeto 
(ℎ ≤ 𝑦𝑦 ≤ ℎ + 𝑑𝑑)-suelo (ℎ + 𝑑𝑑 ≤ 𝑦𝑦), tal como se muestra en 
la Fig. 6. En la Fig. 7 se muestran los rayos (ondas P o 
longitudinales) que surgen en las diferentes capas al incidir 
normalmente una onda acústica desde el aire. Los 
coeficientes de reflexión y transmisión, que se muestran en la 
Fig. 7, están dados por: 

 

𝑅𝑅𝑙𝑙𝑙𝑙 =
𝑐𝑐𝑙𝑙𝜌𝜌𝑙𝑙 − 𝑐𝑐𝑙𝑙𝜌𝜌𝑙𝑙
𝑐𝑐𝑙𝑙𝜌𝜌𝑙𝑙 + 𝑐𝑐𝑙𝑙𝜌𝜌𝑙𝑙

 (5) 
 
 

𝑇𝑇𝑙𝑙𝑙𝑙 =
2𝑐𝑐𝑙𝑙𝜌𝜌𝑙𝑙

𝑐𝑐𝑙𝑙𝜌𝜌𝑙𝑙 + 𝑐𝑐𝑙𝑙𝜌𝜌𝑙𝑙
 (6) 

 
donde 𝑙𝑙 y 𝑘𝑘 pueden tomar valores de 0, 1, 2.  
 

 
Figura 6. Diagrama del modelo unidimensional de capas propuesto para el 
problema descrito en la sección 2. 
Fuente: Los autores. 
 



Aristizábal et al / DYNA 83 (199), pp. 118-123, December 2016. 

121 

 
Figura 7. Diagrama de los rayos que se transmiten y reflejan en las diferentes 
capas. 
Fuente: Los autores. 

 
Entonces, para hallar el campo de desplazamiento en la 

superficie del suelo se hace el trazado de todos los rayos hasta 
la superficie aire-suelo para tener en cuenta las 
contribuciones de todas las ondas que llegan a 𝑦𝑦 = 0 (ver Fig. 
7), obteniéndose: 

 
u�⃗ (𝑦𝑦 = 0) = u�⃗ 0 + u�⃗ 00

+ ��u�⃗ 𝑝𝑝0 + u�⃗ 𝑚𝑚1 + u�⃗ 𝑝𝑝1
∞

𝑛𝑛=0

+ ��z⃗𝑚𝑚𝑚𝑚2 + v�⃗ 𝑚𝑚𝑚𝑚2 + w���⃗ 𝑚𝑚𝑚𝑚2 �
∞

𝑁𝑁=0

� 

(7) 

 
donde 
 

u�⃗ 0 = 𝐴𝐴0 ĵ (8) 
 

u�⃗ 00 = −𝑅𝑅01𝐴𝐴0 ĵ (9) 
 

u�⃗ 𝑝𝑝0

= −𝑇𝑇10[𝑅𝑅12𝑅𝑅10]�
𝑝𝑝
2−1�𝑅𝑅12𝑇𝑇01𝐴𝐴0𝑒𝑒−𝛼𝛼1𝑝𝑝ℎ𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑙𝑙1𝑝𝑝ℎ ĵ 

(10) 

 
u�⃗ 𝑚𝑚1

= [𝑅𝑅12𝑅𝑅10]�
𝑚𝑚−1
2 �𝑇𝑇01𝐴𝐴0𝑒𝑒−𝛼𝛼1(𝑚𝑚−1)ℎ𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑙𝑙1(𝑚𝑚−1)ℎ ĵ 

(11) 

 
u�⃗ 𝑝𝑝1

= −[𝑅𝑅12𝑅𝑅10]�
𝑝𝑝
2−1�𝑅𝑅12𝑇𝑇01𝐴𝐴0𝑒𝑒−𝛼𝛼1𝑝𝑝ℎ𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑙𝑙1𝑝𝑝ℎ ĵ 

(12) 

 
z⃗𝑚𝑚𝑚𝑚2 = −𝑢𝑢𝑚𝑚𝑚𝑚2 (𝑦𝑦 = ℎ)𝑇𝑇21𝑒𝑒−𝛼𝛼1ℎ𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑙𝑙1ℎ ĵ (13) 

v�⃗ 𝑚𝑚𝑚𝑚2 = −𝑢𝑢𝑚𝑚𝑚𝑚2 (𝑦𝑦 = ℎ)𝑇𝑇21𝑇𝑇10𝑒𝑒−𝛼𝛼1ℎ𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑙𝑙1ℎ ĵ (14) 
 
w���⃗ 𝑚𝑚𝑚𝑚2 = 𝑢𝑢𝑚𝑚𝑚𝑚2 (𝑦𝑦 = ℎ)𝑇𝑇21𝑅𝑅10𝑒𝑒−𝛼𝛼1ℎ𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑙𝑙1ℎ ĵ (15) 
 
𝑢𝑢𝑚𝑚𝑚𝑚2 (𝑦𝑦 = ℎ)

= [𝑅𝑅21](𝑚𝑚−1)𝑇𝑇12[𝑅𝑅12𝑅𝑅10]�
𝑚𝑚−1
2 �𝑇𝑇01𝐴𝐴0

× 𝑒𝑒−(𝛼𝛼1𝑚𝑚ℎ+𝛼𝛼2𝑚𝑚𝑞𝑞)𝑒𝑒−𝑖𝑖(𝑙𝑙1𝑚𝑚ℎ+𝑙𝑙2𝑚𝑚𝑞𝑞) 
(16) 

 
con 𝑚𝑚 = 2𝑛𝑛 + 1, 𝑝𝑝 = 2(𝑛𝑛 + 1) y 𝑞𝑞 = 2(𝑁𝑁 + 1) siendo 

𝑛𝑛,𝑁𝑁 = 0, 1, 2, 3, 4, …; donde 𝛼𝛼1 y 𝛼𝛼2 son los factores de 
atenuación de las ondas en los medios 1 y 2, respectivamente. 

Calculando la aceleración en la superficie para un campo 
armónico en el tiempo se obtiene: 

 

�⃗�𝑎(𝑦𝑦 = 0) =
𝜕𝜕u�⃗
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
𝑦𝑦=0

= −𝜔𝜔2u�⃗ (𝑦𝑦 = 0)

= −4𝜋𝜋2𝜋𝜋2u�⃗ (𝑦𝑦 = 0) 
(17) 

 
y la fuerza aplicada por el parlante sobre la superficie del 

suelo:  
 

F�⃗ (𝑦𝑦 = 0) = 𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑦𝑦 = 0)𝐴𝐴𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 ĵ 

= 𝑐𝑐02𝜌𝜌0𝐴𝐴𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝜕𝜕u�⃗ 0
𝜕𝜕𝑦𝑦

�
𝑦𝑦=0

ĵ 

= −2𝑖𝑖𝜋𝜋𝐴𝐴0𝜋𝜋𝑐𝑐0𝜌𝜌0𝐴𝐴𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 ĵ 

(18) 

 
donde 𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦 es la tensión principal en 𝑦𝑦 sobre la superficie, 

la cual coincide con la presión acústica emitida por el 
subwoofer. 𝐴𝐴𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝜋𝜋𝑅𝑅𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2  es el área donde actúa la onda 
acústica sobre la superficie, la cual es aproximadamente igual 
al área del subwoofer debido a que este está cerca al suelo 
(ver Fig. 3), siendo 𝑅𝑅𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 el radio del subwoofer. 

Finalmente, se define la ganancia (o función de 
transferencia) del sistema como 

 

𝐺𝐺 =
𝑚𝑚𝑎𝑎𝑚𝑚[𝑎𝑎]
𝑚𝑚𝑎𝑎𝑚𝑚[𝐹𝐹]�

𝑦𝑦=0
=

2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑚𝑚𝑎𝑎𝑚𝑚[𝑢𝑢(𝑦𝑦 = 0)]
𝐴𝐴0𝑐𝑐0𝜌𝜌0𝐴𝐴𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

 (19) 

 
4.  Resultados y discusión 

 
Para el modelo se tomaron los parámetros de las Tablas 1 y 2, los 

cuales se remplazaron en la expresión (19). Los coeficientes de 
atenuación, 𝛼𝛼1 y 𝛼𝛼2, se tomaron cero debido a que la posición de los 
picos de resonancia no cambiaban con ellos, solo sufrían una leve 
atenuación para los valores de ℎ y 𝑑𝑑 usados. De otro lado, en el 
modelo teórico se encontró que la posición de los picos de resonancia 
cambia ante la diferencia de densidad entre el material enterrado y el 
suelo. Así, la posición de estos picos es altamente sensible al valor de 
la velocidad de propagación de la onda longitudinal en el suelo (en 
la primera capa) y a la profundidad ℎ del objeto enterrado. En el 
modelo se fijaron las profundidades dado que se midieron 
directamente en campo y se probaron diversos valores de 𝑐𝑐1 
obteniendo gran cercanía con los datos experimentales cuando 𝑐𝑐1 =
60 𝑚𝑚/𝑠𝑠, tal como se muestra en la Fig. 8. 



Aristizábal et al / DYNA 83 (199), pp. 118-123, December 2016. 

122 

Tabla 1. 
Parámetros del aire, suelo y parlante usados en el modelo teórico. 

Parámetro Valor 
𝐴𝐴0[𝑚𝑚] 1 

𝜌𝜌0[𝑘𝑘𝑚𝑚 𝑚𝑚3⁄ ] 1 
𝑐𝑐0[𝑚𝑚 𝑠𝑠⁄ ] 343 
𝜌𝜌1[𝑘𝑘𝑚𝑚 𝑚𝑚3⁄ ] 1300 
𝑐𝑐1[𝑚𝑚 𝑠𝑠⁄ ] 60 
𝑅𝑅𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠[𝑚𝑚] 0.195 

Fuente: Los autores 
 
 

Tabla 2. 
Parámetros de la baldosa y placa de EPS usados en el modelo teórico. 

Parámetro Valor para baldosa Valor para EPS 
𝜌𝜌2[𝑘𝑘𝑚𝑚 𝑚𝑚3⁄ ] 2000 12 

𝑐𝑐2[𝑚𝑚 𝑠𝑠⁄ ] 1300 400 

ℎ[𝑚𝑚] 0.36 0.25 

𝑑𝑑[𝑚𝑚] 0.005 0.02 
Fuente: Los autores 

 
 

 
(a) 

 
(b) 

Figura 8. Ganancia normalizada VS Frecuencia para la (a) baldosa y (b) la 
placa de EPS, donde el modelo teórico fue evaluado en las frecuencias 
experimentales. 
Fuente: Los autores. 

 
5.  Conclusiones 

 
En este trabajo se diseñó e implementó un montaje 

experimental con un alto comportamiento unidimensional 
para la determinación de discontinuidades en el suelo, donde 
la reflexión, refracción e interferencia de las ondas elasto-
acústicas son los efectos dominantes. Dichos efectos son 

generados por la discontinuidad suelo-objeto y los cambios 
de fase que se producen por la profundidad de las 
discontinuidades, los cambios de densidad y de velocidad de 
propagación de las ondas en los diferentes medios. El modelo 
teórico basado en trazado de rayos permitió un mejor 
entendimiento físico y la identificación de los parámetros 
dominantes del problema, y por medio del manejo de dichos 
parámetros fue posible reproducir gran parte de los resultados 
experimentales. 
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