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RESUMEN

Los dispositivos de alta energia son disefiados para que funcionen con campos eléctricos y magnéticos extrema-
damente altos. Debido a esto, dichos dispositivos presentan fenémenos y comportamientos no lineales, como el
aislamiento magnético que altera el transporte de los electrones. La no linealidad ha obligado a analizary revisar
desde el punto de vista matemdtico las condiciones de frontera y las soluciones del problema. El objetivo de este
trabajo es exponer el tema a un nivel que facilite su difusién entre la comunidad académica no familiarizada con
el mismo. Para ello, el trabajo presenta una descripcién de los fenémenos que se generan cuando hay campos
eléctricos y magnéticos muy altos, tomando el caso de un diodo plano al vacio, asi como las ecuaciones que
modelan el fenémeno de aislamiento magnético; también demuestra la existencia de las soluciones y encuentra
las positivas en base a los métodos de solucién superior e inferior para problemas de valor de frontera, y pro-
porciona algunos ejemplos de aplicacién del fenémeno de aislamiento magnético.

Palabras clave: aislamiento magnético, flujo de potencia, flujo estacionario, condicién de Child-Langmuir, diodo
plano al vacio, sistema Vlasov-Maxwell, soluciones superiores e inferiores.

ABSTRACT

High energy devices are designed to work with extremely high electric and magnetic fields. As a consequence,
these devices show non-linear phenomena and behaviour, such as magnetic insulation which alters electron
trajectory. A mathematical analysis and review of magnetic insulation were carried out as a consequence of non-
linearity to find frontier conditions and solutions to the problem. This paper was aimed at presenting the topic in
a way which is easier for that part of the academic community which is unfamiliar with it o understand it. The
paper gives a description of the phenomena developed by high electric and magnetic fields in a vacuum plane
diode, some equations modelling the phenomenon, proves its existence and finds positive solutions based on
upper and lower solutions for boundary limit problems and gives some practical applications.

Keywords: magnetic insulation, power flow, stationary flow, Child-Langmuir condition, plane vacuum diode,
Vlasov-Maxwell solutions, upper and lower solutions.
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Introduccion

Un haz de electrones que se mueve en una regién genera una generado puede ser suficiente para alterar la trayectoria de los
corriente eléctrica, la que a su vez genera un campo magnético electrones, los cuales pueden no llegar a su destino, dando lugar
en un plano perpendicular al movimiento de los electrones. Si al fenémeno de aislamiento magnético. Este fenémeno (magnetic
la corriente es muy grande la intensidad del campo magnético wall) fue primero tratado por Sacharovy Tamm en 1961.
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UNA REVISION DEL FENOMENO DE AISLAMIENTO MAGNETICO

Los primeros dispositivos en los que se utilizaron haces de
electrones para conducir corriente eléctrica fueron los diodos
al vacio, que datan de finales del siglo XIX°. Para 1931 Lang-
muir y Compton realizaron estudios sobre la conduccién en
el diodo al vacio y establecieron la corriente de saturacién.
Para 1961 se reporta el fenémeno de asilamiento magnético
cuando la corriente en el diodo se hace muy grande (Sinitsyn
y Dulov, 2005). En 1995 se inici6 el estudio matematico del
fenémeno de aislamiento por un grupo francés, del cual ha
hecho parte uno de los autores (Sinitsyn).

El objetivo de este trabajo es exponer el tema a un nivel
que facilite su difusién entre la comunidad académica no
familiarizada con él. Se inicia con una descripcién cualitativa
del tema, que incluye la descripcién fisica del fenémeno
en un diodo plano al vacio, se continua con la aplicacion
de las herramientas fisico-matematicas utilizadas en el
modelamiento del fenémeno, la prueba de existencia de
soluciones, deduccion de las soluciones positivas del siste-
ma planteado, y se finaliza con la presentacién de algunas
aplicaciones. Mas adelante se describe el diodo al vacio, la
formacién de la carga espacial (fenémeno Child-Langmuir)
que limita la corriente maxima del diodo a un valor que
depende del voltaje aplicado y la separacién anodo-cato-
do. Se muestra la aparicion del fenémeno del plasma. Se
explica cémo la corriente catodo-dnodo que se desplaza
en el eje X produce un campo magnético en el plano YZ
perpendicular al desplazamiento, que desvia el haz de
electrones y puede provocar, a corrientes muy elevadas,
que el haz no alcance el anodo (fenémeno de aislamiento
magnético, magnetic insulation). Posteriormente, se revisan
las herramientas fisico-matemadticas a utilizar y se efectda
el planteamiento matematico del problema, discutiendo la
existencia de soluciones semitriviales a este problema y la
existencia de soluciones completas al problema. Finalmente,
se mencionan algunas de las aplicaciones actuales, como la
propagacion de pulsos electromagnéticos de alta potencia
en lineas de transmisién al vacio y la produccién de energia
eléctrica en plantas termonucleares.

Funcionamiento del diodo al vacio,
formacién de la carga espacial, el plasma
y apariciéon del aislamiento magnético

El diodo al vacio consiste de un filamento incandescente
que calienta un elemento denominado cétodo, el cual, al
alcanzar la temperatura suficiente, emite electrones que
son atraidos por un potencial positivo (V,) en otro elemento
denominado dnodo, colocado a una distancia (L). Todo el
sistema se encuentra en un recipiente al vacio para permitir
el libre flujo de los electrones sin colisiones con otras parti-
culas. En algunos casos el filamento acttia como filamento
y catodo al mismo tiempo. El filamento se lleva a una alta
temperatura aplicindole un voltaje DC o AC. (Ver esquema
conceptual, Figura 1).

Si la emision de electrones desde el catodo se mantiene
baja, la distribucién de potencial en el espacio placa-catodo

estd representada por una linea recta que une los puntos
correspondientes al potencial del catodo 7, =0 y el poten-
cial de la placa 7, . El voltaje aplicado entre anodo y catodo
crea una intensidad de campo eléctrico E=V/L dirigido del
anodo al catodo.

Los electrones son emitidos por el catodo con velocidad de
escape igual o mayor que cero (V,>=0). Los electrones son
atraidos por el potencial positivo de la placa (V,), formandose
una corriente eléctrica cuyo sentido positivo convencional
es de dnodo a catodo. Esa regi6n de funcionamiento se
conoce cono la region de emisién limitada.

Si no hay emisién en el catodo, el diodo se comporta como
un capacitor de placas planas paralelas con una diferencia
de potencial (V,) (Dulov y Sinitsyn, 2005).

Si el voltaje del filamento se incrementa, aumenta la tem-
peratura y por ende la emisién de electrones. Cuando los
electrones salen del catodo con velocidad igual a cero (V,=0)
se incrementa su cantidad cerca del mismoy se produce, en
el espacio interelectrédico, una nube de electrones llamada
carga espacial. Esta carga altera la distribucién de potencial
y produce un potencial negativo (-V ) cerca del citodo, en
donde se presenta su maxima densidad, a unadistancia (x__ )
de céntimos a décimos de mm. Este potencial negativo hace
que los electrones emitidos, con bajas velocidades, sean
regresados al catodo y el diodo no sobrepase una corriente
[imite, llamada de saturacién, porque la corriente de Placa
no aumenta con la emisién del catodo.

En los diodos al vacio, especialmente los de alta energfa,
el transporte de los electrones exhibe varios fenémenos no
lineales debidos a los altos voltajes aplicados y a las altas
corrientes utilizadas. Uno de estos efectos es la saturacion
de corriente explicada. Langnuir y Compton (1931); inves-
tigaron este fenémeno y establecieron una formulacién ex-
plicita para la corriente de saturacién en los diodos planos y
aproximaciones en los cilindricos y esféricos. Child Langmuir
encontraron que la corriente maxima, o de saturacién, que
puede fluir a través de un diodo al vacio, independiente
de la forma como los electrones son extraidos desde el
catodo, es:

3/2
st [0
9 m L

MERGEFORMAT (1)

en donde: g es la permitividad del vacio, e y m son la
carga y la masa del electrén, ¢ el potencial aplicadoy L la
longitud del diodo.

Cuando la emisién de electrones en el citodo es muy alta,
se forma un campo eléctrico retardante cerca del mismo
) contrario al campo acelerante dirigido desde
este punto hacia la placa (x,;, < x <x,). Para vencer el campo
retardante la energfa cinética de los electrones que salen

O<x<x
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del catodo debe ser mayor que la energia potencial pro-
ducida por el voltaje V (lmvg >e|-v  DAST que,
5 f

in

la velocidad inicial v, de los electrones que dejan el cato-
do, debe exceder un valor determinado por |-Vm

in |’
e . . 7z z .
Yo >q/2 Vain . Si la velocidad del electron estd debajo

de este valor, no podrd vencer la barrera de potencial, su
velocidad bajard lentamente hasta parar, y el campo lo
regresara al catodo. La region del campo retardante (desde
0 hastax_. ) contiene no solamente los electrones que via-
jan hacia la placa, sino también aquellos que se regresan
al catodo. En la region de carga espacial se lleva a cabo el
fenémeno del plasma.

campos magnéticos en el plano perpendicular al movimiento
de las mismas cuyo sentido se determina por la ley de la
mano derecha. En este caso la corriente en sentido negativo
de la X produce un campo magnético en el plano YZ, con
componentes B, B,

Cuando una carga eléctrica (q) con velocidad (v) ingresa en
un campo magnético (B), perpendicular a su trayectoria,
experimenta una fuerza (F) dada por el producto vectorial
F = qv x B conocido como la ley de Lorentz, y cambia su
trayectoria a un movimiento circular. A medida que la
densidad de corriente se incrementa, el campo magnético
que se forma es mayor y el cambio de trayectoria es mas
pronunciado (el radio del movimiento de la particula se hace

L

&
<

menor). Esto trae como consecuencia
- | que, a corrientes elevadas, el electr6n

-

,-° Campo
-*| Eléctrico ,¢
»

Campo Eléctrico Acelerador, Ex <0

&
Retardador, 7
Catodo Ex>0

Campo magnético B

A}y ....... -7 B,

\ <
’?‘\ J Flujo de corriente Jx
A " =~ Flujo de electrones
¢ - >

AL e I

Carga espacial -1 Movimiento en XZ debido a By, si Jx es grande
A_Yf_>/" ---={]1

Z i /‘~‘ \\ Movimiento en YZ debido a B, si Jx es grande

\ W En ambos casos los electrones llegan a la placa
1
/[ Aislamiento magnético si Jx es muy grande, el electron sale del Flujo y no llega a la Placa

’l 1 SiJx es ain mayor, el radio de curvatura disminuye y el electron regresa al Flujo
-

———}"/ se desvie y no alcance la Placa; esta

o condicién se conoce como el fenéme-

nodo no de aislamiento magnético (magnetic
insulation).

Si la corriente se incrementa por en-
X cima del valor al cual se produce el
aislamiento magnético, el radio de la
trayectoria se hace mas pequefo y el
electrén puede lograr nuevamente su
trayectoria original. Si el anodo se hace
negativo con respecto al catodo, los
electrones son repelidos y la corriente
inversa es casi cero (debido a la cola

trabajo.

Figura 1. Esquema Conceptual de fenomenos que se presentan en el Diodo.

El esquema ilustra: la carga espacial, el flujo de electrones en el diodo, la formacion del campo magnético
en el plano YZ, el aislamiento magnético si la corriente es muy elevada y el retorno de los electrones al
flujo a corrientes aun mas elevadas. Si Jx no es muy elevada B tiene poca influencia y el diodo funciona

normalmente. En ese caso el campo magnético puede aplicarse externamente, como se hace en este

de la distribucién maxwelliana de los
electrones, que es mayor que cero).

Planteamiento matematico

El estudio del fenémeno de aislamiento

Figura 1. Esquema conceptual de fenémenos que se presentan
en el diodo.El esquema ilustra: la carga espacial, el flujo de
electrones en el diodo, la formacién del campo magnético en
el plano YZ, el aislamiento magnético si la corriente es muy
elevada y el retorno de los electrones al flujo a corrientes aun
mas elevadas. Si J, no es muy elevada B tiene poca influencia y
el diodo funciona normalmente. En ese caso el campo magnético
puede aplicarse externamente, como se hace en este trabajo.

A un voltaje de filamento constante se logra un equilibrio
dindmico tal que el ndmero de electrones que alcanzan la
placay el que es regresado al catodo es igual al de electrones
emitidos por el catodo. Por lo tanto, la corriente de placa es
menor que la emitida, o el catodo produce mas electrones
de los que llegan al anodo (Dulov y Sinitsyn, 2005).

Los electrones que superan el campo retardador de la regién
de carga espacial se dirigen hacia el anodo formando una
corriente de densidad J, normal. El movimiento de cargas
eléctricas produce corriente, la que a su turno, produce

magnético se lleva a cabo bajo el marco
de validez de la fisica de plasma, que presenta tres descrip-
ciones: la aproximacién como particulas sencillas, la teorfa
cinética y la descripcién de fluidos. La descripcién que se
trabaja en este documento es la de la teorfa cinética, cuyas
bases se fundamentan en las ecuaciones de Klimontovich
y Liouville, mediante las cuales se estudian las propiedades
del plasma a un nivel de detalle microscépico, con el mas
alto grado de aproximacion’ ®.

En base al nivel de detalle que se desea estudiar el sistema,
la teorfa cinética presenta tres alternativas: en un nivel de
detalle alto se encuentran la ecuaciéon de Klimontovich
(Schram, 1991); en un nivel de detalle medio, las ecua-
ciones de Boltzmann, Vlasov y de deriva cinética [Krall
and Trivelpiece]; y en un nivel de detalle bajo, de fluidos
macroscopicos de particulas cargadas (Chen, 2005). En este
documento se trabaja un nivel de detalle medio debido a
que el nivel de detalle mas alto proporciona demasiada
informacién al punto de ser inservible.

7 http:// europa.din.upm.es/plasmas/Tema7.4-Cineticav15.PDF
8 http://europa.din.upm.es/plasmas/index.html
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A pesar de que la ecuacién de Klimontovich, junto con las
de Maxwell, proporcionan un andlisis exacto de un sistema
de plasma, este tipo de soluciones no son (tiles por ser muy
especificas, diciendo en qué puntos del espacio fésico se
encuentra la particula, y por lo tanto resulta mucho mas (til
obtener el valor promedio de la distribucion de particulas.
Por esta razén surgieron aproximaciones de la ecuacién de
Klimontovich, como por ejemplo, la ecuacién de Vlasoy, la
cual trabaja con la funcién de distribucion.

La ecuacién de Vlasov es para sistemas no colisionales, es
decir, el plasma en la que se aplica debe tener efectos coli-
sionales muy pequefios o nulos, y es precisamente esta una
de las caracteristicas de las que goza el sistema de plasma
del diodo plano al vacio que se estudia en este documento.
Por lo tanto, la ecuacién de la teoria cinética con la que se
trabaja es la ecuacién de Vlasov, a continuacién:

2
_ 22 2

—=mc+p

4

o

P 2
E=mc", dondey= 1+(—)
me

A continuacion se estudiaran las propiedades del plasma
de un diodo plano al vacio, para lo cual se considerara
la siguiente descripcion del sistema, tomado de Creedon
(1975, 1977), Sinitsyn (2002), Dulov y Sinitsyn (2005) y
Dengond y Raviart (1991): el diodo plano al vacio esta
conformado por dos conductores perfectos (electrodos),
que son el catodo (X=0) y el anodo (X=L). Se supone que
son planos infinitos, paralelos a (Y, Z), como se aprecia en
la Figura 2.

8_F+V8_F+a8_F: 0, donde F (x,v,t),
ot ox ov

funcion de distribucion del sistema

De los tres términos que conforman la
anterior ecuacion se descarta el primero,

P.>0

Y »

\

para el caso del diodo plano al vacio, ya
que el sistema es invariante en el tiempo
y por lo tanto la variacién de la funcién
de distribucién con respecto al tiempo _
es nula. vz

/éxl

~ Cétodo

Ealt X

Anodo

Con respecto al Gltimo término de la ecuacion de Vlasov es
importante anotar que la aceleracién es usualmente reem-
plazada por _r

m

Donde F es la conocida fuerza de Lorentz, representada
por,en  presencia de campos magnéticos Ginicamente; y
e nF=a(VXB) presencia de campos eléctricos y magnéti-
cos, se representa por F=g(E+V x B).

Finalmente, la ecuacién de Vlasov que se usara en este
documento quedarfa de la siguiente manera:

va—F+i(E+V X B)a—F=O, donde F (x,v,t),
ox m ov

funcion de distribucion del sistema

A manera de aclaracién es importante mencionar que de-
bido a que se desea estudiar las propiedades de un sistema
de particulas con carga y masa puntual que pueden tener
velocidades comparables con la de la velocidad de la luz,
es necesario el uso de la siguiente ecuacion relativista, que
relaciona energfa y masa.

Figura 2. Diagrama del diodo

Cuando el diodo esta polarizado directamente e produce
un movimiento de electrones con carga -e¢ y masa m , des-
de el catodo hasta el dnodo, y se dice que eldiodo esta
en conduccién. Los electrones son sometidos a un campo
electromagnético externo aplicado, el cual no actta sobre
la componente en z del momento de la particula (P). Se
considera que esta componente del momento de la
particula es nula, lo que conlleva a un confinamiento de
electrones en el plano (XY), es decir, Z=0

Finalmente, en este caso el campo eléctrico se coloca en
X'y el magnético se ubica solo en Z, como lo muestran las
ecuaciones.

Eext:EextX/ Bexz‘:Beth

Talque E,, <0y B

ext —

=0

ext —

Debido a que el plasma es un sistema formado por parti-
culas cargadas representadas por cargas y masas puntuales,
el diodo plano al vacio es considerado como plasma y por
consiguiente se utiliza la teorfa cinética del plasma para
estudiar detalladamente sus propiedades.
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Para el problema planteado del diodo plano al vacio vamos
a considerar que la funcién de distribucion F no depende de
las componentes en Y de las posiciones de las particulas del
sistema y que ademds el flujo de particulas es estacionario
y sin colisiones, lo que implica que debemos analizar el
sistema con la ecuacion de Vlasov no colisional. Esto indi-
ca que el sistema se representa mediante una distribucion
promedia en el espacio de las particulas del sistema, que
son Gnicamente electrones.

La descripcion del sistema se da por el modelo Vlasov-
Maxwell, conformado por la ecuacién de Vlasov no coli-
sional y las ecuaciones de Maxwell.

IF (d®  dA\oF dA OF 2)
Veo—te| ——V, 2= | +er, =0

ax \dx Tax Jop, dX 9P,
d*’® e

=—N(X), Xe(0,L), (3)

TN, xe@D)
d’4
x> =—HyJy (X)’ Xe (O’L) “)

Las condiciones de frontera para la funcién de distribucién
son las siguientes:

F(0,P,,F,)=G(P,,F,), P, >0, (5)
F(LPuR)=0, P <0, ©)

Las condiciones de frontera para el potencial electroesta-
tico @y el potencial magnético 4, tanto en el anodo como

e n el catodo, son las siguientes:
(I)(O)=0’ (I)(L)=(I)L =_LEext’ (7)
4(0)=0, A(L)=4, =LB,,, ®)

Si evaluamos las condiciones de frontera en el &nodo para
@y 4 en el sistema de Maxwell obtenemos que la densidad
de particulas Ny la componente Y de la densidad de co-
rriente J, son  nulas(v=s,-0), debido a que los campos
eléctricos y magnéticos son exactamente iguales a los exter-
nos que son constantes.

Debido a que las particulas que se estudian en este caso en
particular viajan a una velocidad comparable con la de la
luz, es necesario recordar de la mecanica relativista que la
masa de una particula libre (en este caso los electrones) se
relaciona con su momento y energfa a través de la siguiente
ecuacion:

Ll

p
V(P)=—, y=[1+-
(P)= o Y\
V=(V.V,), P=(P.B), |P[ =P +P,

V()=V,E(P)

donde E es la energia cinética relativista y c es la velocidad
de la luz.

Las cantidades macroscépicas del sistema Vlasov-Maxwell,
como la densidad de particulas N y las componentes Xy Y
de la densidad de corriente J.,J,, son respectivamente

dadas por las siguientes ~ formulas:
N(X)=IR2F(X’PX’PY)dPXdID}'9 ©

Jy==e] .V, (PYF (X,P,B,)dP.dR, (10)

Jy (X)=—e[ .V, (P)F (X,P,,P,)dPdP,, (1

Aqui, €, y W, son, respectivamente, la permitividad y la
permeabilidad en el vacio.

El modelo utilizado para el diodo plano al vacio descrito
por la ecuacion de Vlasov-Maxwell describe dos regimenes
principales. Uno de ellos se presenta cuando un campo
magnético fuerte es aplicado, provocando que los electrones
no alcancen el anodo y regresen al catodo teniendo como
consecuencia que la componente en X de la densidad de
corriente J, desaparezca, caso para el cual el sistema Vla-
sov-Maxwell se debe aplicar rigurosamente. El otro régimen
se presenta cuando se aplica un campo magnético pero este
no es lo bastante fuerte como para provocar que los electro-
nes regresen al citodo, de manera que . no desaparece
y el modelo Vlasov-Maxwell puede ser aproximado a las
tradicionales ecuaciones de Maxwell.

A continuacion se da una definiciéon de los momentos aso-
ciados con la funcién de distribucién de la particula en la
frontera del catodo.

NO = Ls G (P, P, )dP,dP,, (12)
Jy = —esz Vy (P)G(Py,F, )dP.dF,, (13)
Ji ==e[ V, (P)G (P, B, )dP,dR,, (14)
7°=[ E(P)G(P,.F,)dPdR, (15)

Donde R} ={(P;,P,)€ R*,P, >0}, (ver la Figura 1) y la

velocidad de emision termal es y / 7Y Las cantidades
“\mNG

des (12)-(15), respectivamente, definen la densidad de la
particula entrante, componentes X y Y de la densidad de
corriente entrante y la densidad de energfa cinética de la
particula entrante.

Para conseguir una mejor visién en el comportamiento
del diodo se escribe el modelo (2)-(8) en variables adi-
mensionales. Siguiendo a Degond y Raviart (1991, 1992),
se introducen las siguientes unidades, en su orden para
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posicion, velocidad, momento, potencial electroestatico,
vector potencial, densidad de particula, corriente y funcion
de distribucion:

X=L, V=c P=mec, E=mc?, 6:’"0 ,
e
a="C Noa® Jo—eeN, Fo X
e xX? P?

Y las correspondientes variables adimensionales
x:X/)?, p:%: px,p‘/),v:(vﬂvy):%:p/ Il+p2’
E=E/E=1+p° -1, g=®/®, a=A/4, n=N/N,
=J/J, f=F/F.

~.

Supongamos que el diodo esté controlado en el régimen de
Child-Langmuir. En tal situacion, la velocidad térmica 7 es
mucho méas pequena que la tipica tendencia de velo-
cidad supuesta de ser del orden de la velocidad de la luz
¢ . Dejando, _Y¥s , debemos asumir que

c

70.p..0,)=2°(..p, )= ;Tg(%,ﬂ} p. >0,

€

Donde g es un contorno dado. El sistema adimensional se
lee

L[ oo
Y ox de U dx )op, " dx op,
(16)
Q’px’py)e (0’1) X RZ’
2 &
dd)(cpz =n"(x), xe(0,1), (17)
da®
ek (x), xe(0.1), (18)
ne (x): J' £ (x, PP, )dpxdpy,
R, (19)
55 )= [ @peep, Ypdp, = [ 22— 1 (v.p.p, )p.db,.
R, R, A1+ p‘
(20)
: : o[22y
r0.p,.p)=¢ (px,p},)=8—3g( - ,?], p, >0,
21)
f(Lpsp,)=0, p, <0, (22)
e (0=0, ¢"(1)=0,, (23)
a*(0)=0, a"(1)=a,, (24)

Para deducir el limite del modelo (I)a ¢ — 0, se consideran
las diversas invariantes del problema.

Las siguientes dos cantidades son constantes de movimiento:
We(x,p)=Z(p)-¢° (x) - la energia del electron (25)

P* (x,p)=p,—a’ (x) - el momento canénico (26)

Significando que sobre cada trayectoria del electrén (en el
espacio de fase), las anteriores cantidades son constantes.
Denotemos f.n,a,j,9... el limite cuando € tiende a cero
fe.n°,.... puesto que en el limite ¢ =0 los electrones son
inyectados con velocidad cero, ya que la energfa del electrén
w y el momento candnico p, se desvanecen simultanea-
mente. En consecuencia,

p,(x)=alx),
(P @)=+ () 1= (a(x))

Y las siguientes identidades sostienen:

v (x)= p.(x) _ Px(x)’
T PR) 1+ek)
W6 )
+P(x) 1+o()
Ahora definfamos el potencial efectivo por:

O(x)=(1+0 (x)) ~1-(a(x)) . (27)

Los electrones no entran al diodo a menos que el potencial
efectivo @ sea no negativo en la cercanfa del catodo. Ade-
m & s, siempre tenemos ©'(0)>0. Dejando @, ser el
valor de @ del anodo.

Vy(x): \/1

0, =(1+9,) ~1-d*,. (28)

Si ©, <0, los electrones no pueden alcanzar el anodo x =1
; estos son reflejados por la fuerza del campo magnético
de regreso al catodo y se dice que el diodo esta magnéti-
camente aislado. Si @ es no negativo, entonces todos los
electrones alcanzan el dnodo y se dice que el diodo esta
sin aislamiento.

Para analizar el régimen “sin aislamiento”, asumimos que

Vxe(0,1], O(x)>0, 01)-6(0)=0, >0.

Esto Gltimo denota un retrato de fase (x, p, ) de trayectorias
del electrén que tiene esa forma.

Desde que ningin electron sea inyectado al dnodo, j se
desvanece. Ahora:

Je=J. = vaf(x, P, )dp.dp
R%:

Y la funcién de distribucién es la de una emisién de un rayo
monocinético desde el citodo x =0 con desvanecimiento
de la velocidad inicial:

7@ P)=n(x) 8 (p~J6()) 5 (p,-alx))
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Por consiguiente,

O R U O =

Insertando esta expresion dentro de las ecuaciones de
Poisson y Ampere (3), (4) da

29 (1) j el

e Ji+oG) —1- @&

0(0)=0, o()=0,.

a (O)= 0, a(l)z a,

d’a . a(x)

W(x): Jx ,
Vi+oG)) -1-)

Los que se desconocen en el sistema (I) son el potencial

electroestatico 9, el potencial magnético @ vy la corriente

J. (esta no dependede x).

Existencia de soluciones semitriviales del
problema

Permitasenos introducirlos en la definicién de cono en un
espacio Banach X :

Definicién 1. Digamos que X es un espacio Banach. Un
conjunto no vacio convexo pc x es llamado un cono,
si este satisface las siguientes condiciones:

(i) *€ P,A 20 implica que Axe P,

(i) ¥€ =X P implica que *=0, donde O denota cero
elementos de X . Aqui < es el orden en X inducido por
Piie, x<ysiy solosi y—x esunelementode P

Denotaremos [x,y] el orden del intervalo cerrado entre x
y y’i'e’

[x,y]={zeX:sz£y}. (29)

También asumiremos que el cono £ es normal en X, ie,
los intervalos del orden son normalmente limitados.

En X
" XE{(u,v):u,veCl(ﬁ),u:\/:O}

', y la norma
‘U‘x:‘”‘wﬂv‘men C, donde U=@.v)} Aqui un cono P esta
dado por

Introducimos la norma [Ul=[ulc'+

(30)
P= {(u,v)eX:u >0,v>0 paratodox € Q}

v#0 pertenecen a P, entonces —u,~v no pertenecen.

Trabajaremos con espacios cldsicos sobre intervalos
I=lab) I=}.p) 1=(ab)
C(@)con norma ] = max fu(e) e T):

C! (i)z Hun +Hu

>
oo

¢, (1) la cual contiene todas las funciones que son local
y absolutamente continuas en /.Introdujimos un espacio
C. (1) porque el problema (1) es singular para ¢ = 0. El orden
< enel cono Pes entendido en el sentido débil, i.e., yse
incrementardsi ¢ <0 lo que implica que y(@)< y(),y V se

decrementara si ¢ > b, lo que implica que y(a)= y(b)

Teorema 1. (Walter [4]) (principio de comparacién en el
cono) permita ¥€ O 14 funcion £ estd definida
sobre I x R . Permitaa /(6:)incrementar-  se en funcion

de y, entonces:

M”—f(x,v)zw"_f(x,w) no. sobre 1.
o) 0)nb) O

Implica  v<w sobre I.

Comentario 1: Permita a f(x,y)decrementarse, luego el
teorema 4.1 permanece sin cambios si ambas partes de (31)
se multiplican por -1.

Para la conveniencia de definir una relacién de ordena-
miento en el cono P hacemos una transformacién para el
problema (I). Permitamos a F(g.a) y G@.a) estar definidas
por (I). Entonces a través de la transformacién ¢ =—u el
problema (1) se reduce a la forma

(I

2
Sy 1w ZEGua), WO)=0, u()=g,,
dx wl(l—u)z—l—az
2
eyt 2G(.ua) a0 =0, alh=a,,

:]X
dx’® w/(l—u)z—l—a2

Notemos que todas las soluciones tanto del problema
(I) como del problema (Il) son simétricas con respecto a
la transformacion de signo para el potencial magnético
a:(@,a)=(@,—aolo mismos que decir (,a)=(u,~a). De esta
manera, debemos buscar solamente soluciones positivas
®>a, a>0 en el cono £ o tGinicamente negativas: ¢ < 0
, a<0. Gracias a la simetria del problema este es equiva-

lente y no produce la extension de los tipos de soluciones
de signo definido del problema (1) (respecto del (I1). Una
vez mds apreciemos que la introduccién de potencial elec-
troestatico negativo en el problema (11) estd conectada con
la relacién més conveniente entre el orden en el cono y la
certeza de la funcion de Green para el operador —u" que
usamos abajo.

Definicién 2. Un par[((po,ao),((po’ao)] es llamado
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a) Solucién subsuper del problema (I) relativa a P, si las
siguientes condiciones se satisfacen

(pg.a,)eC,. (D EC(I) x C, (1) ¥C(I),
(9°.a°)e G, (1) BC(T) x C,, (1) #C(T) (32)

. 1+
P —Js 2
Ja+o,) -1-a

(¢")-J,

A
=F(p,,a)<0 enl, (33)

1+o,

- iG((p,ao)SO en/,

2 F(eha)z0 e 1, Vaela,a']

a()”_jx
J(+o,) -1-q,

34)

1+o,

(a) -/,
" Jarey-1- (@)

0, <¢’,a,<a’enl (35)
Y sobre la frontera
9,(0)0<0<6¢°(0), g,(D<g, <e°(D), (36)

a,(0)<0<4a°0), a,(1)<a, <a’(l);

b) Solucién sub-sub del problema (1) relativo a P, si la
condicién (3.4) se satisface y

0y —F (. 90>, )<0en,
a, —G(j .0, a,)<0 en I (37)
Y sobre la frontera
0,020, ¢, (1)<, 4,(0)<0, 4y (1)< a,.
(38)

Comentario 2. En la definicién 4.2, la expresién con la raiz
cuadrada, tomamos por médulo A+9)-1-a’|

Por analogfa con (3.37), (3.38), introducimos la definicién
de solucién super-super en el cono.

Definicion 3. Las funciones ® (x, x, , jx):q)le’x(p/7j,x)
podriamos llamarlas soluciones semitriviales del problema

() si @(x,xa,,jx) es una solucién del problema de valor
escalar de frontera

0 =F(.0.x, )/ Lo ()

Jitoy-1-G, )"

0(0)=0, o(H=0,,

iG((p,aO)ZO en J, ‘v’(pe[(po,(PO];

Y o Q % ) es una solucion del problema de valor escalar
1A 0 )y
de frontera

= 6(jx, .a)=j. a
’ (] e \/(l+xm)2—l—a2, (V)

a(0)=0, a(l)=a,.

Aqui x,,i=12y x,.i=12 son, respectivamente, los indica-
dores de las soluciones semitriviales, ® (x, x, . j, ) CDl(v,xw,,jY)

definidas de la siguiente forma:

x, =0, si a(x)=0;

1

_ 0 . 0 . ., .
X, =a, sia=a siendo lasolucién superior del problema
(IV);

a; ~ %> si @ =a, siendo la solucion inferior del problema
(IV);

—n° 0 . .. .
Xo, =P si @ =0 siendo la solucion superior del problema
(1n;

Yo, = P> si @ =9, siendo la solucion inferior del problema

(1.

De la definicién 3 obtenemos los siguientes tipos de proble-
mas de valores escalares de frontera para las soluciones (1)
semitriviales (en el sentido de la definicion 3) (resp. (I1)):

140 4(0)=0, o()=0,.

(P”:F(SD,O)=J,‘-W
+o) -

1+o , 9(0)=0, o()=9,.
(+o) -1-("y

¢ =F((P,a°):jx\/

(AT)

1+o  0(0)=0, p()=0,.
(1 +(P)2 _1_(a0)2

(P” ZF((PvaO) =jx\/

(A2)
0 =G’ a)= . az , a(0)=0, al)=aq,.
\/(1+cp°)—l—a2
(A3)
" a —
0" =Gy a,)=j ———— a(0)=0, a(l)=aq,.
" JU+g, ) -1-d°
(A4)
" a —
0" =Gy.a) = j,—o—-—, 40)=0, a()=a,.
" (+p, ) —1-a’
(A5)

Debemos encontrar las solyciones a los problemas (A1)-(A3)
con la condicién ~ ®o <@
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donde ¢, (x, ),(po(xaz ) son, en su orden las soluciones infe-
rior y superior del problema (A1). La solucién ©®.4) del

problema (1) podrfa corresponder al intervalo
¢ € D(e.0)NP(@.a") N D@ ay)

Por otra parte, el ordenamiento de soluciones superiores e
inferiores de los problemas (A1)-(A3) esta satisfecho:

00, )< <0, )0, <0, )

Buscaremos la solucién de los problemas (A4)-(A5) con la
condicion

0
a,<a.

En este caso el siguiente ordenamiento de soluciones supe-
riores e inferiores de los problemas (A4)-(A5)

ay(x, ) < ay(x, ) <a’(x,)<a’(x,). es satisfecha.

Vamos al estudio directo del problema (Ill) el cual incluye
los casos (A1)-(A3).

Permitasenos considerar el problema (Ill) de valor de fron-
tera con

F(r,9): (0.1] x (0,00)— (0,0)

(B1)
En la condicién (B1) para F(x) bajamos el indice &;, con-
siderando un caso de dependencia no lineal Fde X.

Asumiremos que F es una funcién Caratheodory, i.e.,
F(.,s) medible para todo se R, (B2)
F(x,.) es continua a.e. para xe 0.1], (B3)

Y la siguiente condicién se mantiene

1

J.s(l —5)Fds < .

0 (B4)
OF /9@ > 0,i.e., F se incrementa en ¢ . (B5)
Existe y(x)e L'(P,1])y a.e R, 0<o <1 tal que
|F(x,9)| <y )1+ ), V(x,s)eo1]x R. (B6)

Estamos interesados en la solucién clasica positiva de
la ecuacién (Ill), i.e., @ >0 en P para xe]01] y
¢e C([O,l])l Cz(](),l]). El problema (111) es singular, por lo
tanto, la condicién (B1) no se cumple sobre el intervalo
¢ 0.) y en esta conexion. Los bien conocidos teoremas
(ver Aman [1]) sobre la existencia de soluciones superiores

e inferiores en el cono P no funcionan. Esto sigue del teo-

rema 6.1, ya que F en (lll) se incrementa en @, entonces
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¢ <w paraxe]0,1], donde ® y W satisfacen la inecuacién

diferencial 4.3).

Teorema 2. Asumiendo las condiciones (B2)-(B6), alli existe
una solucién positiva del ¢ € C([0,1]])1C*(]0,1]) problema

(1) de valor de frontera.

Demostracion. Concedamos @ >0 ser una solucién del

o<w

problema (I11). Por el teorema 1 paraxe J0,] Tomamos

£ >0 y consideramos la ecuacién
" I+, +¢

(p&l :]X (Pz 2

\/(1+(pg +8) _1_()%1)

0,(0)=0, o, ()=0(L).

A
=F (j..9, +¢&,x,).

(39

Permitamos a ™ ya @ ser las soluciones superior e inferior
de la ecuacion (39) (abajo, en la proposicion 1 es mos-
trado tal que las soluciones realmente existen). Aquf el
teorema sobre iteraciones monétonas da una existencia de
soluciones clasicas ®¢ de la ecuacion (6.11), la cual satisfa-
ce w>¢, >¢ para XE]O,I] y es frontera en C. De esta mane-
ra F,(j..o. +&.x, ) es frontera y allf existe un Iimite uniforme

lim,__, ¢, =¢. Esto sigue hasta lo ultimo, si 0<n <%,entonces

el lim, , 7, (.0, +&.x, )= F(j,.0.x, )

uniformemente sobre [n,1-n]y ¢ >0 para xe|n,1-n |

Ya que 9 es convergente uniformemente en [0,1] entonces

esto implica la existencia de lim@’, (). Por consiguiente,
lime'

existe ¢, = ) sobre el subespacio compacto (0,1) y

{¢’, } es uniformemente convergente sobre (0,1) para una

funcién diferenciable ¢’ sobre [M,1-N]. Por Gltimo, @

es dos veces diferenciables sobre [n,1 -1 1],

0"=F(j 0.x)xehl-n] Yuec(oi]Dr c*(Jo1])

es una solucién positiva al problema (ll1).
El teorema 2 es probado.

Comentario 3. El momento delicado en la prueba del teorema
2 esta conectado con encontrar las soluciones inferior y supe-
rior al problema de perturbacién (39). Como una solucién
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inferior podemos tomar la solucién de la ecuacion ( 4,) (solucion
semitrivial ¢ ), entonces una solucién superior sera, por
ejemplo, lasolucion méxima de la ecuacion ( 4, ).

Aplicando de técnicas de iteracion monétonas para la ecua-
ci6n (1), dan la existencia de solucion méxima ¢(x, ;) tal
que:

¢ =(%X)<O(X,X,) <w(x) parax € 10,1]. (40)

Proposicion 1. Dejando 0 < ¢ < j, < j™ . Entonces la ecua-
cién (Al)
O =F(j.0.0)=j S

T T e 2+e)

0(0)=0-0() =9,

Como solucién positiva inferior  u, =82x43, 41)
si 48° 29 ™ (1+82) +/ 2+5° 42)

y una solucién positiva superior

u’ =a+Bx (0, B >0) (43)
con @, >8" (44)
donde § es definida desde (4.14)

. , 2+
Comentario 4. La raiz cuadrada es tomada como o2+ o)

en el caso de las soluciones negativas. Aqui 1° = —ex es una

solucién superior, y #, ==2+& como solucién inferior (0<
<1 ‘ ' . g . .

€ <D Aca la ecuacion (4,) tiene solucién negativa sélo

para 0 <@, <-2 porqueF(L_z) e

Sigue de (42), (44) que el valor de la corriente es limitado por

el valor de potencial electroestético sobre el anodo@, .

LSBT S F(@) (45)

El analisis de las soluciones superior e inferior (41), (43)
exhibe que para 8° =¢, >2 y o =B <1 el intervalo en x entre
las soluciones superior e inferior decrece, y para grandes
valores del potencial ¢ el diodo entra en régimen (pLx%.
Proposicion 2. Dejando 0<c¢ < j, < j™.Entonces la ecua-
cion (4,)

a , (0)=0, a)=aq,

a"=G(jx,(P"aa)=jxm

L . a,=0 . .
Con una solucién inferior y solucién superior
a’ =u’ >0, las condiciones (42), (44) tienen una Gnica so-
lucién a(x, j_,c), la cual es positiva, ademas:

0<a, <o’ 2+0). (46)

Demostracién. La solucién positiva del problema (4,) es
céncava y se encuentra como una solucién del problema

inicial con @(0)=0, a'(0) = ¢, donde c es un parametro de

disparo. La solucién a = a(x, j,c) es Gnicay disminuyendo
fuertemente en ¢ porque la parte derecha de la ecuacién

diferencial estd decreciendo en a. La menor solucién no-
negativa es f(x,;j ,0)=0 ypara 0<gq, < ,/(p2(2+(p0) ahi

existe solamente una solucién y soluciones no-positivas para

otros valores ¢, .
Comentario 5. EL problema ( 4;) es considerado con
analogfa al problema (4,), cambiando de una solucién

superior ¢ =u” aunainferior ¢° = u, 'y 0< a, <4/0,,(2+9,,)

Continuando con la definicién 2 y proposiciones 1, 2, las
soluciones para los problemas (Ill), (IV) pueden ser escritas
en la forma (Figura 3):

Figura 3: Localizacién de las soluciones inferior (¢ 4 ) y

superior (¢°, 4°)

Inferior-inferior (@,,a,):

0,=u, =52, a,=0, ¢, 28

Superior-inferior (¢°,q,)

Inferior-superior (¢ ,a")

0’ =u’=a+PBx, a,=0, §*<¢, <C, C:max{a,B};

Superior-superior (¢°,a°):

4
(P():u():82x39 ao:uo7(pL 2829 aLS (u0(2+u0)); (PO:M):(X‘J'-BXD

a’=u’,9,<C,a,<a’<u’
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Existencia de las soluciones completas del
problema

En la seccion previa se demostré la existencia de soluciones
semitriviales de soluciones de sistema (I). Aqui se muestra
la existencia de soluciones completas para el sistema (1)
usando el siguiente teorema McKenna-Walter.

Teorema 3. (McKenna, Walter, 1984). Se apropiaron las
condiciones (B,)—(B;) Asumimos que alli existen los pares
ordenados (u,u) — soluciones superior e inferior, i.e.,
uueC, (0,111 C([0,]) u<u B 10,1
u(0)<0<u(0) () <u, <u(ly u,= (©,,4,)
Vxel0,1]:Vze R?,
u(x) <z <u(x) z, =u,(x)

—ﬂ (x)2h(x,2) (47)
Vxe]0,1]: Vze R?,
u(x)Sz<u(x) z, =u,(x)

—u(x) S B (x,2) (48)
Para todo ke {1,2} Entonces existe una solucién
ueC*((01])1 c((0,1])* del problema
—u"=h(-,(-) sobre [0,1]
u(0)=0, u(l)=u,

Para mantener el ordenamiento de las soluciones superior
e inferior en el teorema 3 (en cono P) escribimos desigual-
dades diferenciales (47), (48) de la siguiente forma:

Vze [b(x) wn)] 2z =w(x) -
" (2)+
W OSF (4 () 2,)
Vze [v(x) wx)] z, =y (x) :
" (S)+
ME2F () 2,)
Vze v(x) wx)]; Z, =w,(x) :
E (Z)+
_Wz(x)S_Fz(Zl(x) Wz)
Vze v(x) wx) ] z, =v,(x)
£, (S)+
M2 () v)-
Observacioén 1. Sustituir signos con (+) o (-) en las desigual-
dades diferenciales estd conectado con ajuste del signo y
ordenando (%) de inferior (superior) lociones del sistema (1)

en la definicién 2 'y soluciones inferior (superior) en el

teorema 3.

De la dltima relacion obtenemos
w(x) = F (W (x),0) < Fi(w,z,)
Vlu(x) 2 sup £ (v (x),z,)

2

w,” (x)< F, (z,,w,)

v, (x) Zsup F, (z,.,v,)

2

De la inecuacién V2 (X) 2sup., £5(z,,v,) conseguimos es-
timaciones para el valor del campo magnético sobre el
anodo ¢,

a SﬁsﬁgF((pl) (51)

ETo2 7 2 T2

Tomando en cuenta de (45) y ©, >0.bajo la realizacién de
la estimacion (51) el diodo trabaja en régimen “sin aisla-
miento”, ademds el valor a, esta limitado por el valor del
potencial electroestético sobre el anodo ®=con un valor
critico ¢, =2.En el incremento del potencial magnético 4,
el diodo transfiere en régimen “aislado” que conduce a un

problema méas complicado con frontera libre.

En consecuencia, tenemos los siguientes resultados princi-
pales de este documento.

Teorema 4. Asumiendo las condiciones (B2), (B3), (B6) y las
inecuaciones (42), (45), (51), el problema (I) posee una
solucién positiva en el cono P tal que

{(P(')V 2 j,xF((Povzz)Zz € [Os(PO]
(%)< ij((Poﬂzz)Zz € [Oa(PO]
{%’ 2 j.xG(jx’Zl’ao)Zl € EPO’(PO]

(a’)'< ij(jx7219a0)Zl € Epo,(po]

Donde ¢, =8°x""es una solucién inferior del problema
(A1), " =0+ Bx(o, B > 0) es una solucion superior del pro-
blema (A1) con la condicién ¢, >87%;a, =0es una solucién
inferior del problema (A,) con la condicién
0<a, <o’ C+¢°)

El teorema 4 podria ser usado para la construccién de
soluciones minimas y maximas de (I) sobre las bases del
método de iteraciones monétonas en Heikkila (Degond y
Raviart, 1991).

Aplicaciones

En la actualidad, algunas aplicaciones son:
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UNA REVISION DEL FENOMENO DE AISLAMIENTO MAGNETICO

1. El confinamiento magnético del plasma para fusién o
fision nuclear destinado a la produccién de energia.

2. Las lineas transmisi6n, de alta eficiencia para formacién y
propagacion de pulsos de alta potencia (miles de Terawatt),
conocidas como lineas de transmision aisladas magnética-
mente (MITL, Magnetic Insulation Transsmision Line).

En esta seccién se presenta una revision de las aplicaciones
del fenémeno de aislamiento magnético.

Fusién nuclear

La aplicacién del aislamiento magnético en el area de la
produccién de energia por medio de reactores nucleares
estd dada de manera directa e indirecta.

En los reactores nucleares de confinamiento inercial se
encuentran posibles aplicaciones de este fenémeno en la
produccion de pulsos de alta potencia que intervienen en
el control de los rayos o haces de particulas, iones o fotones
que se impactan en la micro capsula para iniciar la ignicion
de la reaccion de fusién (aplicacién indirecta).

En reactores con confinamiento magnético, como son
los casos de los Tokamaks y los Stellarators, la aplicacion
del aislamiento magnético es directa, permitiendo que el
plasma este confinado y que no colisione con las paredes
del contenedor.

La compresién y calentamiento de una micro capsula (pellet)
para las condiciones de ignicion termonuclear por un haz
de particulas y la produccién de plasma de alta densidad
de energia en laboratorios, requieren flujos de potencia de
100-1.000TW con una duracién de 1 a 2x10°® segundos
sobre un blanco de 1 cm de lado tipicamente.

Para lograr estos flujos de potencia en tiempos muy cortos y
con haces que puedan actuar sobre blancos muy pequefios
se requiere utilizar dispositivos soportados por los conceptos
del aislamiento magnético (Figura 4).

Figura 4. Concepto de aislamiento magnético.

a) El flujo de cargas en la linea de transmisién en su estado
no aislado va desde el catodo al &nodo. b) Bajo la presencia
de fuertes campos magnéticos, propios o externos, las cargas
pueden no alcanzar el &nodo

Lineas de transmisién aisladas magnéticamente (MITL)

El aislamiento magnético provee la posibilidad de ondas
electromagnéticas de muy alta potencia en lineas de trans-
misién al vacio. A continuacién se muestra el principio de
las lineas de transmision magnéticamente aisladas.

Las lineas de transmisién magnéticamente aisladas son tipi-
camente usadas en los reactores nucleares porque son las
encargadas de alimentar los diodos de iones o electrones
que son bombardeados dentro de la cdmara de fisidn.

Es importante anotar que la relacién del fenémeno de
aislamiento magnético con la generacién de pulsos de alta
potencia permite la aplicacion de estos fenémenos fisicos en
campos de la industria donde se usen descargas de pulsos
de potencia, rayos de particulas cargadas, rayos X, rafagas
de neutrones, calentamiento de plasma, microondas, rayos
laser, compresién de campos magnéticos, entre otros.

Conclusiones

Se ha hecho una presentacién del fenémeno de aislamiento
magnético a un nivel mas asequible para la comunidad aca-
démica no relacionada con el tema., asi como del desarrollo
del modelamiento matematico del problema, realizado
por otros investigadores, entre los cuales se encuentra uno
de los autores; la demostracién acerca de la existencia de
soluciones matematicas al problema, y algunas aplicaciones
actuales del fenémeno del aislamiento electromagnético.

Basados en esta experiencia, se puede considerar la ex-
tension del procedimiento a la explicacién de otros temas,
recientes y avanzados, como por ejemplo el plasma.

Este tipo de ejercicios se consideran necesario para la difu-
sién de conocimiento reciente y avanzado entre la comu-
nidad académica no relacionada con estos temas.
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