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RESUMEN

El objetivo del presente articulo se enmarca en la revisién de la teoria y la implementaciéon numérica de uno de los
métodos numéricos sin malla usados para la solucién de problemas de tipo estructural, el método de los elementos
naturales (MEN), junto con la contrastacién de los resultados obtenidos para dos problemas estructurales eléstico-
lineales en dos dimensiones con la solucién analitica exacta y la aproximada por el método de los elementos finitos
(MEF). Se describe la técnica de interpolacién usada por el MEN para obtener las funciones de forma y se presen-
tan las caracteristicas mds importantes del método en su forma estdndar. Se presentan los resultados de dos simula-
ciones de problemas estructurales realizadas usando un cédigo escrito en Matlab 6.5 para la solucién de ecuacio-
nes diferenciales de elasticidad lineal en dominios bidimensionales. Se concluye que el método de los elementos
naturales es similar al de los elementos finitos en cuanto a estabilidad y convergencia, con la ventaja de que la ma-
lla es generada automdticamente y la no dependencia de la solucién aproximada con la distribucién de la nube de
puntos que define la geometria.

Palabras clave: métodos sin malla, método de elementos naturales, método de elementos finitos, interpolacién por
vecinos naturales.

ABSTRACT

This paper was aimed at reviewing the theory and numerical implementations of the natural elements method (NEM,
meshless method) used for resolving structural problems. An exact analytical solution and the finite element method
were used for comparing the results obtained for two lineal-elastic structural problems in two spatial dimensions. The
interpolation procedure used by the method for obtaining the trial functions and the most important features of the
standard NEM are described. The results of two simulations concerning structural problems are presented using a
code written in Matlab 6.5 for resolving differential lineal elasticity equations in two dimensional domains it was
found that NEM is similar to the finite element method in terms of stability and convergence, having the advantage
of mesh being automatically produced and the approximated solution not depending on the distribution of the node
cloud, thereby defining the geometric domain.
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Generalmente estos métodos necesitan de una malla bien
definida que debe cumplir ciertos requisitos de regularidad y
de forma (Cueto, 2001; Sukumar,1998). Desde hace ya va-
rios afios se han venido desarrollando algunos conocidos
como métodos sin malla (Cueto, 2003; Doblare et al., 2005),
que disminuyen las restricciones sobre las mallas que deben
ser usadas para la solucién de las ecuaciones en el dominio
de interés, o que permiten la definicién de la geometria des-

dos numéricos usados para la solucién de ecuaciones dife- de una nube de puntos, a través de la cual se determina la
renciales de ingenierfa (Dunn etal., 2006; Ollivier-Gooch, 2003; malla automaticamente (Pena et al., on line, 2008). EI méto-
Coz Diaz et al., 2007; Prabhakar y Reddy, 2006; Griffiths, 1991). do de los elementos naturales (MEN) es un representante de

Introduccién

Existen numerosos métodos numéricos en ingenierfa que
permiten solucionar problemas estructurales, de mecanica de
fluidos, de transferencia de calor, etc., satisfactoriamente, sin
importar la linealidad del modelo o la complejidad de la
geometria. El de los elementos finitos, de diferencias finitas, y
los espectrales, son solo una muestra de los diferentes méto-

" Ingeniero mecanico. Estudiante, M. Sc. en Matemadtica Aplicada y Ph.D. en Mecénica computacional, Universidad de Zaragoza, Espafa. Grupo de
Modelado y Métodos Numéricos en Ingenieria, GNUM. landresg@unizar.es

2 Ingeniero mecanico. M.Sc., en Ingenieria Mecanica, Universidad de Los Andes, Colombia. M.Sc., en Materiales y Procesos de Manufactura,
Universidad Nacional de Colombia, DEA Universidad de Oviedo. Ph.D., en Mecanica Computacional, Universidad de Zaragoza. Espafia. Profesor
asociado, Universidad Nacional de Colombia. Grupo de Modelado y Métodos Numéricos en Ingenieria, GNUM. dagarzona@bt.unal.edu.co

3 Ingeniero mecanico. Especialista, en astronomia. M.Sc., en Automatizacién Industrial. Ph.D., en Robdtica. Profesor Asistente, Universidad
Nacional de Colombia, Bogota. Grupo de Modelado y Métodos Numéricos en Ingenieria, GNUM. maroag@unal.edu.co



APLICACION DEL METODO DE ELEMENTOS NATURALES A PROBLEMAS ESTRUCTURALES

este grupo y se caracteriza por ser una técnica interpolante
(es decir, la superficie de solucién pasa por los valores noda-
les de la variable aproximada), a diferencia de otros métodos
sin malla en los que se calculan los valores nodales de la
variable incognita, pero la superficie de solucién aproximada
no pasa por estos valores nodales (Cueto, 2003; Doblare et
al., 2005). En los dltimos afios el MEN ha sido usado en un
sin nimero de aplicaciones de ingenierfa (como se puede ver
en (Cho y Lee et al.,, 2007; Hajri et al., 2007; Alfaro et al.,
2006), en la Figura 1 se puede apreciar un ejemplo de la a-
plicacién del método para la aproximacién de la distribucién
de temperaturas a lo largo del tiempo en un proceso de ex-
trusion de un perfil de aluminio.

Diagrama de Voronoi y triangulacién de Delaunay

El diagrama de Voronoi o su dual, la triangulacién de Delau-
nay, es una de las construcciones mas usadas para definir un
conjunto irregular de puntos o nodos (Sukumar, 1998). Aquf
se presentard, por simplicidad y teniendo en cuenta los al-
cances del documento, la definicién de estos diagramas en el
espacio R?,
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Figura 2. Celda de Voronoi para el nodo A.

o Un diagrama de Voronoi es una agrupacién de
n me celdas (Figura 2) definidas para una distri-
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ilﬁ?éis T, es una regién dentro de la cual cualquier

T2 punto x perteneciente a ella es mas cercano al
nodo n, que a otro nodo, n, (con J#I). El no-
do n, es llamado “el vecino méas cercano” del

Figura 1. Imagenes de la simulacién de distribucién de temperaturas a lo
largo de un proceso de extrusién, usando el método de los elementos
naturales (tomada de Alfaro ef o/, 2006)

En el presente trabajo se realiza una revision del método de
elementos naturales en su forma estandar. Inicialmente, en el
segundo apartado se presenta la técnica de interpolacion que
usa el método, algunas caracteristicas del MEN, y se hace u-
na breve descripcién de una variante conocida como el mé-
todo de elementos naturales basado en formas alfa (Cueto,
2001), posteriormente se muestra la manera de implementa-
cién del MEN para problemas de elasticidad lineal estaticos y
se exhiben dos problemas bidimensionales resueltos usando
el método, y finalmente, las conclusiones del trabajo.

Método de elementos naturales

En el método de los elementos naturales (MEN) las funciones
de forma son definidas a partir de un tipo de interpolacién
conocida como “interpolacién por vecinos naturales”, la cual
a su vez se define a partir del diagrama de Voronoi o su dual,
la triangulacién de Delaunay (Cueto, 2001; Gonzalez et al.,
2006), como se indica enseguida.

punto x. Una definicién matematica formal para la celda de
Voronoi de primer orden es la siguiente:

T, ={ xeR?:d(x,x,) <d(x,x )V T =1} (1)

en donde d(x, x), es la distancia euclidiana entre x, y x;.

El dual del diagrama de Voronoi, una construccién geomé-
trica que contiene la misma informacién, es conocido como
la triangulacién de Delaunay, que puede ser determinada u-
niendo los nodos cuyas celdas de Voronoi compartan alguno
de sus lados; la Figura 3 muestra un ejemplo de esta trian-
gulacion.

La triangulacién de Delaunay puede ser vista como una red
de tridngulos que cumple la condicién de Delaunay (deno-
minada asi por el matematico ruso Boris Nikolaevich Delon,
quien la inventé en 1934). Esta condicién dice que la circun-
ferencia circunscrita de cada tridngulo de la red no debe
contener ningln vértice de otro tridngulo. Se usan triangu-
laciones de Delaunay especialmente computacién gréfica en
tres dimensiones. Por su parte, el diagrama de Voronoi (de-
ominado asi por el también matemdtico ruso Georgy Voro-
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noi, que en 1908 lo estudid) representa un esquema geomé-
rio simple desde el que se define un método de interpo-
acion sencillo, cuya descripcién se presenta en la siguiente
seccion. Entre las aplicaciones de los diagramas de Voronoi
se encuentran: la fisica de polimeros, la derivacién de redes
inaldmbricas y la climatologfa (para una revisién mas detalla-
as de los temas descritos en esta seccion, revisar Berg et al.,
2008.

Figura 3. Triangulacién de Delaunay. En lineas continuas azules.

Diagramas de Voronoi de segundo orden e
interpolacién por vecinos naturales

Existen, igualmente, diagramas de Voronoi de segundo or-
den, los cuales no son mas que una extensién de los prime-
ros:

Ty= {x€R* :d(x,x,) <d(x,x,) <d(x,x, )V K= LI}

La anterior expresién define entonces una regién T, asociada
a dos nodos diferentes | y J, que se caracteriza porque cual-
quier punto x dentro de ella es mas cercano a los nodos | y
que a cualquier otro nodo k de la nube de puntos estudiada.
La celda T, corresponderd a una regién vacia si los nodos 1 y
NO Son Vecinos.

En la Figura 4 se muestra en lineas rojas la celda de Voronoi
de segundo orden para un punto x que ha sido introducido
en el diagrama de Voronoi de la Figura 3. Los vecinos natura-
les del punto x corresponden a los nodos que comparten uno
de los lados de la celda de Voronoi (de segundo orden). En el
ejemplo mostrado en la figura 4, los nodos 1, 2, 3 y 4 son los
vecinos naturales de x.

La coordenada natural del punto x de la Figura 4 respecto del
nodo I, ¢,(x) se define mediante la siguiente relacién:

A (%) 3)
AX)

o (x) =

Donde A(x) es el area de la celda de Voronoi de primer or-
den asociada al punto x, y A (x) el drea de la celda de se-
gundo orden asociada al punto x y el nodo I.

Figura 4. Celda de Voronoi de primer y segundo érdenes para el punto x.

La definicién de la coordenada de vecino natural de un nodo
x respecto a un nodo |, basada en la definicién de los dia-
gramas de Voronoi, permite definir la interpolacion por
vecinos naturales, de la siguiente manera:

u(x) — Z":q)[(x) u 4

La cual permite calcular el valor aproximado de la variable de
interés u"(x) en un punto x € Q < R’ a partir de los valores
nodales de la variable, u, y de las coordenadas natu-rales
o, () (coordenada de vecino natural de x respecto al nodo

n, ), para cada uno de los n vecinos naturales del punto x.
Comlnmente en métodos numéricos de ingenierfa, las
coordenadas ¢, (x) son denominadas las funciones de forma

del método.

Caracteristicas de la interpolacién por vecinos
naturales

Una ventaja importante de la interpolacién por vecinos na-
turales sobre otros métodos sin malla es que es estrictamente
interpolante, esto se refiere a que la superficie aproximada
obtenida pasa por los valores nodales (Cueto, 2001; Cueto et
al., 2003; Conzélez et al., 2003). Esto hace que en el MEN la
imposicién de las condiciones esenciales de frontera se pue-
de hacer de forma directa, sin necesidad de usar estrategias
adicionales para que la superficie de solucién cumpla con es-
tas condiciones de frontera, al menos en los nodos del con-
torno. Esto se debe a que la satisfaccion de las condiciones
en los nodos del contorno no la implica sobre todo el contor-
no, lo cual dependerad de las caracteristicas del método de
interpolacién y de la naturaleza de las condiciones de con-
torno (Cueto, 2001).

Ademas, otras dos propiedades que garantizan la consistenci-
a lineal de MEN son: las funciones de forma ¢, (x) constitu-

yen una particién de la unidad de orden 0, o equivalente-
mente:

Sow=1 O
I=1
y la segunda:

x=36,(x)x, ©
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La consistencia lineal es la representacion exacta de campos
lineales (demostrable facilmente desde estas dos propiedad-
des), y es necesaria para la convergencia de la solucién a-
proximada de ecuaciones diferenciales de segundo grado, tal
como la ecuacién de elasticidad (Sukumar, 1998).

Las funciones de forma del MEN ¢, (x)son diferentes de ce-

ro en una regiéon contenida dentro del dominio geométrico
definido por la nube de puntos, conocida como el soporte de
la funcién. La naturaleza de la interpolacién por vecinos
naturales en su forma estdndar genera funciones de forma
“puntudas” dentro del soporte en los nodos a los que estdn
asociadas; la Figura 5 muestra el soporte y la forma carac-
teristica de una funcién ¢, (x), se puede apreciar que el so-

porte es la interseccién de varias regiones circulares. Lo ante-
rior sucede porque las funciones ¢, (x)son de clase C”, so-

bre todo su soporte, exceptuando el nodo al que estan a-
sociadas, donde la continuidad es de tipo C% esto implica
que poseen discontinuidades desde la primera derivada en la
frontera en el nodo al que esta referida, y por tanto el MEN
en su forma estdndar no es adecuado para describir la pri-
mera derivada de la variable de interés en los nodos (salvo
que se realice alguna modificacién para calcular los valores
nodales).

Figura 5. Grdfica de la funcién de forma asociada a cierto nodo (foma-

da de (Sukumar, 1998).

El MEN en una dimensién es idéntico al método de los ele-
mentos finitos lineal.

Vecinos naturales y comportamiento del MEN en la
frontera

La cantidad de vecinos naturales de un punto depende di-
rectamente de su ubicacion y de la densidad de nodos al-
rededor del mismo, factores que a su vez afectan la exactitud
de la aproximacién obtenida (localmente), que serd mejor
cuando la cantidad de vecinos naturales sea mayor (Cai y
Zhu, 2005). A este respecto la interpolacién por vecinos na-
turales posee la ventaja de no ser sensible a la distribucién de
los nodos, ni a la regularidad de la triangulacién; no se ha
encontrado dependencia entre la distribucién o forma de los
tridngulos de Dellaunay y los resultados que se obtienen con
el MEN (Cueto, 2001).

El comportamiento de las funciones de forma del MEN sobre
la frontera esencial del dominio definido por el conjunto de
puntos es diferente para dominios convexos y no convexos.

En dominios convexos las funciones de forma son estricta-
mente lineales, en no convexos esta condicién no se puede
garantizar en todos los casos (Cai y Zhu, 2005).

Método de los elementos naturales basado en
formas alfa (MEN-q)

Para solucionar los problemas de no linealidad que presenta
el MEN en dominios no convexos y facilitar la delimitacién
del dominio geométrico a partir de una nube de puntos, se
ha propuesto el MEN-a (Cueto, 2001), que introduce un
cambio en la definicién del diagrama de las celdas de Voro-
noi y logra de esta manera la linealidad de las funciones de
forma en cualquier tipo de dominio®.

Una forma a se usa para extraer informacién acerca de la
“forma” asociada a una nube de puntos, ya sea en dos o tres
dimensiones, siendo muy usada en el campo de la visua-
lizacién cientifica (Berg et al., 2008). Conceptualmente ha-
blando, las formas a son una generalizacién de la envoltura
convexa (CH)’ de un conjunto de puntos S . El nivel de deta-
lle logrado, que no puede ser menor que la minima distancia
entre puntos, es dado por un parametro real dentro del inter-
valo [0,»), denotado por a (Sukuma, 1998). Sin entrar en
mayores detalles, se puede resumir el inconveniente de la no
linealidad que presenta el MEN estandar en las fronteras no
convexas en dominios bidimensionales, como sigue; por la
definicién de celda de Voronoi presentada en la ecuacion (1)
un punto en una frontera no convexa puede verse influen-
ciado por mas de dos nodos, lo que causa el comporta-
miento no lineal de la variable aproximada en la frontera
esencial. La estrategia que usa el MEN-a es cambiar la defi-
nicién de celda de Voronoi de manera que un punto de la
frontera no incluya dentro de su frontera mas que nodos per-
tenecientes a la frontera (Cueto, 2001). La definicién formal
de una celda de Voronoi en el MEN-a es la siguiente:

T, ={ xeR*:d(x,x,)<d(x,x,)Ac, €C },VI=1 (7)

Los términos adicionales en esta expresién, comparandola
con (1), se incluyen para garantizar la linealidad de las fun-
ciones de forma en el contorno®. En la figura de abajo se
muestra el ejemplo del uso de formas alfa para determinar la
forma de una nube de puntos en el espacio.

En este trabajo se usaron formas alfa descritas para extraer las
formas asociadas a las nubes de puntos de los problemas tipo
estudiados, aunque como se trata de geometrias simples su
uso se habria podido evitar.

Solucién de algunos problemas estructurales

Se realiz6 el estudio de dos problemas de elasticidad lineal
bidimensionales con geometrias y condiciones de carga sen-

* Aunque no para todos los casos en dominios no convexos.

® La envoltura convexa, CH(S), se puede entender intuitivamente co-
mo el minimo conjunto que encierra todos los puntos de S.

© Una revision mds profunda de las formas alfa se puede hallar en libros
de geometria computacional como (Berg et al., 2008).
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cillas, usando un cédigo escrito en Matlab 6.5 (Gonzélez,
2004). Se compararon las soluciones aproximadas con el
método de los elementos naturales, el método de los ele-
mentos finitos (con elementos triangulares lineales y cua-
drilateros bilineales) y la solucién analitica exacta (Mal y
Singh, 1991).

o, O¢; corresponde al esfuerzo o deformacién en direccién

x; sobre la cara de un elemento diferencial, cuyo vector nor-
mal tiene la direccion del eje x.

Las condiciones de frontera del cuerpo de la figura 4 estan
dadas por:
u, =1, en T, (12a)

5

t =o.n. = Ei en rt (12b)

Siendo T, y T, la frontera e-

sencial y natural, respectiva-
mente.

A partir de la multiplicacién de
la ecuacién (8) por una funcién
de prueba® (o ponderacién) v,
y la posterior integracién sobre
el dominio Q, se obtiene:

i

[ovid0+ [byvda=0 (13)
Q Q

Al aplicar el teorema de Green
a la primera integral de la e-
cuacién, asumir v; igual a cero
en la frontera esencial, y reor-
denar la expresion, se obtiene:

Figura 6. Ejemplo de forma a de una distribucién de puntos, para el
valor del parémetro a decreciendo desde o hasta 07

En esta seccion se presenta la descripcion del proceso de so-
lucién numérica de un problema estructural usando el MEN,
los casos estudiados y los resultados obtenidos.

Obtencién de la forma débil

Las ecuaciones que gobiernan el comportamiento eldstico-
estatico en pequenas deformaciones de cuerpos como el de
la figura 7 (Ovivella y De Saracibar, 2002), escritas en su for-
ma tensorial, son:

oy +b;=0e€n Q (8)

o, =0 9

Gy = Cijklskl (10)
1

&; 25(ui,j+uj,i) an

En estas ecuaciones o, es el tensor de esfuerzos de Cauchy,
g; es el tensor de pequenas deformaciones, b, es el vector

que contiene las fuerzas de cuerpo por unidad de volumen
en cada direccién i, Cy €S el tensor de constantes elasticas y

u, es el vector de desplazamientos. Cada elemento del tensor

7 Fuente: http://www.lems.brown.edu/vision/people/leymarie/Refs/
CompGeom/Edelsbrunner.html.
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Figura 7. Problema eldstico estdtico de valores de frontera.

La obtencién de una forma discreta de la ecuacién (14) que
pueda ser resuelta numéricamente se consigue mediante la
implementacién del método de Bubnov-Galerkin, inicial-
mente aproximando las funciones desde sus valores nodales,
usando la interpolacién por vecinos naturales descrita ante-
riormente:

8 v; pertenece a un espacio de Sobolev (Cueto, 2001), y presenta
caracteristicas especiales en I, (Sukumar, 1998).
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uih = Zn:d)l(x)uli (15)

w=3ay, (10
(=

Y al reemplazarlas en la ecuacién (14) la transforman en:

Iag/(i¢1u11 Jgij [igij, de - _[ Z[i@vﬁ jdrr +I bi(i¢.lvji jdﬂ =0

(17)

Por las propiedades de linealidad se puede escribir como:

i Vi |:i uli.[ Oy (¢1 )gij (¢J )dQ - J- Z(¢J )drz +I b, (¢J )dQ:| =0
(18)

Como las funciones v son arbitrarias, la expresién anterior es
equivalente a:

IZil:uﬁ.[Ug‘(¢1)€y(¢J)dQ:J‘Z(qj])drl _.[bi(¢J)dQ (19)

Que se puede escribir como:

Kd=f (20

Donde K es la llamada matriz de rigidez, d el vector de des-
plazamientos y f el vector de fuerza externa. La matriz de ri-
gidez y el vector de fuerza externa se pueden calcular a nivel
local (para cada pareja de nodos |y J) y después realizar un
ensamble para calcular tanto la matriz como el vector globa-
les. La matriz y el vector locales se pueden definir desde (19)
como:

Ki= [BCB,dQ" (20)
Qh
i~ [g1dr+ [¢,bd0" @1
rh ol
donde:
¢I,x 0 (22)
B,=| 0 ¢I.y
¢I,y ¢I,x

Con lo anterior, el problema de encontrar el campo de des-
plazamientos de un sélido que se deforma elasticamente se
reduce a la solucién de un sistema de ecuaciones lineales de
tipo sparse, es decir, en los que la matriz de rigidez y el vec-
tor de fuerza externa contienen gran cantidad de elementos
nulos. Existen varios métodos para la solucién de estos siste-
mas 6ptimamente, siendo el método de Cradiente Bicon-
jugado (BICG) uno de los mas utilizados (Saad, 2000). En el
caso de problemas con una cantidad de nodos “pequena”,
tales como los dos que se presentan en seguida, se pueden
usar los métodos tradicionales, o métodos para matrices den-
se (donde la cantidad de elementos nulos es minima).

Problemas resueltos

En los problemas que siguen se tomaron como propiedades
del material un médulo de elasticidad E=2 x 10" N/cm® y un
coeficiente de Poisson v=0.25, las integrales fueron calcula-
das usando el método de cuadratura de Gauss-Legendre de 3
puntos en la integracion de la forma débil y de 25 puntos

para el calculo de las normas de error. En el caso de los

elementos finitos para elementos cuadrildteros se usé una

cuadratura de 9 puntos para la integracion de la forma débil
y de 16 puntos para las normas de error. En todos los proble-
mas las geometrias fueron definidas a partir de nubes de
puntos usando formas a.

Placa con agujero circular

Se presenta inicialmente el problema de una placa con un a-
gujero, como la que se muestra en la Figura 8.

c /& ™ G

- N —

Figura 8. Placa sometida a traccién con agujero de 2 cm de digmetro

Para este y los demds problemas presentados se usaron
distintas discretizaciones y se compararon los resultados
conseguidos con el MEN, el MEF y la solucién analitica,
igualmente se calcularon las normas de error de desplaza-
miento y energético de las ecuaciones (23) y (24), respecti-
vamente. En el caso de la placa se usaron grillas de 42, 141,
513y 1.953 nodos; en la Figura 9 se observa que la densidad
de nodos varia, siendo mayor cerca del agujero, donde se
presentan los mayores gradientes de la variable desplaza-
miento.

h

Ju=u”] .
L2(Q)

- U (- —u?)dan @3)

1
2
o v, = [II (6-8") Cle—¢" )dQJ 24
2 Q
donde u es el campo de desplazamientos analitico y u" el
aproximado, analogamente las deformaciones ¢ y ¢g" .

Por la simetria de la geometrfa y de las cargas aplicadas tanto
para un eje vertical como uno horizontal que pasan por el
centro del agujero (Figura 8), los célculos se realizaron Gnica-
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mente para un cuarto de placa. La Figura 10 muestra el
esfuerzo normal en direccién horizontal obtenido por el MEN
(linea roja) y analiticamente (linea azul) sobre una linea ver-
tical que va desde el punto mas bajo del agujero, donde se
presenta el mayor esfuerzo, hasta el extremo inferior de la
placa sobre, donde el esfuerzo normal es minimo, se observa
la proximidad entre las dos curvas, al igual que en la figura
11, donde se presenta la distribucién de esfuerzos normales
en direccién horizontal sobre una fraccién de placa.

) d)

Figura 9. Distribuciones de nodos usadas: (a) 42 nodos, (b) 141 nodos,
(c) 513 nodos y (d) 1.953 nodos

Tabla 1. Magnitud del error relativo L2(Q), grilla de 141 nodos.

MEN 0,0039434
MEF-cuad 0,0047423
MEF-tri 0,0124280
35 T T T T T T T
Ik J
E
a
=
= a5l _
=
]
£
=]
c
5 2l 1
2
i
15¢ 1
“""ﬁ-—_,__ .
1 L ! 1 B S —— ]

1 1.5 2 25 3 3 4 45 5
Coordenada ¥2 (cm)

Figura 10. Esfuerzo normal en direccién horizontal sobre una linea (en
rojo la solucién aproximada y en azul la solucién andlitica exacta).
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Figura 11. Esfuerzo normal sobre una fraccién de placa calculado con el
MEN (izquierda) frente a analiticos (derecha). Dibujados en los puntos
de Gauss, unidades N/cm?

El error relativo de desplazamiento fue mayor usando el MEF
con elementos triangulares (MEF-tri), seguido por el calculado
con elementos cuadrildteros (MEF-cuad) y el MEN, para el
que se consiguieron los minimos errores (ver Tabla 1).

Las normas de desplazamiento y energéticas definidas al prin-
cipio de la seccién permiten comparar la exactitud de los
métodos numéricos usados. Las Figura 12 (a) y (b) muestran
las normas de error de desplazamiento y energético para las
grillas usadas, la linea con tridngulos corresponde a las curvas
de error calculado para el MEF-tri, con cuadrados para el
MEF-cuad, y con rombos para el MEN. Los mayores valores
de las normas de error se obtienen para el MEF-tri y los me-
nores para el MEN.

Viga empotrada

La segunda situacion que se estudié fue una viga empotrada,
con una carga en su extremo (Figura 13).

11 =
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0040 linea vertical de la seccién transversal de la viga cerca da
’ la zona de empotramiento (Figura. 15), como en el esta-
0,035 do de esfuerzos normales en direcciéon horizontal sobre
0030 | todo el dominio (Figura 16).
0,025 T
o~ 15 T T T T T T T T T
-
§ 0,020 -
I
0,015
0,010 - r’g
2
0,005 | =
=
0,000 T ——— T T T T T 7 g
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 g
No. de nodos E
a) I
0,12
0,10 -
15 S S S SR
-5 4 3 2 1 o 1 2 3 4 5
Coordenada X2 (cm)
0,08 -
S
g 006 | Figura 15. Esfuerzo normal en direccién horizontal sobre una linea
c . . . . .2
@ vertical a 20,3 cm del extremo (en linea discontinua solu-cién
o
& 004 exacta).
La Figura 14 muestra las normas de error para distintos
0,021 s valores de distancia maxima entre nodos (h). Se observd
— que las normas de error fueron significativamente mayo-
0,00 T T T T T T T T T . .
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 res en el caso del MEF—U’I, Y .muy Seme]antes para el
No. de nodos MEF-cuad y el MEN, siendo siempre menores para el
5 MEN.

Figura 12. Normas de error para el problema de la placa. (a) Error de
desplazamiento relativo, (b) Error energético relativo. En verde para el
MEF-tri, en magenta para el MEF-quad y en azul para el MEN.

A

Figura 13. Viga empoirada con carga en el extremo.

En este caso se usaron grillas regulares de 85, 297, 1.105,
1.701 y 2.626 nodos como las de la Figura 14.
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Figura 14. Discrefizacién de 297 nodos

De nuevo se observé proximidad entre la solucién obtenida
con el MEN y la analitica, en ambos casos: tanto sobre una

o s 4 2
00
" 2 .
“. 05 '4“@7
5 10 15 2 Fa) 30 £ 5 10 15 20 2 an 35

Figura 16. Esfuerzos normales X1 sobre la viga, calculados con el MEN
(izquierda) frente a exactos (derecha). Dibujados en los puntos de Gauss,

unidades N/cm?.

Conclusiones

Se ha realizado una revision del método de los elementos
naturales, en el que la conectividad entre los elementos es
determinada autométicamente por medio de un algoritmo
propio de triangulacion. Esto constituye una ventaja impar-
tante sobre los métodos tradicionales ya que el usuario no
debe verse involucrado en el proceso de mallado.

El hecho de que el MEF, el MEN y otras técnicas sin malla
estén basadas en el método de Galerkin hace que la imple-
mentacién computacional sea similar, lo que posibilita el uso
de las estructuras usadas por un cédigo de elementos finitos
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en aplicaciones que implementen otro método, y facilita el
acoplamiento MEF-método sin malla, tal y como se ha hecho
en algunos trabajos (Deeks y Augarde, 2007; Chew et al.,
2006; Arantes y Oliveira, 2005).

Una desventaja del MEN que se hizo evidente en las simula-
ciones realizadas es la discontinuidad de las derivadas de las
funciones de forma en los nodos, lo cual se manifiesta en
elevados valores de los esfuerzos cerca de estos puntos, este

0,18

inconveniente también se presenta en algunos plantea-
mientos del método de los elementos finitos calculando

0,16

0,14 -

0,12

0,1

Error L2

0,08 4
0,06 4

0,04 -

0,02 /

los esfuerzos en los puntos de Gauss y luego calculando
mediante alglin método interpolacién los valores de los
esfuerzos en los nodos (Onate et al., 2004).

Aunque el tiempo de calculo no fue medido, en las
simulaciones realizadas se pudo apreciar un mayor tiem-
po de computo requerido por el método de los ele-
mentos naturales, comparado con el de los elementos
finitos. Esto se debe a la necesidad de cdlculo de los
vecinos naturales y de las funciones de forma del MEN,
que es mas compleja que el MEF. En la literatura se

0,35 0,85 1,35 1,85 2,35

Separacién nodos, h (cm)

reporta que el MEN estandar puede re-querir tiempos
de cémputo de una a dos veces mayores que el método
de los elementos finitos (Sukumar, 1998) en dos dimen-

a)

siones, con diferencias mayores en casos tridimensio-

Error energético

o o o o
- o N o w o ES
(4,1 N (4] w a > (4]

o

o
[=]
o

0 T T T T

nales.

La introduccién de puntos adicionales en cualquier zona
del dominio no es causa de inexactitudes o inconformi-
dades en el MEN, ya que el nivel de aproximacién
conseguido depende més de la densidad que de la
regularidad de la distribucion de los nodos. Esto puede
facilitar la ejecucion de una estrategia de solucién adap-
table, en la que en zonas con gradientes elevados de la
variable incégnita se adicionen nuevos puntos para dis-
minuir el error de aproximacién resultante y de esta ma-
nera conseguir una solucién que acerque mas a los

0,35 0,85 1,35 1,85 2,35

Separacién nodos, h (cm)

valores exactos de las variables de interés en estas zonas.

Lo anterior muestra la aplicabilidad del método, al me-

b)
Figura 17. Normas de error para el problema de la viga. (a) Error de
desplazamiento relativo, (b) Error energético relativo. En verde para el
MEF-tri, en magenta para el MEF-quad y en azul para el MEN.

En problemas estiticos de elasticidad lineal bajo pequefias
deformaciones, la solucién aproximada con el MEN estandar
mostré estar de acuerdo con la solucién analitica exacta, y
presenté un comportamiento en cuanto a convergencia y
exactitud, comparable y en la mayoria de casos superior a las
obtenidas con el MEF usando elementos cuadrildteros bili-
neales y en todos los casos superior al MEF con elementos
triangulares lineales. En la Figura 12(b) se observa que para la
grilla con un niimero de nodos mayor (1.941) se obtuvo una
mejor aproximacion usando el MEF-cuad que la obtenida por
el MEN, esto se puede deber a que con mallas de un gran
nimero de nodos los errores de integracion se vuelven mas
representativos en el MEN, debido a que se us6 la cuadratura
de Gauss-Legendre, propuesta para aproximar integrales en
regiones simples (triangulos, cuadrilateros) y no para las for-
mas de los soportes de las funciones de forma del MEN, que
como se dijo, son intersecciones de regiones circulares.

nos en problemas del tipo estudiado, es decir, con condicio-
nes de carga y geometrias “sencillas”. En Alfaro et al., 2006 se
muestra la aplicacion del método a problemas mas comple-
jos.

El método de los elementos naturales se muestra apropiado
para la solucién de sistemas de ecuaciones diferenciales en
biomecanica, en mecanica de sélidos con grandes deforma-
ciones y en mecénica de fluidos, de hecho en estos y otros
tipos de problemas de cierto grado de complejidad el méto-
do ha sido usado con resultados satisfactorios (ver, p. e., Alfa-
ro et al., 2006). En el caso de aplicaciones biomédicas el mé-
todo puede ser especialmente (til, pues en general la des-
cripcion del dominio que representa cierto tejido vivo se ob-
tiene de técnicas digitales como la tomografia axial compu-
tarizada (TAC) para huesos y la resonancia magnética (MRI)
para tejidos blandos, las cuales al ser procesadas definen la
geometria de los tejidos a través de una nube de puntos.

Para avanzar en la comprensién y el conocimiento del méto-
do de elementos naturales y de otros métodos sin malla, se
plantea la implementacién del MEN para dominios tridimen-
sionales, la bisqueda de algoritmos 6ptimos para el mallado
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automatico a partir de una nube de puntos en el espacio, la
implementaciéon de métodos hibridos que aprovechen las
ventajas de los sin malla y de otros métodos numéricos como
el MEF. Igualmente, se podrian abordar temas como la bus-
queda de métodos de integracién apropiados para integrar
sobre los soportes de las funciones de forma del MEN.
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