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Modelos matemáticos de la colmatación de membranas en 
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Mathematical models of membrane fouling in cross-flow micro-filtration 
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RESUMEN 
La mayor dificultad durante la microfiltración tangencial es la formación de una capa de torta en la superficie mem-
branaria, también llamada “colmatación”, la cual afecta el desempeño del sistema. La colmatación se ha relacio-
nado al decaimiento del flux de permeado como resultado de cambios en las variables de operación. Muchos 
trabajos se han publicado para explicar este fenómeno, pero aún no se ha entendido totalmente porque depende 
de interacciones específicas solución/membrana y de diversos parámetros. El objeto de este trabajo es presentar 
una revisión analítica de los modelos matemáticos recientemente publicados para explicar el fenómeno de colmata-
ción. Aunque los modelos revisados se ajustan a cualquier tipo de aplicación, en el caso particular de jugos de fru-
tas tropicales, un modelo sencillo de “polarización de la concentración” es conveniente para describir la deposición 
de los sólidos insolubles en la superficie de la membrana. 
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bloqueo de poro, difusión de corte inducido, migración lateral.  
 
ABSTRACT 
The greatest difficulty arising during cross-flow micro-filtration is the formation of a cake layer on the membrane sur-
face (also called fouling), thereby affecting system performance. Fouling has been related to permeate flux decay re-
sulting from changes in operating variables. Many articles have been published in an attempt to explain this phe-
nomenon but it has not yet been fully understood because it depends on specific solution/membrane interactions 
and differing parameters. This work was aimed at presenting an analytical review of recently published mathematical 
models to explain fouling. Although the reviewed models can be adjusted to any type of application, a simple “con-
centration polarisation” model is advisable in the particular case of tropical fruit juices for describing the insoluble 
solids being deposited on membrane surface. 
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Introducción 

La microfiltración tangencial (MFT) es un proceso que utiliza 
membranas semipermeables para la concentración, purifica-
ción o separación de partículas finas, microorganismos y 
gotas de emulsión en procesos biotecnológicos, en la indus-
tria de alimentos y en el tratamiento de aguas residuales, 
entre otros. La separación es debida a la presión, fuerza mo-
triz del proceso. Tangencialmente a la superficie de filtración 
fluye un “retenido” constituido por sustancias que no pue-
den atravesar los poros de la membrana, y paralelo a ella, 
hay un flujo de “permeado” que en la mayoría de los casos 
tiene un alto valor comercial, constituido por partículas que 
pueden pasar la membrana (Vaillant et al., 2004). Las mem-
branas usadas en estos procesos tienen una estructura micro-
porosa, fabricadas en diferentes materiales y que por su ta-
maño de poro separan partículas con tamaños entre 0,02– 

20 μm. Este proceso de separación tiene ciertas ventajas con 
respecto a otros: es atérmico, no involucra cambios de fase, 
requiere baja presión hidrostática, se realiza a baja tempera-
tura. Por eso es muy usado para producir líquidos puros, pa-
ra concentrar suspensiones, recuperar productos de gran va-
lor y para regenerar líquidos de proceso (Vyas et al., 2002).  

El proceso de MFT está limitado principalmente por la for-
mación de una torta en la superficie de la membrana y por la 
colmatación interna  de la membrana. El entendimiento de 
estos fenómenos resultaría en un uso más económico ya que 
la progresiva formación de esta capa afecta negativamente las 
condiciones de la operación, haciendo difícil el control del 
proceso e incrementando paradas de planta para limpieza de 
las membranas. Cuando se procesan jugos de fruta ricos en 
pulpa los polisacáridos presentes en las paredes celulares, 
como pectina, celulosa, lignina y hemicelulosa, son responsa-
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bles de la capa de colmataje. En tales casos se hidrolizan los 
polisacáridos mediante enzimas para mejorar el filtrado. A 
pesar de ello se presentan dificultades en la operación y dis-
minución en el rendimiento del equipo (Vélez et al., 2007). 

Algunos autores han relacionado el decaimiento del flux de 
permeado con la colmatación como resultado del incremen-
to de las resistencias al flujo; condiciones de operación;  pro-
ductos a tratar; tipo de membrana y fenómenos de trans-
porte (Choi et al.,2005; Jiraratananon y Chanachai, 1996; Ye 
et al., 2005; Youn et al., 2004; Balakrishnan et al., 2000; 
Cumming et al., 1999; Thomassen et al., 2005; Vaillant et 
al., 2001; Vyas et al., 2002; Wang y Song, 1999; Vaillant et 
al., 2005; Vaillant et al., 1999; Hwang y Lin, 2002; Jonsson 
et al., 1996; Riedl et al., 1998; Curcio et al., 2005; Curcio et 
al., 2001; Nassehi, 1998; Wiley y Fletcher, 2003). Estos 
estudios han contribuido al avance en la modelación del fe-
nómeno sin que exista un modelo global que incluya todos 
los aspectos anteriores. El objeto de este trabajo es presentar 
una revisión analítica de los modelos matemáticos reciente-
mente publicados para explicar el fenómeno de colmatación 
durante la MFT que permita seleccionar un modelo ade-
cuado cuando se tratan jugos de frutas tropicales.  

Teoría de la colmatación 

El comportamiento de una membrana puede cambiar en los 
procesos de filtración tangencial al presentarse disminución 
del flux de permeado debido a la acumulación de partículas 
en la superficie de la membrana. Este fenómeno, llamado 
“colmatación”, es causado por diferentes mecanismos, tales 
como: polarización de la concentración (PC) (Jiraratananon y 
Chanachai, 1996; Jonsson et al., 1996; Riedl et al., 1998; 
Song, 1998b), bloqueo del poro (Hermia, 1982; Kawakatsu 
et al., 1995), incremento de la viscosidad por aumento del 
factor de concentración (Carneiro et al., 2002).  

La microfiltración está basada en la teoría de la filtración tra-
dicional descrita por la ley de Darcy (Bird, Stewart y Light-
foot, 1993), en la cual el flux de permeado es función de la 
presión transmembranaria y de una resistencia total:  

tR
PTMJ
μ

=   (1) 

donde J: flux de permeado (m/s); PTM: presión trans-
membranaria (Pa); μ: viscosidad del producto (Pa.s), y Rt: 
resistencia total (m-1).  Según esta teoría, las condiciones de 
operación que influyen en el flux de permeado son: i) pre-
sión transmembranaria (PTM) dada por la diferencia de pre-
siones a ambos lados de la membrana. La influencia de esta 
variable sobre el flujo es imprevisible y depende de las ca-
racterísticas del soluto a tratar; ii) velocidad tangencial, pro-
medio de la velocidad axial del fluido. A mayor velocidad 
tangencial, mayor flujo, pero está limitada por el tamaño de 
las bombas y el costo energético. De este factor depende el 
fenómeno de erosión de la pared de la membrana para 
mantener limpia la superficie; también permite que el flujo 
sea turbulento, iii) temperatura, a mayor temperatura menor 

será la viscosidad del producto y mayor la difusión, esto in-
crementará el flux, pero una temperatura alta puede afectar 
la calidad final del producto. De la Ecuación (1), el término 
Rt pue-de definirse como: 

adbgcmt RRRRRR ++++=  (2) 

donde Rm: resistencia de la membrana limpia o nueva; Rc: re-
sistencia de la capa de torta; Rg: resistencia del gel; Rb: resis-
tencia debida al bloqueo de poro, y Rad: resistencia por ad-
sorción. 

Idealmente, en el proceso sólo estaría involucrada la resisten-
cia intrínseca de la membrana, Rm,, dada por la forma y ta-
maño de los poros y el espesor de la membrana (Choi et 
al.,2005) capaz de transportar unos compuestos más fácil-
mente que otros, provocando una acumulación de molécu-
las cerca de la superficie de la membrana y generando una 
resistencia a la transferencia de masa, llamada polarización 
de la concentración; Rc , dada por el contrabalance de las 
moles de soluto que tienden a pasar a través de la membrana 
y aquellas que se difunden hacia el seno del líquido. Puede 
ser considerada como una colmatación reversible porque sus 
efectos pueden reducirse disminuyendo la presión trans-
membranaria o alimentando al sistema una solución de me-
nor concentración (Curcio et al., 2001; Jonsson et al., 1996; 
Ripperger y Altmann, 2002).   

Cuando la concentración de moléculas de soluto acumulado 
es muy alta se forma una capa de partículas sobre la mem-
brana llamada capa de gel, generando una resistencia Rg. En 
membranas porosas es posible que algunas partículas del 
mismo tamaño de poro penetren la membrana y se deposi-
ten sobre la superficie para formar una torta filtrante o un 
bloque en los poros de la membrana, denominada resisten-
cia de poro bloqueado, Rb. La deposición de solutos en los 
poros o en la superficie membranaria (adsorción) genera una 
resistencia adicional Rad. Este fenómeno es termodinámica-
mente inevitable e irreversible, pero su contribución a la re-
sistencia total de filtración es muy pequeña (Choi et al., 
2005).  

Por el momento no hay publicado un modelo de colmata-
ción que incluya la totalidad de las variables que afectan el 
proceso; sin embargo, los intentos de modelación, incluyen-
do algunos parámetros, han ido ganando buena aceptación. 
Varios de ellos se analizan en la siguiente sección.  

Modelos matemáticos 

Ripperger y Altmann (2002) clasifican los modelos de micro-
iltración en empíricos y físicos. Los primeros son útiles en la 
práctica pero no para el entendimiento del proceso, y por 
eso en este trabajo no se discuten. Los segundos están re-
gidos por mecanismos físicos y se clasifican a su vez en mo-
delos macroscópicos y microscópicos. Los macroscópicos 
consideran las partículas como un sistema continuo, mientras 
que los microscópicos consideran el comportamiento de una 
partícula individual como sistema. Ambas aproximaciones re-
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ducen el gran número de parámetros influyentes y se desa-
rrollan siguiendo los lineamientos de alguno de los siguientes 
tres mecanismos físicos básicos: hidrodinámica de partículas; 
difusión de partículas, e interacción de partículas y efectos de 
superficie.  

Los modelos presentados a continuación son meramente físi-
cos y han sido validados por sus respectivos autores para di-
versas aplicaciones. Según el mecanismo de colmatación se 
pueden organizar bajo las siguientes categorías: a) Modelos 
de resistencias en serie, b) Modelos de bloqueo de poro y 
formación de la torta, c) Modelos de polarización de la con-
centración, d) Modelos de difusión hidrodinámica de corte 
inducido, e) Modelos de elevación inercial, y f) Modelos de 
transporte superficial  

Modelo de resistencias en serie  

Este modelo macroscópico se basa en la teoría de filtración 
descrita por la ley de Darcy (Ecuación 1).  La principal modi-
ficación de la ley de Darcy fue hecha por Brinkman (1947) 
(Bird, Stewart y Lightfoot, 1993) quien incluyó un término a-
dicional para cuantificar la distorsión de los perfiles de 
velocidad en las proximidades de las paredes (Balakrishnan 
et al., 2000; Curcio et al., 2005). Uno de los aportes experi-
mentales más importantes a esta teoría fue el de Jiraratana-
non y Chanachai (1996) al basar su análisis en la reversibili-
dad e irreversibilidad del fenómeno. La resistencia reversible 
está conformada por Rc y por una película de gel como resul-
tado de la máxima solubilidad de macromoléculas del jugo 
de fruta analizado. La resistencia irreversible consta de una 
resistencia semirreversible de la capa polarizada y una resis-
tencia a la colmatación, o capa adsorbida que no se puede 
remover por limpieza con agua. Otros trabajos similares se 
han publicado (Carrère et al., 2002; Choi et al., 2005; Wang 
et al., 2005; Ye et al., 2005; You y Lencki, 2004). En todos 
los casos se usaron materiales biológicos, generalmente con 
aplicación en la industria de alimentos. La resistencia a la 
colmatación es función directa del espesor de la capa de tor-
ta y de la resistencia específica de la torta, esta última se pue-
de calcular usando alguna forma de la ecuación de Carman-
Kozeny  (Altmann y Ripperger, 1997; Kawakatsu et al., 1995; 
Lee y Clark, 1998; Song, 1998b, Green y Belfort, 1980): 

32

2)1(180
∈
∈−

=
p

c d
r   (3) 

Donde rc es la resistencia específica de la torta; dp: diámetro 
de partícula, y ε: la porosidad de la torta. La Ecuación (3) es 
ampliamente usada para analizar la colmatación de la mem-
brana siempre que los demás parámetros se obtengan expe-
rimental o analíticamente.  

Bird y Barttlet (2002) usaron un  modelo de resistencias en el 
procesamiento de concentrado de proteína de lactosuero u-
sando microfiltración; el modelo describe la recuperación del 
flux de permeado en términos de la variación de dos resis-
tencias hidráulicas durante la limpieza cáustica de una mem-
brana de acero inoxidable; la resistencia debida a la colma-

tación interna del poro se representa mediante versión modi-
ficada de la ecuación de Carman-Kozeny (Ecuación 3) y la 
resistencia de la torta es modelada como una resistencia de 
segundo orden que decrece en cuanto la torta se va retiran-
do de la membrana. El modelo se ajusta acertadamente a los 
datos experimentales y deja abiertas las posibilidades de es-
tudio con este enfoque porque es posible ver la variabilidad 
de otros parámetros en el tiempo. También es aplicable a 
membranas cerámicas.    

Modelos de bloqueo del poro  

Los investigadores de este mecanismo de colmatación coinci-
den en que Hermans y Bredée (1936), en sus tesis doctora-
les, formularon las cuatro leyes de bloqueo aplicables a flui-
dos no newtonianos que siguen la ley de potencia: bloqueo 
completo, bloqueo intermedio, bloqueo estándar, y torta 
filtrante. En el bloqueo completo el tamaño de partículas es 
mayor que el del poro de la membrana; las partículas se 
depositan sobre la superficie de la membrana bloqueando las 
entradas en los poros completamente. En el bloqueo inter-
medio el diámetro de las partículas es similar al de los poros; 
las partículas pueden depositarse en el poro o migrar hacia 
su interior. El bloqueo depende de la concentración de 
partículas (Hwang y Lin, 2002). En el bloqueo estándar el ta-
maño de las partículas es menor que el de los poros; unas 
pocas partículas se depositan sobre la superficie de la mem-
brana mientras que otras son arrastradas por el filtrado atra-
vesando los poros de la membrana y dan lugar a la colmata-
ción en los poros. Finalmente, la formación de torta filtrante 
es similar al bloqueo completo; cuando la concentración de 
la suspensión es alta, las partículas se pueden depositar sobre 
la superficie de la membrana o sobre la capa de partículas 
depositadas para formar una torta de filtración. Para calcular 
el flux de permeado en cualquiera de los casos anteriores se 
emplea la ecuación dependiente del tiempo derivada por 
Hermia (1982): 

i

dV
dtc

dV
td

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=2

2
  (4) 

donde V volumen de filtrado por unidad de área de filtra-
ción; t: tiempo de filtración, el índice i y la constante c de-
penden del modelo de bloqueo. Para los modelos mencio-
nados arriba i = 2 representa bloqueo completo, i = 1.5 blo-
queo estándar, i = 1 bloqueo intermedio, mientras que i =0 
torta filtrante.  

Kawakatsu et al. (1995)  usaron las reglas del bloqueo de po-
ro para entender el empaquetamiento aleatorio de partículas 
asumiendo una estructura 3D (romboedro tetragonal) con 
probabilidad de movimiento y estabilidad de las esferas. 
Basados en estas leyes, Jonsson et al. (1996) derivaron un 
modelo dinámico para describir el desempeño de diferentes 
tipos de membranas polisulfónicas de microfiltración bajo 
diversos parámetros de operación usando soluciones de BSA  
(suero albuminoso de bovino).  Hwang y Lin (2002) también 
usaron estas leyes para estudiar el efecto de la morfología de 
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diversas membranas (MF-Millipore, Durapore e Isopore) usa-
das en la microfiltración tangencial de suspensiones de par-
tículas esféricas de polimetil metacrilato. Dado que la colma-
tación de proteínas es ampliamente modelada, Bolton et al. 
(2005) estudió la microfiltración de soluciones proteicas (BSA  
y plasma humano) partiendo de los modelos clásicos de col-
matación por bloqueo de poro para proponer cinco nuevos 
modelos resultantes de combinar las cuatro leyes ya mencio-
nadas. En su análisis se prueba que la combinación bloqueo 
completo–formación de torta filtrante presenta el mejor ajus-
te con los resultados experimentales realizados con membra-
nas polisulfonas.   

Recientemente Duclos-Orsello et al. (2006) desarrollaron un 
modelo que integra todas las leyes de bloqueo en una sola e-
cuación con parámetros característicos de cada una. El mo-
delo describe la colmatación en tres pasos: primero se pro-
duce la constricción del poro reduciendo el tamaño del in-
terno; luego el bloqueo del poro ocurre en la superficie de la 
membrana previniendo la colmatación en la estructura inte-
rior. Finalmente, los colmatantes en la superficie de la mem-
brana forman una torta, la cual controla las últimas etapas de 
la filtración. El modelo se valida con datos experimentales 
obtenidos por microfiltración de microesferas de poliestireno 
con membranas tipo Isopore y Durapore. 

Modelos de polarización de la concentración (PC) 

Este fue uno de los primeros modelos macroscópicos de fil-
tración tangencial basados en la “difusión molecular” sobre la 
membrana, también conocido como “teoría de la película” 
(Ripperger y Altmann, 2002). La acumulación de las partícu-
las retenidas sobre la superficie de la membrana es contro-
lada por dos mecanismos opuestos de transferencia de masa 
(Wang y Song, 1999): convección de partículas hasta la su-
perficie de la membrana, transportadas por el flujo de per-
meado y difusión hacia atrás de partículas desde la superficie 
de la membrana hacia el seno de la suspensión. En estado 
estacionario ambos mecanismos de transporte están balan-
ceados, así (Ripperger y Altmann, 2002): 

po

pM

cc
ccDJ

−

−
= ln
δ

  (5) 

donde D: coeficiente de difusión, y δ: espesor de la capa de 
torta. La relación D/δ es generalmente dada en forma adi-
mensional mediante el número de Sherwood. cP: concen-
tración del componente a ser separado en el permeado, 
dada por las características de la membrana; c0: concentra-
ción en la alimentación, y cM: máxima concentración de 
partículas en el sistema. Todos los efectos de interacción de 
partículas, hidrodinámica y difusión se integran en el coefi-
ciente de difusión, D. 

Basados en esta teoría, algunos autores hacen descripciones 
más realistas del comportamiento de las partículas en suspen-
sión. Song (1998a) expresó la ecuación de transporte en 
estado no estacionario y con ella analizó el bloqueo de poro 
y la formación de la torta durante la ultra y microfiltración de 

suspensiones de partículas de diferentes tamaños. En su mo-
delo incluyó la caída de presión crítica cuando la capa de 
torta ya está presente sobre la superficie de la membrana, la 
cual se determina únicamente a partir de las propiedades 
termodinámicas de la suspensión y es independiente de la 
presión aplicada y del flux de permeado. Similarmente, 
Bacchin et al. (2002) introdujeron las fuerzas de interacción 
coloidal en la Ecuación (5) a través de la presión osmótica de 
la suspensión para describir la transición de la PC hasta la 
formación de la torta en un módulo membranario de geo-
metría tubular. Las simulaciones en 3D fueron satisfactorias al 
compararlas con los datos resultantes de la experimentación 
con suspensiones coloidales de origen no biológico. Estas, y 
otras consideraciones acerca de la transferencia de masa y la 
hidrodinámica de la suspensión, hacen más complejos los 
modelos enunciados de manera que sean más útiles para 
describir la colmatación.  

Song (1998b) desarrolló un modelo mecanístico de colmata-
ción en estado no estacionario analizando el módulo desde 
una región de no equilibrio hasta una región de equilibrio.  El 
modelo permite determinar el flux local de equilibrio Jeq, y el 
flux local J(t) en la región de no equilibrio con las siguientes 
ecuaciones, respectivamente: 
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donde xeq: localización de la región de equilibrio en la direc-
ción del flujo aguas abajo; c0 y cg: concentraciones de la so-
*lución alimentada y de la torta, respectivamente; γ tasa de 
corte,  ΔP: caída de presión efectiva y ΔPc: presión crítica. La 
solución de este modelo da como resultado el tiempo para 
que el flux de permeado alcance el estado estacionario en el 
canal, tss. Una vez  este valor es conocido, se puede calcular 
el flux promedio a lo largo del canal de longitud conocida. El 
modelo también permite calcular el espesor de la torta, δ (t), 
parámetro que es determinante en los resultados de estos 
estudios. Este modelo se validó usando suspensiones coloida-
les en sistemas de ultra y microfiltración tangencial. Es de 
gran utilidad a nivel industrial porque puede usarse en el 
diseño de módulos de filtración o en la optimización de las 
condiciones de operación para un proceso dado.  

Modelos de difusión de corte inducido  

Los modelos de difusión hidrodinámica de corte inducido es-
tán basados en las interacciones entre partículas inducidas 
por desplazamientos aleatorios dentro de las líneas de co-
rriente. El primer modelo de este tipo, basado en la trans-
ferencia de masa clásica, fue propuesto por Zidney y Colton 
(1986), quienes asumieron que la difusividad de las partícu-
las estaba dada por el coeficiente de difusión hidrodinámica 
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de corte inducido (CDHCI) y no por el coeficiente de difu-
sión molecular. 
Para determinar el CDHCI, los primeros investigadores ob-
servaron que en una suspensión de esferas rígidas las par-
tículas migraban atravesando las líneas de corriente en un 
campo de esfuerzo cortante uniforme producido por un 
dispositivo de Couette (Eckstein et al., 1977); midieron el 
grado de migración y propusieron una correlación empírica 
para el coeficiente de difusión (Ecuación 8). Leigthon y 
Acrivos (1987) mejoraron esta propuesta y además desarro-
llaron una correlación para la viscosidad efectiva de una 
suspensión de esferas rígidas (Ecuación 9).  
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Donde Ds: coeficiente de difusión hidrodinámica de corte in-
ducido, μ(φ): viscosidad relativa de la suspensión, φ: fracción 
volumétrica de sólidos suspendidos y : radio de partícula.  

Davis y colaboradores (Davis y Leighton, 1987; Davis y Sher-
wood, 1990) desarrollaron un modelo para describir el com-
portamiento de las partículas en la superficie de la mem-
brana de un microfiltro de plato plano; el análisis considera 
las Ecs. (8) y (9) para describir el CDHCI y la viscosidad de 
partículas acumuladas en la capa estacionaria, respectiva-
mente. Para el estudio usaron partículas monodispersas neu-
tralmente suspendidas. Los resultados proporcionan una so-
lución exacta del flux de permeado para suspensiones di-
luidas, y una solución precisa para un pequeño porcentaje 
de suspensiones no diluidas.  

Basados en el mismo fenómeno hidrodinámico, Romero y 
Davis (1988) enuncian un primer modelo basado en la for-
mación de una capa de torta “estancada” a partir de las par-
tículas remanentes del flujo tangencial.  Cuando esta capa al-
canza un espesor máximo, el flux de permeado toma un va-
lor cuasi estacionario independientemente de la variación en 
las condiciones de operación. Con un segundo modelo aho-
ra en estado no estacionario, los mismos investigadores 
Romero y Davis (1990) predicen la estructura de la capa de 
torta formada en cualquier posición axial del filtro. El desa-
rrollo de este modelo sugiere el uso de las correlaciones em-
píricas de Leighton y Acrivos (1987) dadas por las Ecuaciones 
(8) y (9). El trabajo de Romero y Davis es un buen análisis del 
transporte convectivo-difusivo de partículas porque predice 
satisfactoriamente la dinámica de la formación inicial de la 
torta y la del crecimiento de la torta estancada, lo que resulta 
en el decaimiento del flux de permeado. El modelo permite 
calcular el tiempo requerido para aproximarse al estado es-
tacionario como una función de la resistencia específica de la 
torta y de la longitud del filtro. El flux en estado estacionario 
Jss, dependiente de la posición en el canal se puede obtener 
mediante la ecuación: 
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Donde, J0: flux del medio libre de partículas, x: distancia 
desde la entrada del canal, y xcrit: longitud de la zona libre de 
torta al comienzo de la membrana.  

Kromkamp et al. (2005) examinaron la PC a partir de la hi-
drodinámica de la suspensión descrita por la difusión de 
corte inducido y la convección-difusión de partículas. Este 
trabajo es una aproximación más realista de la situación de 
colmatación de membranas causada por la PC porque con-
sidera el comportamiento de las partículas suspendidas en el 
flujo; la parte experimental se desarrolló usando una clase e-
mergente de membranas de microingeniería llamadas micro-
tamices con geometría de canal rectangular. Para las simula-
ciones usaron un esquema de diferencias finitas según el mé-
todo reticular de Boltzmann (LB). Este modelo se destaca 
porque tiene aplicabilidad a sistemas con geometrías com-
plejas y condiciones límites móviles.  

Otro aporte a este tipo de modelos lo hicieron Lee y Clark 
(1998), quienes sugirieron que el crecimiento de la torta en 
un punto a lo largo del canal puede calcularse a partir de un 
balance másico pseudos estacionario de partículas por con-
vección axial y por transporte difusivo. El cálculo de la acu-
mulación másica de partículas en la superficie membranaria 
da una idea del decaimiento del flux de permeado durante 
la ultrafiltración tangencial de suspensiones de poliestireno 
monodisperso (látex). Para las simulaciones definen un coefi-
ciente de difusión efectivo Def en dirección normal como la 
suma de los coeficientes de difusión molecular y el CDHCI, 
así: 
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Donde k: constante de Bolztman y T: temperatura absoluta. 
Este modelo es una herramienta útil para investigar el efecto 
de diferentes variables de operación como tamaño de par-
tícula, concentración de la alimentación, velocidad tangen-
cial y dimensiones de la membrana. Además permite calcular 
de forma analítica el espesor de una torta homogénea cuan-
do es difícil medirla físicamente. Según los autores, las simu-
laciones numéricas mostraron que la transferencia de masa 
alcanza el estado estacionario en muy poco tiempo, por eso 
no se consideró el estado transitorio. 

También considerando el CDHCI, Mondor y Moresoli (2000) 
midieron la variación de la presión transmembranaria en 
cualquier posición axial de una membrana cilíndrica polisul-
fona de fibras huecas. El modelo contempla una resistencia 
intermedia causada por una capa estancada en la superficie 
de la membrana, tal como lo sugieren Romero y Davis 
(1988), la cual incrementa la resistencia total a la filtración 
del líquido y reduce el flux de permeado. Para el análisis 
consideraron tres regiones: flujo en el “lumen” (espacio entre 
la membrana y la pared capilar), flujo dentro de la mem-
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brana, y flujo en el espacio extracapilar. El coeficiente de 
difusión hidrodinámica de corte inducido se determina 
como: 
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Donde K: función adimensional de la fracción volumétrica 
de partícula (φ), μ0: viscosidad dinámica en la alimentación, 
η: viscosidad relativa adimensional, y τw: esfuerzo de corte 
local en la pared. El modelo ofrece expresiones analíticas 
adimensionales para los perfiles de velocidad axial y radial en 
las zonas antes mencionadas, así como los perfiles de PTM a 
lo largo de la membrana. Teniendo en cuenta estas situa-
ciones en el modelo global, se propone una ecuación me-
jorada para el flux de permeado en función de la posición a-
xial, considerada de gran utilidad en el diseño de equipos.   

Usando también la difusividad de corte inducido, Agashichev 
(2006) desarrolló un modelo para cuantificar la colmatación 
en membranas de microfiltración. El modelo involucra un 
conjunto de parámetros que han sido estudiados previamen-
te por otros autores en forma individual y puede pronosticar 
la influencia de la tasa de corte en la polarización del gel, por 
lo que se considera de amplios alcances prácticos y simple ya 
que no requiere de integración numérica. 

La mayoría de los estudios mencionados en esta sección apli-
can a suspensiones coloidales de sustancias no biológicas co-
mo el látex; por ello están restringidos a suspensiones de 
partículas rígidas y esféricas. La introducción de la concep-
ción de “capa estancada” a lo largo de la membrana repre-
senta una alternativa para hacer una descripción más realista 
de la colmatación de la membrana. 

Modelos de levantamiento inercial 

En microfiltración tangencial de suspensiones coloidales se 
estudian dos grandes causas para la migración lateral: una 
fuerza de arrastre ejercida por el fluido sobre la partícula de-
bido al flujo convectivo en la pared de la membrana que 
acarrea partículas hacia la membrana, Fd, y una fuerza iner-
cial que acarrea partículas cerca de la membrana hacia a-
fuera de la pared porosa, Fl.  

El primer modelo, basado en la teoría de la elevación iner-
cial, fue propuesto por Green y Belfort (1980), quienes asu-
mieron que la fuerza lateral actuando sobre partículas sim-
ples se obtiene por adición vectorial de fuerzas inerciales. 
Estas fuerzas se derivan del movimiento de partículas en un 
ducto no poroso a partir de los términos no lineales de las 
ecuaciones de Navier-Stokes. Entonces, la fuerza lateral re-
sultante y la fuerza de arrastre que permiten la permeación 
en un ducto poroso están dadas respectivamente por:  
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donde K1: coeficiente empírico adimensional, u: velocidad a-
xial, Re: número de Reynolds, RT: radio del tubo, r: coor-
denada radial, n=3; vf: velocidad de permeación, y vp: ve-
locidad de partícula relativa a la velocidad de migración, vl. 
Estas fuerzas son importantes cuando el número de Reynolds 
expresado en términos del tamaño de las partículas es signifi-
cante; también dependen de la velocidad de migración la-
teral y de la trayectoria de las partículas. El análisis indica que 
si las condiciones son tales que la velocidad de la elevación 
inercial es suficiente para compensar la velocidad del per-
meado oponente, entonces se espera que no haya depósito 
de partículas en la superficie de la membrana.  

Una contribución a este modelo fue hecha por Altena y Bel-
fort (1984), quienes determinaron la elevación inercial y el 
flujo de permeado para la migración lateral de esferas rígidas 
flotantes, fluyendo en flujo de Poiseuille en un ducto poroso 
con succión. Para el caso de una partícula esférica movién-
dose sobre una pared porosa, el flux de permeado adimen-
sional es: 

( ) ( )[ ]ββ 2Re hgJJ WW +=   (15) 

donde, β: distancia desde la pared porosa, Jw: velocidad de 
permeación en la pared (constante e independiente de la 
coordenada axial), h2(β): función del fluido no perturbado en 
la dirección lateral, g(β): función de flujo lateral, Rew: Rey-
nolds en la pared porosa. Todos los términos anteriores están  
expresados en forma adimensional. Bajo condiciones típicas 
de flujo laminar, los autores encontraron que partículas con 
radio menor a 1 μm quedan retenidas en la superficie de la 
membrana, dando lugar a la formación de una torta o colma-
tación de la membrana. 

Modelos de transporte superficial  

Como una alternativa al transporte de partículas fuera de la 
membrana por mecanismos como la difusión y la elevación i-
nercial, Mondor y Moresoli (2000) suponen que las partículas 
pueden acarrearse hacia la superficie de la membrana por el 
flujo de permeado y entonces rodar o deslizarse a lo largo de 
la superficie debido al flujo tangencial. Una aproximación 
continua de este modelo considera la formación de una capa 
de torta fluyente, considerada como la deposición simultá-
nea de partículas en la capa de torta y en el flujo de esta ca-
pa hacia la salida del filtro. En la aproximación discreta, se 
considera una partícula esférica sobre la superficie de la 
membrana o en la superficie de una capa estancada; tam-
bién las fuerzas actuantes y los balances de torque sobre la 
partícula para determinar si se adhiere a la superficie o se 
desplaza a lo largo de ella. 

Considerando las fuerzas hidrodinámicas, adhesivas y de 
fricción de una partícula durante el proceso de microfil-
tración, Altmann y Ripperger (1997) introdujeron un modelo 
microscópico de la formación de la torta y su crecimiento; e-
llos balancearon las fuerzas de levantamiento inercial y las de 
arrastre (Ecs. 13 y 14) al filtrar suspensiones de partículas 
monodispersas usando membranas microporosas de poliami-
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da. Según los autores, la estructura de la capa depende del 
periodo de arranque de la filtración y consideran la depo-
sición de partículas un proceso irreversible ya que las fuerzas 
de adhesión y fricción son más altas que las fuerzas hidrodi-
námicas. También encontraron que el periodo estacionario 
depende especialmente del material fino del sistema de par-
tículas, mientras que el no estacionario está influenciado por 
la distribución del tamaño de todas las partículas. Este mo-
delo presenta resultados con muy buena precisión. 

Partiendo de la probabilidad de adhesión de partículas, 
Stamatakis y Tien (1993) indicaron que la deposición de par-
tículas ocurre una vez que la partícula toca un elemento ru-
goso de la superficie que es más alto que la altura crítica. Su 
modelo predice el flux de permeado con muy buena con-
sistencia frente a los resultados experimentales obtenidos 
durante la microfiltración tangencial de suspensiones mono-
dispersas de caolín usando membranas microporosas metá-
licas y poliméricas. La probabilidad de adhesión está dada 
por:  
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donde, Г: probabilidad de adhesión; Fp: fuerza de arrastre en 
el campo del flujo de una partícula esférica; Fq: sumatoria de 
fuerzas debidas al levantamiento lateral (Ecuación 13), al a-
rrastre hidrodinámico (Ecuación 14), y a la fuerza de flotaci-
ón de partículas esféricas; hmax: altura máxima de protube-
rancia. La Ecuación (16) se incluye en el cálculo de la tasa di-
námica de crecimiento del espesor de la torta δ (t), paráme-
tro importante en la determinación del flux de permeado, ex-
presado mediante la ley de Darcy de la forma:  
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donde, L: permeabilidad de la torta, P0: presión de la sus-
pensión, P0: presión aguas abajo de la membrana, y δ0: fun-
ción del espesor y de la permeabilidad de la membrana.  

Por su parte, Knutsen y Davis (2006) observaron el movi-
miento de las partículas mediante una técnica de visuali-
zación directa (DVO) y extendieron este concepto a un mo-
delo dinámico para predecir no solo las condiciones reque-
ridas para la deposición de partículas sino la velocidad pro-
medio de rotación tangencial de las partículas colmatantes 
que interactúan con la superficie membranaria. El análisis es-
tá enfocado al balance de fuerzas normales y tangenciales 
dadas respectivamente por: 

ϕπμϕπμ zuaJFC 66 −=   (18) 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++= Srtf FaFauFaF

.
6 γωπμ   (19) 

En la Ecuación (18), Fc: fuerza de contacto actuando sobre la 
esfera, z: distancia tangencial entre la aspereza mayor y la 
normal atravesando el centro de la esfera; ϕ: factor de co-
rrección por la presencia de una superficie permeable. El pri-
mer término de la derecha es el arrastre de Stokes sobre la 
esfera debido al flujo de permeado, y el segundo término es 
la fuerza de lubricación sujeta a la constricción geométrica. 
En la Ecuación (19), Ff: fuerza de fricción, ω: velocidad rota-
cional de la esfera y Ft, Fr y Fs: coeficientes de resistencia para 
las fuerzas por traslación de partícula, rotación de partícula y 
corte del fluido, respectivamente.  

Las condiciones para la colmatación sugieren que una partí-
cula se depositará en la superficie de la membrana si su velo-
cidad traslacional desaparece mientras está en contacto con 
la segunda aspereza más grande; entonces el flux se deriva 
de los balances de fuerzas y torques con v = 0:  
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donde, Jc: flux de permeado crítico (adimensional); Ts: torque 
del fluido sobre la esfera debido al corte (igual a 0.9440); ξL y 
ξS: separaciones entre partícula y membrana basada en la 
rugosidad mayor y en la rugosidad menor, respectivamente. 
Las mediciones experimentales se realizaron con soluciones 
concentradas de levadura y suspensiones de microesferas de 
poliestireno (látex). Ambos resultados, experimental y teóri-
co, mostraron que las partículas rodarán sobre la membrana 
más lentamente a fluxes de permeado más altos debido al 
incremento de las interacciones entre las partículas y las su-
perficies rugosas de una membrana microporosa de disco de 
aluminio anodizado. 

Existen otros modelos matemáticos hallados en la literatura 
enfocados hacia otros aspectos de interés como el flujo vis-
coso (Curcio et al., 2001; Nassehi, 1998; Wiley y Fletcher, 
2003), el diseño (Cross, 2002; Hwang y Wu, 2007) y la dis-
tribución de los compuestos presentes (Djuric et al., 2004; 
Wang et al., 2005), pero por no involucrar el fenómeno de 
colmatación no se tuvieron en cuenta en esta revisión. 

Conclusiones 

En la literatura existen muy pocas revisiones comparativas so-
bre modelos matemáticos de la colmatación de membranas 
en MFT, pero se pueden encontrar modelos físicos indepen-
dientes que proponen de diversas formas la descripción de 
dicho  fenómeno. En gran parte de las publicaciones, el me-
canismo de colmatación se ha relacionado con el decaimien-
to del flux de permeado involucrando diversos factores como 
las condiciones de operación, pretratamientos del alimento, 
morfología de la membrana, entre otros; sin embargo, se han 
hecho cada vez más importantes las teorías complejas sobre 
el comportamiento de una sola partícula en un sistema de 
flujo de partículas. Algunos modelos restringen los resultados 
a ciertas aplicaciones y geometrías del filtro, pero en general 
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consideran mecanismos de transporte difusivo y convectivo o 
una combinación de ambos con el ánimo de representar la 
hidrodinámica del flujo a través de un medio poroso y repre-
sentar realmente el proceso. Se nota además que cada vez se 
utilizan técnicas más modernas para observar las interaccio-
nes membrana-colmatante especialmente en la validación de 
los modelos microscópicos. No hay un modelo que involucre 
simultáneamente todas las variables que afectan el proceso; 
sin embargo, cada uno sugiere una buena concordancia con 
los resultados experimentales, de manera que se puede es-
coger el que mejor se acomode según la rigurosidad del ca-
so. Un buen modelo para representar la colmatación de 
membranas durante los procesos de microfiltración tangen-
cial es el de difusión hidrodinámica de corte inducido, ya 
que extiende la teoría del transporte difusivo de partículas 
con muy buena aceptación y puede usarse en diferentes a-
plicaciones y geometrías. Para el caso particular de los jugos 
de frutas, un modelo sencillo de PC es conveniente para 
describir la deposición de los polisacáridos insolubles en la 
superficie de la membrana a través del estudio de la resis-
tencia de la torta, lo cual se logra con la determinación de la 
resistencia específica y el espesor de la misma; por supuesto, 
este enfoque  depende del origen y la naturaleza de la fruta 
con que se preparen los jugos, ya que cada una tiene un 
comportamiento y una composición diferentes. 

Nomenclatura 

α  radio de partícula 
c  constante en el modelo de bloqueo 
c0 concentración de la solución alimentada 
cg concentración de la torta gelificada 
cM máxima concentración del sistema de partículas en 

flujo 
cP concentración del componente a ser separado en el 

permeado 
D coeficiente de difusión molecular 
Def coeficiente de difusión efectivo 
dp diámetro de partícula 
Ds coeficiente de difusión hidrodinámica de corte 

inducido 
Fc fuerza de contacto actuando sobre la esfera 
Fd fuerza de arrastre sobre la partícula por convección 

en la pared de la membrana  
Ff fuerza de fricción 
Fl fuerza inercial que acarrea partículas hacia afuera de 

la pared porosa 
Fp fuerza de arrastre de una partícula esférica en la 

sección del flujo  
Fq sumatoria de fuerzas por levantamiento lateral, 

arrastre y empuje de esferas 
Fr coeficiente de resistencia debido a la rotación de las 

partículas 
Fs  coeficiente de resistencia debido al corte del fluido 
Ft coeficiente de resistencia debido a la traslación de la 

partícula 
g(β) función de flujo lateral en la Ecuación (15) 

h2(β) función del fluido no perturbado en dirección lateral  
hmax altura máxima de protuberancia  
i índice en la Ecuación (4)  
J flux de permeado 
J(t) flux local en la región de no equilibrio 
J0 flux del medio libre de partículas 
Jc flux de permeado crítico adimensional 
Jeq flux local de equilibrio 
Jss flux en estado estacionario 
Jw flux en la pared  
k constante de Bolztman 
K función adimensional de la fracción volumétrica de 

partícula (φ) 
K1 coeficiente empírico adimensional 
L permeabilidad de la torta 
n índice en la Ecuación (13); n=3 
P0 presión aguas abajo de la membrana  
P0 presión de la suspensión  
PTM presión transmembranaria 
ΔP caída de presión efectiva en el canal 
ΔPc presión crítica 
r coordenada radial 
Rad resistencia de adsorción de sustancias 
Rb resistencia por bloqueo del poro 
Rc resistencia de la torta 
rc resistencia específica de la torta 
Re número de Reynolds 
Rew número de Reynolds en la pared de la membrana 
Rg resistencia del gel 
Rm resistencia intrínseca de la membrana 
RT radio del tubo 
Rt resistencia total 
T  temperatura absoluta 
t tiempo de filtración 
Ts torque del fluido sobre la esfera debido al corte (= 

0.9440) 
tss tiempo para que el flux de permeado alcance el 

estado estacionario  
u velocidad axial 
V volumen de filtrado por unidad de área de filtración 
vf velocidad de permeación 
vl velocidad de migración 
vp velocidad de partícula relativa a la velocidad de 

migración 
x distancia desde la entrada del canal   
xcrit longitud de la zona libre de torta al comienzo de la 

membrana 
xeq localización de la región de equilibrio en la dirección 

del flujo aguas abajo 
z distancia tangencial entre la aspereza mayor y la 

normal desde el centro de la esfera 
  
Símbolos griegos 
ϕ factor de corrección por la presencia de una superficie 

permeable 
β distancia desde la pared porosa 
φ fracción volumétrica de sólidos suspendidos 
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ε porosidad de la torta 
μ viscosidad dinámica de la solución 
μ(φ) viscosidad relativa de la suspensión   
μ0 viscosidad dinámica en la alimentación  
δ espesor de la capa de torta 
δ0 función del espesor y permeabilidad de la membrana 
τw esfuerzo de corte local en la pared 

 tasa de corte   
η viscosidad relativa 
ω velocidad rotacional de la esfera 
ξL separación entre partícula y membrana relativa a la 

rugosidad mayor 
ξS separación entre partícula y membrana relativa a la 

rugosidad menor 
Г probabilidad de adhesión 
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