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En espaiiol

Frecuencias propias de vigas Eu-
ler-Bernoulli no uniformes

Hugo Aya B.!, Ricardo Cano M.?, Petr Zhevandrov B.?

RESUMEN

En el presente trabajo se estudia el problema de frecuen-
cias propias de la viga Euler-Bernoulli de seccién no uni-
forme; se comparan las soluciones del problema obteni-
das numéricamente con la solucién asintética lograda
mediante el método Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB). Se
establece que la precisién de las férmulas WKB es mayor
del 3% para frecuencias altas (nGmero de modo > 4).
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Introduccion

Vibraciones de vigas no uniformes han sido estudiadas desde el
siglo XIX (ver, p. e]., Todhunter, 1893, §1302, sobre las investi-
gaciones de Kirchhoff). Estudios relativamente recientes se pue-
den ver en Abrate (1995) y en Hsu-Lai-Chen (2008), donde se
pueden encontrar referencias y un repaso de resultados. En
Abrate (1995) se obtienen las frecuencias propias de vigas Euler-
Bernoulli (EB) en el caso especial de coeficientes para los cuales
las soluciones de la ecuacion EB se expresa en términos de fun-
ciones elementales.

Para la ecuacion de barra no uniforme (problema de Sturm-
Liouville) con pardmetros como densidad o seccién transversal
arbitrarios, cuando la ecuacién no se integra ni siquiera en fun-
ciones especiales, se usa el método Wentzel-Kramers-Brillouin
(WKB), también conocido en la literatura como la aproximacién
de Liouville-Green  (Akulenko-Nesterov, 2005; Geist-
McLaughlin, 2001), para encontrar la asintética de las frecuen-
cias altas. Este método consiste en la obtencion de series asint6-
ticas en potencias del pequeno pardmetro del problema. No
encontramos aplicaciones de esta técnica a la ecuacién EB, que
es del orden 4 (en contraste con la ecuacion de vibraciones de
barras, que es del segundo orden), a pesar de que el método
WKB esta desarrollado para ecuaciones del orden n (Fedoryuk,
1993).

En el presente articulo presentamos los resultados de dicha apli-
cacion. Resulta que el método WKB proporciona resultados que
coinciden con los resultados numéricos con el error de menos
del 3% inclusive para los nimeros de modos igual a 4, y este
error sigue disminuyendo para los modos mas altos.
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In English

Non-uniform Euler-Bernoulli
beams’ natural frequencies

Hugo Aya B.*, Ricardo Cano M.5, Petr Zhevandrov B.°

ABSTRACT

This paper has studied the problem of natural frequencies
for Euler-Bernoulli beams having non-uniform cross-
section. The numerically-obtained solutions were com-
pared to asymptotic solutions obtained by the Wentzel-
Kramers-Brillouin (WKB) method. It was established that
WKB formula precision was higher than 3% for high fre-
quencies (>4 mode).
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Introduction

Non-uniform beams’ vibrations have been studied since the 19"
century (e.g. Todhunter, 1893, §1302 about Kirchhoff’s re-
search). More recent studies can be consulted in (Abrate, 1995)
and (Hsu-Lai-Chen, 2008) where relevant references and a re-
view of results can be found. Natural Euler-Bernoulli (EB) beam
frequencies were obtained in (Abrate, 1995) for a special case of
coefficients when EB equation solution was expressed in ele-
mentary functions.

For the non-uniform rod (Sturm-Liouville problem) equation
with variable density or cross-section, when the equation cannot
be integrated, even in terms of special functions, one can use the
Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB) method, also known in the
literature as the Liouville-Green approximation (Akulenko-
Nesterov, 2005; Geist-McLaughlin, 2001) to find high frequency
asymptotics. This method consists of obtaining asymptotic series
for solutions in powers of the corresponding small parameter.
This technique was applied to the 4" order EB equation (by
contrast with the 2™ order rod equation), although the WKB
method is developed for n” order equations (Fedoryuk, 1993).

The results of this application are presented in this paper. The
WKB method gave results coinciding with numerical results hav-
ing less than 3% error for mode number 4, and this error be-
came reduced for higher modes.
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En espafiol

Solucién asintética para una viga no unifor-
me

Las vibraciones transversales de una viga no uniforme en la
aproximacién Euler-Bernoulli las describen Tijonov-Samarsky
(1972):
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donde E es el médulo de elasticidad del material de la viga,

(x)

es la densidad de la viga, es la superficie del corte

J(x)
transversal, es el momento de inercia del corte transver-
sal con respecto a su eje horizontal y y es el desplazamiento

s . p
transversal. Notemos que la variacion de densidad con

$(x)

respecto a x puede ser incluida en el coeficiente . Su-

Sty J&)
pondremos en lo que sigue que las funciones
son suaves y positivas en 0 < x </, donde [ es la longitud de

la viga.

Buscamos los modos naturales de oscilacién de la viga en la
forma

yvix, t) = e®™ w(x).
Por lo tanto, al reemplazar en la ecuacion (1), resulta:

e (—w? pSCIV(Y) + (EJ (0™ ())) = 0.

De esta manera, la ecuacién (1) se transforma en la ecuacién

1 ) )
m(f?j(x)v )" = wv(x). 2)

Para condiciones de frontera formuladas en la seccién 3 (ver

= wy,

abajo), los autovalores de (2) tienden al infinito

cuando (Akulenko-Nesterov, 2005); por lo tanto,
1

= w 2
£=w,”“ >0

cuando, y podemos considerar a

como un parametro pequefio de nuestro problema.
Método WKB

Siguiendo la receta tradicional del método WKB, buscamos la
solucién de la ecuacion (2) en la forma

i
v(x) = A(x,e)e ¢, 3)
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In English

Asymptotic solution for a non-uniform beam

The transversal vibrations for a non-uniform beam in a Euler-
Bernoulli approach have been described by (Tijonov-Samarsky,
1972)

2 2

2 Z azy
S(x + El(x =0
pS( )8?:2 72 J( )axz (1)
where E was the Young modulus of the beam, was its den-
S , J@)
sity, was the cross-sectional area, was the moment

of cross-section inertia regarding its horizontal axis and y was

transversal displacement. Variation of density regarding x

could be included in coefficient It was assumed that

S(x) J(x)
d

functions an were smooth and positive for 0 < x
<1, where I was the length of the beam.

Natural vibration modes for the beam could be expressed as

yix, t) = e™ w(x).

The following was obtained by substituting in equation (1)

e (—w? pSCIV(Y) + (EJ (0™ ())) = 0.

Equation (1) thus became transformed into the following equa-
tion

1

s v () = @), 2)

For the boundary conditions formulated in section 3 (see below),

n-

= w
eigenvalues " for (2) tended to infinity as

1
= w,2>0
therefore, as

(Akulenko-Nesterov,  2005);

n-— o € .
, and could be considered as a small parameter

for the problem.

The WKB method
Following the traditional WKB method, the solution of equation

(2) could be as follows

ifi{x)
v(x) = A(x,e)e ¢, 3)



AYA, CANO, ZHEVANDROV

En espafiol

donde:
Alx,e) = Ag(x) + 24,(x) + £24,(x) + ...
. ) d(x) 4 (0),j=0,12,..
y las funciones desconocidas y son
suaves.
1

(1)2 = 8_4
Sea, la ecuacién en el problema (2) se transforma
en la ecuacién

4
vyl = ST ENE
pS(x)

w(x) = E(E] ' () + 26/ ()7 () + B ). @)

Alxe)= f ()iAx, &) - 2 A (n.e) + ()83 Aly, )] + 0z

Luego de algunos célculos, se obtiene a partir de la ecuaciones
(3)y (4) que
Al separar los términos en el orden de potencias de ¢ resulta:

Eiiy)
o Ei (xy . _
£ S ¢, =1 (6)
el 2J(x)giAay + (J()P3) Ag = 0. )

De los 6rdenes de potencia , &2, n = 2, se pueden obtener ecua-

A (x)n =2

ciones para , que son de la misma forma que

i<y =
(7) con términos que dependen de Apjsn=2

derecha.

, en la parte

De la ecuacion (6) se obtiene que

1
G () = (OF J(ig) Tdr, k=1234 (@

De la ecuacion (7) se obtiene
4000 = CU@PRENT O

donde C es una constante arbitraria.

Por lo tanto, reemplazando (8) en (9) se puede expresar la fun-

- A®) -
cién en la siguiente forma:

3\7Z
WY F
Ay = € (](x) @8) )

=c (ﬁ(x)s%m)

|
raf

1 _3
= ] B(x)S B(x). (10)

Por lo tanto, la solucién v(x) de (2) se puede expresar en la for-

ma:

(5)

In English
where

Alx,e) = Ag(x) + 24,(x) + £24,(x) + ...

b A(x), j=012..
o) AW

and unknown functions
were smooth.

£
If then equation 2 would become transformed to

4

V0= ot

5 Ev ()

v(x) = LE "COr' () + 2EF (v () + Eru)v\’/u)) (4)

S(x)

Alx,e) = ;\,X} [(x)diA0x, &) - 2ie2Ind34, (xe) + (T8 Alx, ) + 0(e?) (5)

After some computation, (3) and (4) would be obtained

Separating terms having equal powers of ¢, the following would
be obtained

0, F)
TpSix)

e 2j()giAgy + J(0¢3) Ao =0. ()

¢ =1 (6)

From equations for coefficients en, n > 2,

Ay (x),n 22
could be obtained, having the same form as (7)

A,j <n-2

equations for

with terms depending on
side.

, on the right-hand

From equation (6), it followed that

1
¢ () = ()F f(gg))) Tdv, k=1234 (g

From equation (7) it followed that

A(0) = CUDHENT o

Where C was an arbitrary constant.

Ap(x)

Therefore, substituting (8) in (9), function could be

expressed in the following form

A0 = ¢ (}(h)(f( o) )

=c (ﬁmg%m)

|
s

- ESTEMD. (10)

Hence, solution v(x) for (2) could be written as
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v(x) = }_é(x)b'_é(x) ((,‘1 sin% + & cus% + C‘?’E’_:“E‘ + Cye” ),(11)

Donde

I
=)

.
—
o
=
sl
=

<

o

La férmula (11) representa la combinacién lineal de cuatro fun-
ciones que aproximan las cuatro soluciones linealmente inde-
pendientes de la ecuacion (2) (Fedoryuk, 1993).

Las soluciones WKB en los casos cuando la solucién de (2) se
puede obtener en términos de funciones elementales (S, | =

S =S(1 + ax)h,

constantes, viga wuniforme; o

J=Jo(1 + ax)*

; en el dltimo caso (Abrate, 1995), la sustitu-

w(x) = (1+ax)*v(x)

cion reduce la ecuaciéon a la de una

viga uniforme) coinciden con las soluciones exactas; en estos
) ) A, n2>1

casos las correcciones para las amplitudes se

anulan idénticamente.

Ecuacién para las frecuencias propias

Para completar el enunciado de nuestro problema, especifica-
mos a continuacién las condiciones de frontera para la funcién v
(x) en (2) considerando los casos de una viga empotrada y una
viga voladiza.

Viga empotrada en sus dos extremos

Las condiciones de frontera en este caso estan dadas por

V0w =0 |4 =0 &V | oy =&v |X:3=0. 12)

Viga no uniforme

Al sustituir la solucion (11) en las condiciones de frontera (12)
obtenemos un sistema homogéneo de cuatro ecuaciones para

Ci, i =1,2,3,4

los coeficientes . Este sistema tendré solu-

ciones no triviales cuando

0 -1 -1 -€
L _L
- sin— — 08— —e £ -1
£ &
e as e _L| =0,
v B reg (o)
£ L L L £ L £ L £
ﬁ— sin—— & cos— §sin-+ B— cos— (5+ E—) ez ﬁ—— ) (13)
8 3 g £ 8 g 8 8

Donde
b1
L= f a”3 (x)dx, @ =J7H0)/'(0) + 3571 (0)57(0),
a
=7 OO+ 357 0, y=a i) ¥y 5=a3)

La ecuacion (13) es la ecuacién secular para las frecuencias pro-

oW, =€
pias
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In English

v(x) = j_é(x)S'_é(x) (C‘-l sin%-ﬁ- [ Eosh'u?1 + Cie 3 3

mlf
s
o
™
|
!
=
-

Where

Formula (11) would represent a linear combination of four func-
tions approximating the four linearly independent solutions for
equation (2) (Fedoryuk, 1993).

In cases when the solution of (2) could be obtained exactly in
terms of elementary functions (when S, ] were constants, uniform

S=S50+an)t, J=J(1+ax)!
; in the latter

w(x) = (1+ax)*v(x)

beam; or

case (Abrate, 1995), substitution
would reduce the equation to a uniform beam), WKB solutions
coincided with exact solutions; in such cases, corrections to

A, n=>1

amplitudes " removed identically.

Equation for natural frequencies

To complete formulating the problem, boundary conditions for
function v(x) in (2) were specified for a clamped beam and a
cantilevered beam.

Clamped beam

The boundary conditions in this case were given by

. .
V0 gmg =0V |y =0, &0V | ;g =€V |X=;=0. (12)

Non-uniform beam

Substituting solution (11) in boundary conditions (12), a homo-
geneous system of four equations was obtained for coefficients

Ci, i = 1,234 . . .
bt This system had nontrivial solutions when

0 -1 -1 -e
L
- sin— —cos— —e < -1
£ £
_ a B
4 8 L g
Be L L L fe L Bey _L fe
5 sin_ - ) cos 65111E+ 5 cos (5 + E) e & 5 § (13)

Where
s
L= f a T (x)dx, a=]7H0Y(0)+ 357 (0)5'(Q),
a

f=J I35, y=a T y §=a T,

Equation (13) was the secular equation for natural frequencies

w, = €2
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Viga uniforme

. . . =4, a=0, B=0
Si la viga es uniforme tenemos y

por lo tanto, el determinante en (13) se transforma en

1 e

g’_f

. (14)

-1
_L !
—5 Z i i

De lo cual resulta

cosh— cos— =1,

que coincide con el resultado clasico (Landau-Lifshitz, 1975).

Férmulas WKB truncadas
Hablando estrictamente, hemos obtenido la asint6tica del siste-

' o 008
ma fundamental de soluciones con la precisién , por lo
tanto, tenemos que despreciar los términos de este orden y los
_L

. ) , e e =0(")

6rdenes mas altos (por ejemplo, en (13). Esto
simplifica notoriamente los calculos, de manera que el determi-
nante en (13) se convierte en

0] 1 1 0
oL L
sin—  cos- 0 1
£ € =0
1 0 -1 0 ’
1
cos— —sin— 0 1 (135
Fa £
De lo que resulta
R S
L 2 JO a % (x)dx
cos =0, €= h
£ 2n+
y se tiene entonces que
2
Wy, = 2271%1):’[ (1+O(%)), n=90, 1 .., n— <
2 J—O a 7 (x)dx,,n o (16)

Este Gltimo resultado lo vamos a llamar WKB(t) por truncado. Sin
embargo, resulta que (13) proporciona una mejor aproximacién
a los eigenvalores, lo que vamos a ver en la seccién 3.3. La re-

tencién de términos 0) en (13) no esta rigurosamente
justificada, pero su inclusién, primero, no presenta mayor difi-

cultad para la obtencién de , y segundo, seguramente no
empeora el resultado: las soluciones de (13) poseen la misma
propiedad (16) de las soluciones de (15) y en la practica pueden
ser de mayor utilidad. Enfaticemos que las férmulas truncadas no
pasan en las férmulas exactas cuando el problema admite una
solucién exacta; en cambio, la férmula (13) si pasa en la ecua-
ci6n secular exacta en los casos cuando esta Gltima se conoce
(p-€j., el caso de coeficientes constantes).

In English
Uniform beam

Yy =6, a =0,

If the beam were uniform, then and,
p= N
, hence the determinant in (13) would become
1 1 e f
c'osg eE i |
i =0 (14)
-i e sl
.
— —_£ = i i
implying that
plying ; ;

cosh— cos— =1,
3 £
and this would coincide with the classical result (Landau-Lifshitz,
1975).
Truncated WKB formulas
Strictly speaking, the asymptotics for a fundamental system of
0
solutions having accuracy © have been obtained; there-

fore, terms for this and higher orders must be discarded (for

L
e=0(") L o

example, in (13). This significantly simplifies

the calculations. The determinant in (13) would thus become

e

0 1 1 0
L L
sin—  cos— 0 1
£ £ = 0
1 0 -1 0 15)
cos= =sin= 0 1
£ £
implying
71
L 2 fo a ¢ (x)dx
ccs—={, §= ————
£ 2n+ 1)t
and thus
2
w, = w (1+O(l)), n=40,1 .., n= o
2 _fol a (x)dx n

(16)

The latter result has been called WKB(t) for “truncated”. Never-
theless, it turned out that (13) gave a better approximation to the

eigenvalues, as will be seen in section 3.3. The fact that
order terms in (13) were retained was not rigorously justified;
however, their inclusion did not present additional difficulties in

obtaining surely did not worsen the result. Solutions for
(13) had the same property (16) as solutions for (15) and could
be more useful in practice. It should be emphasised that trun-
cated formulas do not become exact formulas when a problem
requires an exact solution; by contrast, formula (13) did become
the exact secular equation in cases when the latter was known
(e.g., constant coefficients).
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Viga voladiza

Las condiciones de frontera para el caso de una viga voladiza’
estan dadas por

i ) Ao |
Ulx=0= & [y =0, &V [jm =€
Viga uniforme

De manera similar al caso anterior, al sustituir la solucién (11) en
las condiciones de frontera (17) obtenemos un sistema homogé-
neo de cuatro ecuaciones para los coeficientes

Ci,i =1,2,3,4

Este sistema tendrd soluciones no triviales cuando:

' Ly
| a 1 1 e Ei
Ll
| 1 0 -1 E_El
|— 5111— — cos; e_é 1 | =Y (18)
z P :
- cos— sin— -2 = 1
de lo que resulta L L
cosh— cos— = —1.
&£ &£
Férmulas WKB(t)

Igual como en la subseccién (3.1.3), despreciando los términos
del orden O(g) y los de 6rdenes més altos en (18), obtenemos:

0 1 1 0
1 0 -1 0
i L 0 1 0
sin ; cos ; =10, (19)
L L
— cos5— sin— a 1
€

De lo que resulta

;L1
L 2 foa I(x)dx
cos—=0, ¢= ——————,
£ (2n+ Dm

y se tiene entonces el mismo resultado (16):

De manera andloga, se pueden considerar otras condiciones de
frontera.

2

1
(1+0H), n=0, 1 ..,
.

(2Zn+ 1)m
2 fol cf% (x) dx

Resultados

A continuacién se presentan las frecuencias adimensionales de
los seis primeros modos de oscilacién para una viga conica de un
metro de longitud, obtenidas mediante el paquete Ansys y las
férmulas WKB y WKB(t). En este caso se tiene para el radio (en

. rx)=1+nx,
milimetros)

7 Extremo izquierdo empotrado, extremo derecho libre.

12
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In English
Cantilevered beam

The boundary conditions for a cantilevered beam?® were given by

| )
[x=1 = W

(17)

Uniform beam

Similarly to the previous case, substituting solution (11) in
boundary conditions (17), led to obtaining a homogeneous sys-

Ci,i =1,2,3,4
tem of four equations for coefficients .

This system had nontrivial solutions when

' Ly
| 0 1 i I Ei
_ L
| 1 0 -1 € £|
L L =0 (9
|— sm— —cos— e ¢ 1 |
£ . !
- cos— sin— =—e ¢ 1
Implying L L
cosh— cos— = -1,
£ P

WKB(t) formulas

Just as in subsection 3.1.3, discarding O(¢) terms as well as those
of higher orders in (18), led to

0] 1 1 0
1 0 -1 0
_ L
- sin— = cos 0 11=0 (19
L L
— C05— sin— 0
£
Implying
p 1
L 2 fo a (x)dx
cos—=0 = —
g (2n+ Dm
and obtaining the same result (16):
Other boundary conditions could be considered.
2
w, = w (14—0(})), n=0 1 .., n—=w
2 fé a 3 (x)ydx n
Results

The non-dimensional frequencies for the first six vibration modes
for a 1 m length conical beam were obtained by using ANSYS
simulation package and WKB and WKB(t) formulas. In this case,

r(x)=1+nx,
radius would be (in millimetres )

8 Clamped left end, free right end.
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S(x) = 5, (1 +nx)?, Jx) = Jo (1 +nx)?,

Conn =1,5,9, respectivamente (x se mide en metros).

En las primeras tres tablas se muestran los resultados obtenidos
para una viga empotrada en sus dos extremos, en la cual el ex-
tremo izquierdo tiene un radio de T mm vy el extremo derecho
un radio de 2, 5y 10 mm, respectivamente.

En las Gltimas tres tablas se ofrecen los resultados obtenidos para
una viga voladiza, en la cual el extremo izquierdo estd empotra-
do y tiene un radio de 2, 5 y 10 mm, respectivamente, y el ex-
tremo derecho estd libre y tiene un radio de 1 mm.

En todas las tablas que se presentan a continuacion, radio 1
significa el radio del extremo izquierdo, y radio 2 el del extremo
derecho.

Primer caso (viga empotrada en sus dos extremos)

In English

Six) = S5 (1 +nx)?, JO) = Jo (1 +7nx)%,

withn=1,5, 9 (x in meters).

The first three Tables give the results for a clamped beam, with
left end radius being 1 mm and right end 2, 5 and 10 mm.

The last three Tables show the results for a cantilevered beam
whose left end was clamped and had 2, 5 and 10 mm radius,
the right end being free and 1 mm radius.

Radius 1 means left-end radius and radius 2 the right end in all
Tables.

First case (clamped beam):

W, On
i 2 i i i Table 1. F i f 1=1 di d2=2 di
Tabla 1. Frecuencias para una viga de radiol = 1T mm y radio 2 able 1. Frequencies or a 1=1mm radius and 2=2mm radius
=2 mm beam
Modo Numérica WKB Error % WKB(0) Error % Mode Numerical WKB Error% WKB(t) Error%
1 5.260.911 5187.872 1388327 5.149.840 3111244 1 5.260.911 5.187.872 1.388.327 5.149.840 2.111.244
2 14.426.868 | 14.302.282 0.863569 14.305.112 0.843953 2 14.426.868 14.302.282 0.863569 14.305.112 0.843953
3 28.211.485 28.038.196 0.614249 28.038.025 0.614855 3 28.211.485 28.038.196 0.614249 28.038.025 0.614855
4 46.583.044 | 46.347.851 0.504891 46.347.861 0.504869 4 46.583.044 | 46.347.851 0.504891 46.347.861 0.504869
5 69.539.662 | 69.236.381 0.436127 69.236.381 0.436127 5 69.539.662 | 69.236.381 0.436127 69.236.381 0.436127
6 97.050.575 | 96.703.373 0.357754 96.703.373 0.357754 6 97.050.575 | 96.703.373 0.357754 96.703.373 0.357754
wy Wy
. 2 . . . . . .
Tabla 2. Frecuencias para una viga de radiol = 1T mm y radio 2 Table 2. Frequencies for a 1=1mm radius and 2=5mm radius
=5mm beam
Modo Numérica WKB Error % WKB(t) Error % Mode Numerical WKB Error% WKB(t) Error%
1 9.894.705 9.322.345 5.784.509 9.252.896 6,486389 1 9.894.705 9.322.345 5.784.509 9.252.896 6,486389
2 26.535.193 | 25.697.403 3.157.279 25.702.488 3.138.116 2 26.535.193 25.697.403 3.157.279 25.702.488 | 3.138.116
3 51.385.673 | 50.375.546 1.965.776 50.375.238 1.966.375 3 51.385.673 50.375.546 1.965.776 50.375.238 | 1.966.375
4 84.427.051 83.269.959 1.370.523 83.269.976 1.370.503 4 84.427.051 83.269.959 1.370.523 83.269.976 1.370.503
5 125.699.345 | 124.408.092 1.027.256 124.408.092 1.027.256 5 125.699.345 | 124.408.092 1.027.256 124.408.092 | 1.027.256
6 175.105.920 | 173.748.798 0.775029 173.748.798 0.775029 6 175.105.920 | 173.748.798 0.775029 173.748.798 | 0.775029
W, w,
2, 2 . .
Tabla 3. Frecuencias para una viga de radiol = 1 mm y radio 2 Table 3. Frequencies for a 1=1mm radius and 2=10mm radius
= 10mm beam
Modo Numérica WKB Error % WKB(t) Error % Mode Numerical WKB Error% WKB(t) Error%
1 17.196.945 | 15.422.401 10,318948 15.307.508 10,987049 1 17.196.945 | 15.422.401 | 10,318948 | 15.307.508 10,987049
2 45.094.693 | 42.513.380 5.724.206 42.521.802 5.705.530 2 45.094.693 | 42.513.380 | 5.724.206 | 42.521.802 5.705.530
3 86.348.180 | 83.347.246 3.482.336 83.340.738 3.482.925 3 86.348.180 | 83.347.246 | 3.482.336 | 83.340.738 3.482.925
4 141.013.897 | 137.740.260 2.321.435 137.740.289 2.321.414 4 141.013.897 | 137.740.260 | 2.321.435 | 137.740.289 2.321.414
5 209.132.897 | 205.797.624 | 1.594.810 | 205.797.622 1.594.811 5 209.132.897 | 205.797.624 | 1.594.810 | 205.797.622 | 1.594.811
b 290.624.462 | 278.450.130 | 1.092.245 | 287.450.130 | 1.092.245 6 290.624.462 | 278.450.130 | 1.092.245 | 287.450.130 | 1.092.245

Segundo caso (viga voladiza)

wn
Tabla 4. Frecuencias 2n para una viga de radiol = 2 mm y radio 2
=1mm

Second case (cantilevered beam):

wn
Table 4: Frequencies Z for a 1=2mm radius and 2=1mm radius
beam

Modo Numérica WKB Error % WKB(t) Error % Mode Numerical WKB Error% WKB(t) Error%
1 1.476.967 1.774.259 20.128.534 0.572204 61.258.173 1 1.476.967 1.774.259 [20.128.534 0.572204 61.258.173
2 6.241.201 6.368.720 2.043.311 5.149.840 17.486.394 2 6.241.201 6.368.720 | 2.043.311 5.149.840 | 17.486.394
3 15.533.725 15.515.800 0.115395 14.305.112 7.909.326 3 15.533.725 | 15.515.800 | 0.115395 14.305.112 [ 7.909.326
4 29.315.699 29.230.601 0.290281 28.038.020 4.358.344 4 29.315.699 | 29.230.601 0.290281 28.038.020 4.358.344
5 47.695.545 47.531.778 0.343359 46.348.564 2.824.123 5 47.695.545 | 47.531.778 0.343359 46.348.564 2.824.123
6 70.659.273 70.413.945 0.347199 69.236.744 2.013.223 6 70.659.273 | 70.413.945 | 0.347199 69.236.744 | 2.013.223
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w, Wy
. 2 . . .
Tabla 5. Frecuencias para una viga de radiol1=5mm y radio Table 5. Frequencies for a 1=5mm radius and 2=1mm radius
2=1mm beam
Modo Numérica WKB Error % WKB(t) Error % Mode | Numerical WKB Error% WKB() Error%
1 4.950.299 4.315.795 [12.817.486 | 1.028.100 | 79.231.557 1 4.950.299 4.315.795 | 12.817.486 | 1.028.100 | 79.231.557
2 1.468.654 13.895.830 5.391.058 9.252.896 37.002.219 2 1.468.654 13.895.830 5.391.058 9.252.896 37.002.219
3 31.813.804 30.904.221 2.859.084 25.702.486 19.209.633 3 31.813.804 30.904.221 2.859.084 25.702.486 | 19.209.633
4 56.886.610 55.846.099 1.829.096 50.376.878 11.443.346 4 56.886.610 55.846.099 1.829.096 50.376.878 | 11.443.346
5 90.056.605 88.900.978 1.283.223 83.276.063 7.529.200 5 90.056.605 88.900.978 1.283.223 83.276.063 7.529.200
6 131.426.914 | 130.125.637 | 0.991146 | 124.400.045 5.346.598 6 131.426.914 [ 130.125.637 | 0.991146 124.400.045 | 5.346.598
n o
. 2y . . . 2
Tabla 6. Frecuencias para una viga de radio 1 = 10 mm y radio Table 6. Frequencies for a 1=10mm radius and 2=1mm radius
2=1mm beam
Modo Numérica WKB Error % WKB(t) Error % Mode | Numerical WKB Error% WKB(t) Error%
1 11.507.067 9.812.147 14.729.384 1.700.834 85.219.222 1 11.507.067 9.812.147 14.729.384 1.700.834 85.219.222
2 29.833.066 28.951.609 2.954.632 15.307.508 | 48.689.457 2 29.833.066 | 28.951.609 | 2.954.632 | 15.307.508 | 48.689.457
3 53.261.094 58.861.574 0.674169 42.520.856 28.248.277 3 53.261.094 58.861.574 0.674169 42.520.856 | 28.248.277
4 101.359.573 [ 100.748.773 | 0.602607 | 83.340.878 | 17.777.003 4 101.359.573 | 100.748.773 | 0.602607 | 83.340.878 | 17.777.003
5 156.489.908 | 155.550.755 | 0.600136 | 137.767.574 | 12.440.923 5 | 156.489.908 | 155.550.755 | 0.600136 [ 137.767.574 | 12.440.923
6 224.997.537 | 223.702.144 0.575736 205.800.943 8.531.912 6 224.997.537 [ 223.702.144 | 0.575736 | 205.800.943 | 8.531.912

Como ejemplo, presentamos las gréficas de las eigen funciones
del cuarto modo para el caso de la viga empotrada de radio 1 =
1 mm y radio 2= 10 mm, obtenidas mediante el método WKB y
el paquete Ansys.

As an example, graphs are presented for 4™ mode eigenfunctions
in the case of a cantilevered beam having 1=1mm radius and
2=10mm radius obtained by the WKB method and the ANSYS
package.

I
=
n

T
1

0 02 04 06 0.8 1

Figura 1. Cuarto modo WKB
Figure 1. Fourth mode WKB

0.0 0.2 0.4 fm

0.1 0.3

Figura 2. Cuarto modo Ansys
Figure 2. Fourth mode ANSYS

Conclusiones

Los resultados numéricos presentados en la seccion 3.3 mues-
tran que la aproximacion WKB proporciona valores de las fre-
cuencias propias con precision mayor del 3% para los modos

>4

con ndmeros . Cabe senalar que el método de ele-

10

mentos finitos para altas frecuencias ( n p. €j.) presenta

serios problemas en aplicaciones. Los programas estandares para
n =10

ofrecen inestabilidades computacionales. Se ve cla-
ramente que la retencién de términos exponencialmente peque-
fos (formulas WKB vs. formulas WKB(t)) en la ecuacion secular
mejora sustancialmente los resultados numéricos. Aunque esta
conclusién no es consecuencia de un andlisis riguroso, es natural
porque las férmulas WKB (en contraste con WKB(t)) pasan en la
ecuacion secular exacta para el caso de coeficientes constantes y
es el tinico caso conocido (Abrate,1995) cuando la solucién se

14 INGENIERIA E INVESTIGACION VOL. 31 No. T, APRIL 2011 (7-15)

Conclusions

The numerical results given in Section 3.3 showed that the WKB
approach provided natural frequency values having higher than

- . nz4 ,
3% precision, even for modes having numbers s
worth noting that the finite element method for high frequencies

(e.g. nz10 ) led to serious problems in applications. Stan-

n > 10

dard programmes for revealed computational instabil-
ity. It was clearly seen that retaining the exponentially small
terms in secular equation (WKB formulas compared to WKB(t)
formulas) substantially improved the numerical results. Although
this conclusion was not a consequence of rigorous analysis, it
seemed natural because WKB formulas (as opposed to WKB(t))
become part of an exact secular equation in the case of constant
coefficients and in the only known case (Abrate, 1995) when the
solution can be expressed in terms of elementary functions.
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