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Resumen

Cuando se tiene una estructura con dos componentes dispuestas en serie
y en donde cada una de ellas tiene un tiempo de vida que se distribuye
exponencialmente, y ademés las componentes son reparables, se establece
un proceso de renovacion, en el cual para que la estructura esté operando
se requiere que ambas componentes estén en funcionamiento. Este proceso
de renovacién tiene un comportamiento semimarkoviano y se demuestra
que, a partir de este, su funciéon de disponibilidad es una de las incégnitas
de un sistema de ecuaciones integrales, que se resuelve usando un método
numérico disefiado para tal fin. Lo novedoso de este articulo es que se con-
sidera un proceso cuyo espacio de estados incluye el tiempo de reparacion,
lo cual es de utilidad en aplicaciones de ingenieria.
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Modelamiento de la disponibilidad de una estructura en serie reparable con dos unidades

Modeling of the Availability of a Repairable Series
Structure with two Units

Abstract

When there is a structure with two serial components where each one owns
a life time that is distributed exponentially and both of the components
are repairable, it is established a renovation process, in which both compo-
nents need to be working in order for the operation of the structure. It is
observed that the renovation process evidences a semimarkovian behavior
and it is shown that through this one, its availability function is one of the
inquiries of a system of integral equations that is solved by a numerical
method designed for that purpose. The novelty in this article is that it is
considered a process whose state space includes repair time, which is useful
in engineering applications.

Keywords: Series structure; availability; semi-Markov model; integral
equations system; repairable components.

1 Introducciéon

Las estructuras reparables en ingenieria han sido motivo de muchas in-
vestigaciones, debido a que es necesario evidenciar el buen funcionamiento
de los distintos mecanismos, su tolerancia a fallos, que se incluye en sus
componentes, y, como resultado, poder dar cierta confianza en el servicio
que proporcionan. Guo et al. [I] proponen un nuevo modelo de reparacion
general, basado en el historial de reparaciones, y Yi et al. [2] presentan
sistemas en series reparables utilizando el método de matriz, que ha sido
ampliamente utilizado en procesos estocéasticos agregados, especialmente,
en modelado de canales i6nicos y sistemas reparables agregados; las formu-
las de fiabilidad, disponibilidad instantanea e intervalo se dan en matrices.

El analisis de estructuras reparables, desde el punto de vista probabilis-
tico, se encarga de las caracteristicas operativas mediante modelos estocés-
ticos adecuados; es asi como se encuentran los campos de la fiabilidad y la
disponibilidad, para evaluar estos se utilizan diferentes técnicas de modela-
do, dependiendo de las suposiciones de operacion del sistema (degradacion
y reparacion). Kayedpour et al. [3] desarrollan un algoritmo integrado para
resolver el problema de diseno de fiabilidad, considerando la disponibili-
dad instantédnea, componentes reparables y la seleccion de estrategias de
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configuracion, basadas en los procesos de Markov y el algoritmo NSGA-II.
Melo et al. [4] presentan la estimacion de la confiabilidad-dis ponibilidad-
mantenibilidad, mediante una simulacién tipo Monte Carlo de un sistema
de compresiéon de gas amargo de una plataforma costa afuera, durante la
etapa de ingenieria, a partir de las tasas de fallas de los equipos mecénicos
e instrumentos.

Dentro del campo de la fiabilidad se estudia la estimacién de la pro-
porcién del tiempo operativo de la estructura; es decir, de la proporcion
de tiempo en el cual la estructura realmente esté trabajando durante un
intervalo dado de tiempo; se puede hacer a referencia los trabajos de: Na-
vas [5], quien plantea como la intensidad de fallo de un elemento reparable
se puede estimar empleando los tiempos sucesivos entre fallos, mediante
un Proceso Puntual Estocéstico. Si los tiempos entre fallos se distribuyen
exponencialmente, entonces la intensidad de fallo es constante y se puede
modelar por un Proceso de Poisson Homogéneo. En los casos en los que
no existe una tendencia en la intensidad de fallo, puede ser de aplicacién
el Proceso de Poisson No Homogéneo. Ardakan et al. [6] muestran que la
fiabilidad de los componentes se considera como una funcién del tiempo, y
el RAP ( Redundancy allocation problem ) se reformula mediante la intro-
duccién de un nuevo criterio llamado:“mission design life", definida como
la integracion de la funcién de confiabilidad del sistema durante el tiempo
de la mision. Lopez [7] presenta un nuevo proceso estocéstico, denominado
proceso potencial, que permite modelar los tiempos de operatividad y de
reparacién en un sistema en deterioro, en el que involucra el concepto de
reparacion pospuesta.

Una medida para evaluar la estructura en cuanto a su rendimiento es
mediante su disponibilidad, y esta depende de la distribucién del tiempo de
vida 1til de cada una de las unidades de la estructura y de la capacidad de
recuperacién de la misma. Muchos autores han hecho un aporte cientifico al
concepto de disponibilidad, entre muchos investigadores se puede mencio-
nar a: Csenki [§], quien da a conocer su trabajo intitulado: Disponibilidad
conjunta de los sistemas modelados por procesos semimarkovianos finitos.
Posteriormente, presenta sus trabajos: Disponibilidad de misién de sistemas
de Markov semi-reparable [9], analisis transitorio de la disponibilidad de in-
tervalo para sistemas reparables modelados por procesos semimarkovianos
finitos [I0]. Entre tanto, Donaticllo y Lyer [II], muestran una solucion de
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forma cerrada para la distribucion de la disponibilidad del sistema. Rubino
y Sericola [12] exponen sus ideas sobre el intervalo de calculo de distribucion
de la disponibilidad.

Aportes recientes sobre disponibilidad son los hechos por Alaswad y
Xiang [13], quienes muestran una revision de la literatura CBM (Condition-
based maintenance) con énfasis en modelos mateméticos y enfoques de op-
timizacion; Arunachalam et al. [14] presentan la funcion de disponibilidad
en términos de una ecuacién integral y muestran, a la vez, posibles solucio-
nes; Bednara [I5] presenta los métodos existentes para calcular la funcién
de disponibilidad; Calvache [16] comparte su trabajo sobre aproximacio-
nes de las funciones de renovaciéon y de disponibilidad, con aplicaciones en
el area administrativa. Calvache [I7] expone la obtencion de los momentos
transitorios y estables del tiempo de misioén de la disponibilidad del sistema
sujeto a fallas, asi como el analisis de su funcién de distribucién, mediante
el uso de la teorfa de las distribuciones de tiempo de viaje de un movil,
que transita por un ntumero finito de caminos, en los que la velocidad pro-
medio del movil varia de camino a camino. Cui et al. [I§] presentan dos
nuevos indices de disponibilidad de intervalos para sistemas reparables de
Markov; Donatiello e Iyer [I1] reporta una soluciéon de transformacion de
Laplace para la distribucién de disponibilidad en un intervalo finito, para
un modelo semi-Markov. La transformaciéon de la distribucién se invierte
analiticamente para obtener una solucién de forma cerrada para el modelo
de Markov correspondiente; Rubino y Sericola [12] consideran un sistema
informético reparable con dos estados, primero tratan con procesos semi-
Markov, y bajo algunas condiciones desarrollan un método para calcular
la distribucion de disponibilidad; Sericola [19] define un nuevo algoritmo
para calcular la distribuciéon de disponibilidad de intervalos para sistemas
que tienen un solo estado operativo. Existen articulos en los que se han
estudiado estructuras reparables dispuestas en paralelo, como se puede ob-
servar en Hu et al. [20], quienes estudian la equivalencia de disponibilidad
de diferentes disenos de un sistema en serie paralelo reparable, bajo el su-
puesto de que los componentes del sistema tienen tasas de falla y reparacion
constantes; Csenki [21] presenta una nueva aproximacion del tiempo ope-
racional acumulativo para modelos de sistemas reparables, y El-Damcese
et al. [22] analizan un sistema en serie-paralelo mediante el uso del proceso
semi-Markov, en donde hay espacio para realizar mantenimiento preventivo
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al sistema y, asi, aumentar la vida util del sistema; con base en estos dos
dltimos articulos el aporte de estas lineas es el de desarrollar un estudio
detallado de estructuras reparables de dos unidades dispuestas en serie; se
modela la disponibilidad mediante un sistema de ecuaciones integrales y se
resuelve mediante el uso de algunos métodos numéricos. Estos resultados
son muy importantes en el campo de la ingenieria industrial.

Ejemplos clasicos de estructuras en serie son algunos sistemas de tu-
berias en donde se puede encontrar una tuberia de descarga, una valvula,
una bomba y una tuberia de succién, y es necesario que todas estas com-
ponentes estén dispuestas en serie, y en ese orden, para que la estructura
funcione; también, se puede encontrar en los microcomponentes de un equi-
po electrénico transistores que, en muchos casos, requieren estar dispuestos
en serie para hacer algin trabajo especifico.

2 Descripcion del modelo

Para la descripcion del modelo se considera una estructura en serie repara-
ble cuyas componentes son dos unidades: A y B, que, en general, presentan
diferentes caracteristicas técnicas. Se asume que cuando una de las unidades
falla, inmediatamente, entra a reparaciéon. Igualmente, cuando transcurra
un tiempo especificado sin que ninguna unidad falle se hard un manteni-
miento preventivo, de manera alternativa; inicialmente, se realiza sobre una
unidad; la siguiente ocasién se haré sobre la otra unidad, y asi sucesivamen-
te. Una vez se haga reparacién o mantenimiento preventivo a una unidad,
ésta se considera “en excelentes condiciones para realizar su trabajo". Pero
si una unidad fue reparada tultimamente, el siguiente mantenimiento pre-
ventivo se haré sobre la otra unidad.

Para cada una de las unidades se manejan tres tiempos: de vida (V;),
reparacion (R;) y mantenimiento (M;), cada uno de ellos es independien-
te de los otros y con comportamiento exponencial. La simbolizaciéon uti-
lizada es: V; ~ exp(\;), R; ~ exp(v;) y M; ~ exp(w;), con i = A, B.
Notese que como las variables aleatorias V4 y Vp son continuas, entonces
P(Vy =Vg) = P((Va,Vp) = (t,t), para algin ¢t € R) = 0; es decir, en es-
te modelo, la probabilidad de que las dos unidades fallen simultaneamente
es cero, por tanto en ningtn momento las dos unidades entran a reparaciéon
al mismo tiempo.
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Asi, el modelo por estudiar sera el proceso que describe si la estruc-
tura estid o no funcionando en un tiempo ¢, después de haber sido puesta
en funcionamiento. Este modelo se denota por Y = {Y(¢),t > 0} y es
semimarkoviano [§],[9],[10].

A continuacion se presentan el espacio de estados S del proceso Y
(ver Figura , y teniendo en cuenta que cada una de las unidades de
la estructura puede estar funcionando o, en caso contrario, estar siendo
reparada, o estar en mantenimiento preventivo, constara de seis elementos:
S ={1,2,...,6}. El significado de cada uno de los estados es el siguiente:

e Los estados 1 y 3 representan aquellos en los que tanto la unidad
A como la unidad B estan funcionando. Al estado 1 se accede en el
caso en que en el estado anterior del proceso, la unidad A no estuviera
funcionando y la unidad B no presentara falla; mientras, al estado 3
se accede en caso de que en el estado anterior, la unidad A estuviera
funcionando mientras que la unidad B no.

e El estado 2 representa aquel en que la unidad A funciona y la unidad
B entra a mantenimiento preventivo.

e El estado 4 representa aquel en que la unidad A entra a manteni-
miento preventivo y la unidad B funciona.

e El estado 5 representa aquel en que la unidad A esta en reparacion y
la unidad B funciona.

e El estado 6 representa aquel en que la unidad A funciona y la unidad
B esté en reparacion.

Ingenieria y Ciencia
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Figura 1: Transiciones del proceso Y = {Y(¢),t > 0}; donde A y B son las
unidades, T hace referencia que la unidad trabaja, M P hace referencia que la
unidad entra a mantenimiento preventivo y NT hace referencia que la unidad
esta en reparacion porque ha presentado alguna falla.

Estos estados pueden subdividirsen en: U = {1,3} y D = {2,4,5,6},
donde cada uno de los estados del conjunto U, indican que la estructura
estd en funcionamiento, mientras que los estados del conjunto D, indican
lo contrario.

Ademaés, se considera los siguientes supuestos:

e La primera unidad en entrar a mantenimiento preventivo es la uni-
dad B, después de estar en funcionamiento la estructura durante un
tiempo Cpg. Si después de haber sido reparada la unidad B 6 des-
pués de habérsele hecho mantenimiento preventivo, la estructura no
falla durante un tiempo Cy4 se realiza mantenimiento preventivo a
la unidad A y, de esta manera alternativa, se realizan los siguientes
mantenimientos preventivos.

ing.cienc., vol. 16, no. 31, pp. , enero-junio. 2020.
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e El modelo no contempla el caso en que las dos unidades fallen simul-

taneamente, debido a que la probabilidad de que las dos unidades
fallen al mismo tiempo es cero.

e Solo se cuenta con disponibilidad para matenimiento o arreglo de una

unidad.

3 Conceptos y resultados basicos

En esta seccién se incluye algunas nociones y resultados inherentes al es-

tudio de la disponibilidad de una estructura en serie:

160

e El tiempo de acumulacion operativo C; es el tiempo total en el cual

el proceso Y permanece en uno de los estados en el que funciona,
durante el intervalo de tiempo [0, ¢]. También, C' = {C; | t > 0} es el
proceso estocéstico de tiempos de acumulaciéon operativo.

M, es el tiempo aleatorio, requerido para que la estructura esté en
funcionamiento durante un tiempo predeterminado v. A v se le llama
duracién de la mision y a M, se le llama tiempo de la mision. Tam-
bién, M = {M, | v > 0} proceso estocastico de tiempos de mision.
Este concepto de tiempo de misién es tratado conceptualmente por
Calvache [I7] con aplicaciones a un sistema en donde fallan varios de
sus componentes.

M, — v es el tiempo total en reparacion, asociado con una duracién
de misién v.

Para t,v > 0:
Cy>v <— M, <t

La disponibilidad del tiempo en una mision (WMA), denotada por
W (t1,t2), es la probabilidad de que en total, no haya méas de to uni-
dades de tiempo total en reparacién, asociada con una duracién de
misiéon £y.

W(tl,tg) = P(Mt1 -1 < tg). (1)

Ingenieria y Ciencia
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Notese que si 0 <ty < t1 < 00,
W (ta,t1 — ta) = P(My, —to < t1 —t9)

(M, <t1)
(Ct1 > tg).

P
P

e La funcion de distribucion acumulativa (Cdf) de Ct, es definida por:

1—Wi(ta,t1 —to), 10 <ty <t,
1, SiOStl Stz.

P(Cry <tg) = { (2)

e La notaciéon con subindices en probabilidades se usa para denotar
probabilidades con una condicién inicial, de la siguiente manera:

P,(A)=P(A|Y(0) =s), paratodos €S y paratodo evento A.
Por ejemplo: Wi (t1,ta) = P(M;, —t1 < ta | Y(0) = s).
o W(ty,t2) es el vector (Wi(t1,t2)),cq-

e Si B=U 6 B=D, 7p es el primer tiempo de permanencia de Y en
B. Esto es el tiempo gastado por Y en B durante esta primera visita a
B. Asi que, si Y(0) € U entonces 7y es el lapso del primer periodo de
trabajo, y si Y (0) € D, entonces 7p es el lapso del primer periodo de
reparacion. Ademés, el tiempo de espera o permanencia del proceso
en un estado ¢ € B es el tiempo aleatorio 7;, que corresponde al
tiempo en que el proceso permanece en el estado 7.

e En referencia a la tesis de Rodriguez [23] se demuestra que el proceso
Y es semi-markoviano, el cual tiene como nucleo a la matriz Q(¢), la
cual se calcula mediante:

P(r <t,Y(mi) =j), sii#j,
qij(t) - {0 Z Z sii=j

(3)

e La notacién con subindices en matrices se usa para denotar sub-
matrices o sub-vectores. Por ejemplo: Qp /(t) = (¢du)deDuct-
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Ahora, el resultado principal para determinar la disponibilidad del tiem-
po en una misién, el cual serd usado en la aplicaciéon de este articulo, es
presentado por Csenki [21], quien demostr6 que en una estructura reparable
se satisface el siguiente teorema:

Teorema Central 1. La matriz de valores de las funciones Kyp(t) y
Kpu(t) sobre [0,00) estdn dadas por:

KUD(t) = QUD(t) + /Ot QUU<dw) KUD(t — w), (4)

KDU(t) = QDU(t) + /Ot QDD(dw) KDU(t — w). (5)

Ademds, si Wy (ti,t2) v Wp(ty,ta) son vectores cuyas componentes son
las disponibilidades de tiempo para una mision cuando la estructura ini-
cia en los diferentes estados de U y D, respectivamente, entonces estos
satisfacen las ecuaciones integrales:

WU(tl,tQ) =1 — KUD(tl) -1

t1 to
+/ Guu(dwr, dws) Wy (t1 — wi, ta —wa), (6)
o Jo

Whp(ti,t2) =Kpu(te)- 1 — Gppl(ti,t2)- 1

t1 to
+/ GDD(dwl,dwg)WD(tl —wl,tg —wg). (7)
0 0

donde las funciones Gyy y Gpp sobre [0,00)2 son definidas por:
Guu(ti,t2) = Kyp(t1) Kpu(ta),
Gpp(ti,t2) = Kpu(te) Kup(tr).

También, los dos subvectores Wy y Wp del vector WMA se pueden expresar
uno términos del otro, como:

(8)

t1
WU(tl,tQ) =1- KUD(tl) -1+ KUD(dw) WD(tl — w,tg),
0
to

Wp(t,t2) = Kpy(dw) Wy (ti,ta — w).
0
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Por otra parte, las ecuaciones dadas en este teorema son casos particu-
lares del sistema:

H(t) = J(dw)H(t-w)+ V(t), 9)
[0,t1]x[0,t2]

donde:

() = H(t,t) = | ) = [Gri ]

. Wl(tl—wl,tg—wg) . 1—K1D(t1)
H(t N w) o |:W3(t1 — wl,t2 — 1U2):| ’ V(t) o |:1 — KgD(tl):| ’

los vectores V(t), J(dw) son conocidos y H es desconocido. El sistema
dado por @D es solucionado por Boehme [24], quien lo resuelve mediante
un método numérico.

4 Disponibilidad para los estados en funcionamiento
Para encontrar Wy (t1,t2) en nuestro modelo se usara la ecuacion integral

dada en @ y el resultado y, dado que la funcién exponencial es deri-
vable, dicha ecuacién se puede expresar como:

Wy (ti,t2) = 1 —Kpyp(ti) - 1

b rt2 0?*Gyy(wr, we)dws dw
+/ WU(tl—wl,tQ—wg) UU(a ! 2) 2 1.
0 0 w1 811]2

Las componentes de Wy (t1,t2) para el modelo se presenta en tres casos:

e Caso 1. Sit; < Cpgyty >0,

Wi(t1,t2) = 1— |:>\A)\TA>\B(1 —e~atdp)t) o /\;f)\B (1-— 6_()‘A+>‘B)t1)]

t1 to
+/ / Aaa 6_[()‘A+)\B)wl+’l/)Aw2] Wl(tl —wy, ty — w2)
0 0
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+ Ap g e (PatA)wrtvswal gy () )ty — wo)dwa dwy, (10)

Wg(tl, t2) = 1— |:)\A)\TA/\B(1 _ e*(AA+>\B)t1) + )\A)f)\B (1 _ e*(AAJr)\B)h)

t1 to
+/ / Aata o [(Aa+AB)wi+ia wo] Wl(tl —wy, ty — w2)
0 0

+ )\B ¢B 6_[(>\A+)\B)w1+¢3 wz] W3(t1 — wq, t2 — wg)dWQ dwl. (11)

e Caso 2. SiCp <t < Cyyts >0,

_ AA _
Wit to) = 1 — [e-PatrB)Cs o 24 (1 —(Aatdp)h
1( . 2) [e >\A+)\B( ‘ )
AB _
5 N1 (Aa+AB)t1
Matag e )

t1 to
+ / / Aava e~ [(Aat+Ap)wi+ipa wo] Wl(tl —wy, ty — w2)
0 0

+ Ap g e (PatAp)wtvswal g () )ty — wo)dwa dwy, (12)

t1 to
+ / XA e—[(AA-&-)\B)leZ)A wa] Wl(tl —wy,ty — U,2)
0 0

+ >‘B wB 67K>\A+)\B)wl+w3 wo] Wg(tl — w1, tg - wg)dwg dwl. (13)

e Caso 3. 51t >Cyyty >0,

_ A _
Wit to) =1 — (Aa+AB)CB 1 — e~ (AatAn)ta
1( 1 2) [6 + )\A n >\B( € )
_ B (1 e (Rati)ta
+ A4+ AB ( ¢ )

t1 to
4+ / / Aaa e~ [(Aa+Ap)wi+ipa wo] Wi(t, — wy, ty — wy)
0 0

+ AB ’le 6_[()‘A+)‘B)wl+w3 w2] W3<t1 — w1, tQ — wg)dwz dwl, (14)
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A
1 _ —(Aa+AB)Ca A _ _—(Aat+tAB)ta
Ws(t1,t2) =1 —[e + SRS )\B(l e )
AB _
_ B (1 = e~ (Ratin)h
* A+ )\B( ‘ )

t1 to
+ / / Aata e~ [(Aa+AB)wi+a wo] Wity — wi,ty — wy)
0 0

+ )\B ¢B 6_[()‘A+/\B)wl+¢3 w2] Wg(tl — wi, tQ — ’U)Q)dwg dwl. (15)

Los sistemas de ecuaciones integrales y ; y , y y

son casos particulares del sistema @D Para poder resolver numérica-
mente este sistema es necesario tomar casos particulares de este modelo y
aplicarle el método numeérico desarrollado por Boehme [24]. En la siguiente
seccion se planteardn casos ilustrativos, con su respectiva solucién.

5 Ejemplo numérico

Un proceso industrial es comprendido como todo desarrollo sistematico;
implica una serie de pasos ordenados y organizados, que suceden de forma
alternativa o simulténea, los cuales se encuentran estrechamente relaciona-
dos entre si y cuyo proposito es llegar a un resultado preciso. Una forma
de medir este proceso es mediante la funcién de distribucién acumulativa
(Cdf) del tiempo operacional acumulativo en un intervalo de tiempo finito
[0,t], que se representa en términos de disponibilidad.

Como se mencion6 anteriormente la disponibilidad del tiempo en una
mision (WMA) dada por , es la probabilidad de que en total, no haya
maés de to unidades de tiempo total en reparaciéon asociada con una duracién
de misién t1, y su expresion esta dada por:

W (ty,ta) = P(My, —t1 < t5).

Ahora, fijando un tiempo t; y variando un tiempo to, se encuentran
los sistemas de ecuaciones integrales indicadas en la anterior seccion. La
soluciéon es dada por @ Por medio de esta se halla las aproximaciones para
H(ty,to) = [Wi(t1,t2), W3(t1,t2)]T. El objetivo es encontrar la funcién de
distribucion de CY, en el caso de que el proceso empiece en el estado 1; es
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decir, si Y = 1y para esto se utilizan los resultados de Wi (t1, t2), mediante

(2):

1—W1(t1,t2), SiOStzgtl,

Pi(Cy, <t) =
1(Cry < t2) {1, si0 <t <t

El ejemplo que, a continuacion, se presenta cuenta con dos unidades A
y B. Se asume que las dos unidades no presentan ninguna falla; para cada
una de las unidades se presentan los tiempos: de vida (V;), reparacion (R;) y
mantenimiento (M/;). Cada uno de ellos es independiente de los otros y con
comportamiento exponencial. Los valores supuestos de los pardmetros del
modelo para la unidad A se dan de la siguiente manera: A4 = 10%’ g =
%, ay = ﬁ, el tiempo de funcionamiento antes de entrar a mantenimiento
preventivo es Cy = 90h; para la unidad B es: Ap = ﬁ, P = ﬁ, a= ﬁ,
el tiempo de funcionamiento antes de entrar a mantenimiento preventivo,
es: C'p = 65h y un tiempo de misién de la estructura t,,, = 120. En la Tabla
se muestra los valores esperados de los tiempos de vida, de reparacion
y mantenimiento, asumidos por el modelo (dados en horas) tanto para la
unidad A como para la unidad B.

Tabla 1: Valores que definen las caracteristicas del las componentes A y B

E[V4] | E|VB] | E[R4a] | E[RB] | E[M4] | E[MB] | Ca | Cp | tm
100 120 5 3 10 15 90 | 65 | 120

Los valores de la Cdf del tiempo operacional acumulativo, para la es-
tructura reparable en serie, con dos unidades, son mostrados en el Tabla

y Figura 2|
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- —e—1,=120h

80
Tiempo - horas

100

120

Figura 2: Funcién Cdf para una misiéon igual a 120 horas.

Tabla 2: Valores de Cdf, cuando el tiempo de mision es de 120 horas

to ‘ P’I‘(Cmo < tg) H to ‘ P’I’(Clgo < tg) H to ‘ PT(Clgo < tg)
0 0.0000 44 0.0000 88 0.0729
4 0.0000 48 0.0000 92 0.1087
8 0.0000 52 0.0000 96 0.1631
12 0.0000 56 0.0000 100 0.2444
16 0.0000 60 0.0001 104 0.3626
20 0.0000 64 0.0001 108 0.5269
24 0.0000 68 0.0102 112 0.7391
28 0.0000 72 0.0148 116 0.9808
32 0.0000 76 0.0215 120 1.0000
36 0.0000 80 0.0314

40 0.0000 84 0.0463

Con las especificaciones que se dieron para la estructura en serie con
dos unidades, se puede deducir lo siguiente: las probabilidades bajas indi-
can como poco probable que el tiempo acumulado de la estructura funcione
menos de ¢y horas; la probabilidad de que el tiempo acumulado de funcio-
namiento del proceso sea menor a 92 horas, es de 0.1087; la probabilidad
de que el tiempo acumulado de funcionamiento del proceso sea menor a
108 horas, es de 0.5269.
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En el Tabla [3| se presenta tres ejemplos. En cada uno de ellos se asume
dos unidades A y B que se encuentran en perfectas condiciones. Los tiempos
esperados de vida, reparacién y mantenimiento se conservan fijos. Varia el
tiempo de funcionamiento de cada unidad antes de entrar a mantenimiento
preventivo y el tiempo de misién.

Tabla 3: Valores asumidos por el modelo para tres situaciones diferentes

E[Va] | ElVs] | E[Ra] | E[Rp) | E[M4] | EIMp] | Ca | C5 | tm

100 120 5 3 10 15 70 | 50 | 80
100 120 5 3 10 15 60 | 30 | 100
100 120 5 3 10 15 50 | 35 | 60

08

0.4

0.2

41,80
t 100 h
n

et 60h

40

50 60
Tiempo - Horas

100

110

Figura 3: Funciones Cdf relativas a la Tabla

Los valores de la funcion de distribucion acumulativa (Cdf) del tiempo
operacional acumulativo para un tiempo de misiéon de 80, 100 y 60 horas
son presentados en la Figura 3]y en la Tabla [4]
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Tabla 4: Valores de Cdf relativos al Tabla

to ‘ P?“(Cgo <t2) H to ‘ P’I“(Cu)o < tg) H to ‘ P?"(C60 <t2)

0 0.0000 0 0.0000 0 0.0000
4 0.0000 5 0.0000 3 0.0000
8 0.0000 10 0.0000 6 0.0000
12 0.0000 15 0.0000 9 0.0000
16 0.0000 20 0.0000 12 0.0000
20 0.0000 25 0.0000 15 0.0000
24 0.0000 30 0.0057 18 0.0001
28 0.0000 35 0.0088 21 0.0002
32 0.0001 40 0.0136 24 0.0004
36 0.0003 45 0.0209 27 0.0009
40 0.0006 50 0.0321 30 0.0019
44 0.0015 55 0.0493 33 0.0039
48 0.0035 60 0.0766 36 0.1171
52 0.0724 65 0.1215 39 0.1559
56 0.1082 70 0.1909 42 0.2087
60 0.1635 (0] 0.2945 45 0.2806
64 0.2486 80 0.4447 48 0.3783
68 0.3781 85 0.6528 o1 0.5125
72 0.5710 90 0.9488 54 0.6935
76 0.8406 95 1.0000 57 0.9235
80 1.0000 100 1.0000 60 1.0000

De los tres tiempos de misiéon se puede deducir lo siguiente: para un
tm = 100 h se observa que, con una probabilidad de 1, el tiempo acumulado
de funcionamiento del proceso se termina en menos de 95 horas; para un
tm = 80 h la probabililidad de que el tiempo acumulado de funcionamiento
del proceso sea menor a 76 horas, es de 0.8406, y para un t,, = 60 h, la
probabililidad de que el tiempo acumulado de funcionamiento del proceso
sea menor a 57 horas, es de 0.9235.

En un t,, = 60 h se observa que entre los tiempos to = 33 y to = 36
horas, la estructura puede presentar alguna alteraciéon; dicha anomalia se
puede ver por el valor de las probabilidades: de 0.0039 pasa a 0.1171; para
el t,, = 100 h, la estructura puede presentar anomalia. Entre los tiempos
to = 65 y to = 70 horas se observa que, de 0.1215, pasa a 0.1909, y para
un t,, = 80 h, la estructura puede presentar anomalia. Entre los tiempos
to = 56 y to = 60 horas se observa que, de 0.1082, pasa a 0.1635.
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6 Conclusiones

Los procesos de renovacién en la industria han sido motivo de muchas
investigaciones. Una de sus tematicas es el estudio de la estimacion de las
caracteristicas del tiempo operativo del sistema; por ejemplo, la funcién de
distribucion (cdf) del tiempo operacional acumulativo, en un intervalo finito
[0; t], es representada en términos de disponibilidad de trabajo. La funcién
de disponibilidad se model¢ a través de un sistema de ecuaciones integrales
de una estructura en serie reparable, con dos unidades, y la solucién se
encontré por medio de un método numérico, fijando el tiempo ¢; y variando
el tiempo to.

En la funcién de distribucion acumulativa (Cdf) del tiempo operacional
acumulativo para un tiempo de misién t; se encuentra: probabilidades ba-
jas, indican poca probabilidad de que el tiempo acumulado de la estructura
funcione menos de t9 horas; saltos de probabilidades, es decir, se observa
cambios bruscos en el valor de probabilidades (se puede presentar alguna
anomalia entre dos tiempos en el proceso). También, muestra el tiempo
en que el proceso puede terminar su misién (cumple su objetivo); se resal-
ta que se puede identificar si el tiempo acumulado de funcionamiento del
proceso puede terminar en menos de t3 horas, con gran probabilidad.

Referencias

[1] H. Guo, H. Lia, and W. Zhao, “A new stochastic model for systems under
general repairs,” IEEE Transactions on Reliability, vol. 56, no. 01, pp.
40-49, 2007. https://doi.org/10.1109/TR.2006.890895

[2] H. Yi and L. Cui, “A study on repairable series systems with markov
repairable units,” Springer Series in Reliability Engineering, pp. 121-157,
Jan. 2018. https://doi.org/10.1007,/978-3-319-63423-4 7

[3] F. Kayedpour, M. Amiri, M. Rafizadeh, and A. S. Nia, “Multi-
objective redundancy allocation problem for a system with repairable
components considering instantaneous availability and strategy selection,”
Reliability Engineering € System Safety, vol. 160, pp. 11-20, Apr. 2017.
https://doi.org/10.1016/j.ress.2016.10.009

[4] R. Melo, C. Lara, and F. Jacobo, “Estimacion de la confiabilidad-
disponibilidad-mantenibilidad mediante una simulacién tipo monte carlo

|70 Ingenieria y Ciencia


https://doi.org/10.1109/TR.2006.890895
https://doi.org/10.1007/978-3-319-63423-4_7
https://doi.org/10.1016/j.ress.2016.10.009

L. Rodriguez y A. Calvache

de un sistema de compresion de gas amargo durante la etapa de
ingenieria,” Tecnologia Ciencia, vol. 2, mno. 24, pp. 93-104, 2009.
https://www.redalyc.org/articulo.oa?id=48213841002

[5] M. N. Alvarez, “Estudio de la fiabilidad de los sistemas reparables y desarrollo
de un procedimiento de an&lisis multivariante,” Ph.D. dissertation, Escuela
Técnica Superior de ingenieros Industriales, 2017. [55]

[6] M. Abouei Ardakan, Z. Mirzaei, A. Zeinal Hamadani, and E. A. Elsayed,
“Reliability optimization by considering time-dependent reliability for
components,” Quality and Reliability FEngineering International, vol. 33,
no. 8, pp. 1641-1654, 2017. https://doi.org/10.1002/qre.2132

[7] E. Lopez, “Estudio de la fiabilidad de sistemas con reparaciones pospuestas,”
Ph.D. dissertation, Universidad de Extremadura, 2004.

[8] A. Csenki, “Joint availability of systems modelled by finite semi-markov
processes,” Appl. Stochastic Models & Dam Analysis, vol. 10, pp. 279-293,
1994. https://doi.org/10.1002/asm.3150100406

[9] ——, “Mission availability for repairable semi-markov systems: analytical
results and computational implementation,” Statistics, vol. 26, pp. 75-87,
1995. https://doi.org/10.1080,/02331889508802468

[10] ——, “Transient analysis of interval availability for repairable systems
modelled by finite semi-markov processes,” IMA J. Math. Appl. in Business
and Industry, vol. 6, pp. 267-281, 1995. https://doi.org/10.1093 /imaman /6.

3.267 55} B3
[11] L. Donatiello and B. R. Lyer, “Closed-form solution for system

availability distribution,” IEEE Trans. Reliab, vol. 36, pp. 45-47, 1987.
https://doi.org/10.1109/TR.1987.5222291

[12] G. Rubino and B. Sericola, “Interval availability analysis using operational
periods,” Performance FEvaluation, vol. 14, pp. 257-272, 1992. https:
//doi.org/10.1016/0166-5316(92)90008-5

[13] S. Alaswad and Y. Xiang, “A review on condition-based maintenance
optimization models for stochastically deteriorating system,” Reliability
Engineering €  System Safety, vol. 157, pp. 54-63, 2017. https:
//doi.org/10.1016 /j.ress.2016.08.009

[14] V. Arunachalam, A. Calvache, and A. Tansu, “Some useful approximations
for the availability function,” International Journal of Reliability, Quality
and Safety Engineering, vol. 22, no. 2, p. 1550008 (15 pages), 2015.
https://doi.org/10.1142/S0218539315500084

ing.cienc., vol. 16, no. 31, pp. , enero-junio. 2020. 71|


https://www.redalyc.org/articulo.oa?id=48213841002
https://doi.org/10.1002/qre.2132
https://doi.org/10.1002/asm.3150100406
https://doi.org/10.1080/02331889508802468
https://doi.org/10.1093/imaman/6.3.267
https://doi.org/10.1093/imaman/6.3.267
https://doi.org/10.1109/TR.1987.5222291
https://doi.org/10.1016/0166-5316(92)90008-5
https://doi.org/10.1016/0166-5316(92)90008-5
https://doi.org/10.1016/j.ress.2016.08.009
https://doi.org/10.1016/j.ress.2016.08.009
https://doi.org/10.1142/S0218539315500084

Modelamiento de la disponibilidad de una estructura en serie reparable con dos unidades

72

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

22]

23]

[24]

L. Bednara, “Methods for approximating the availability functions,” Master’s
thesis, Delft University of Technologyy, Netherlands, 2008. [50]

A. Calvache, “Aproximaciones de las funciones de renovaciéon y de dispo-
nibilidad, con aplicaciones en el area administrativa,” in XXIV Simposio
Internacional de FEstadistica., 2014.

——, “The transient and asymptotic moments for the random mission time
of a system,” Ciencia en Desarrollo, vol. 7, no. 2, pp. 109-124, 2016.
https://doi.org/10.19053,/01217488.v7.n2.2016.4917

L. Cui, J. Chen, and B. Wu, “New interval availability indexes for markov
repairable systems,” Reliability Engineering € System Safety, vol. 168, Mar.
2017. https://doi.org/10.1016/j.ress.2017.03.016

B. Sericola, “Interval-availability distribution of 2-state systems with
exponential failures and phase-type repairs,” IEFEE Transactions on
Reliability, vol. 43, no. 2, pp. 335-343, 1994. http://dx.doi.org/10.1109/24.
295019

L. Hu, D. Yue, and D. Zhao, “Availability equivalence analysis of a repairable
series-parallel system,” Mathematical Problems in Engineering, vol. 2012,
p. 15, 2012. http://dx.doi.org/10.1155/2012 /957537

A. Csenki, “A new approach to the cumulative operational time for semi-
markov models of repairable systems,” Reliability Engineering and System
Safety, vol. 54, pp. 11-21, 1996. https://doi.org/10.1016,/S0951-8320(96)

00065-8 [56} [67

M. A. El-Damcese, A. N. Salem, and N. Temraz, “Semi-markov model of a
series-parallel system subject to preventive maintenance,” Journal of Statis-
tics Applications & Probability, vol. 3, pp. 307-318, 2013. [56]

L. R. Figueredo, “Planteamiento y solucién de un sistema de ecuaciones in-
tegrales que modelan la disponibilidad de un sistema reparable.” Master’s
thesis, Universidad de EAFIT, 2016.

T. Boehme, W. Preuss, and V. Wall, “On a simple numerical method
for computing stieltjes integrals in reliability theory,” Probability in the
Engineering and Informational Sciences, vol. 5, no. 01, pp. 113-128, 1991.
https://doi.org/10.1017/S0269964800001935

Ingenieria y Ciencia


https://doi.org/10.19053/01217488.v7.n2.2016.4917
https://doi.org/10.1016/j.ress.2017.03.016
http://dx.doi.org/10.1109/24.295019
http://dx.doi.org/10.1109/24.295019
http://dx.doi.org/10.1155/2012/957537
https://doi.org/10.1016/S0951-8320(96)00065-8
https://doi.org/10.1016/S0951-8320(96)00065-8
https://doi.org/10.1017/S0269964800001935

L. Rodriguez y A. Calvache

Anexos

A Matriz del Ncleo del proceso

Dado que el proceso Y es semi-markoviano, entonces todos los resultados
de la Secciéon 3 son vélidos para el modelo por plantearse; en particular, el
proceso tiene matriz con nicleo Q(t), la cual se calcula mediante ((3)).

A continuacién, se presenta las probabilidades del proceso, teniendo
en cuenta que si Z es una variable aleatoria continua, sus funciones de
distribucién y densidad se representan por F), y f., respectivamente.

qi2(t) = P(m1 < t,Y (1) =2),
B {P(VA > Cp)P(Vg > Cg), t>Cp,

0, t < Cpg,
B 6_()\A+)\B)C}37 t>Cp,
o, t< Cp.

Un desarrollo similar se plantea para g3 4(t), obteniéndose:

(1) = e—(>\A-|->\B)C'A7 t > Cy,
salt) = 0, t < Cy.

q3(t) =P(n <t,Y(n)=3)=PMp<t)=1—e 8" t>0
Q41(t):P(T4§t,Y(T4):1):P(MA§t)—1 e_O‘A t, t_O.
g51(t) = P(15 <t,Y(15) = 1) = P(Ry <t) =1—e ¥4 ¢ t>0.
q63(t) = P(Tﬁ < t,Y(Tﬁ) = 3) = P(RB < t) =1- 6_1’/)3 t, t> 0.

q15(t) = q35(t) = P(11 < t,Y(71) = 5)
=P(Va<t, Vg >Vy)
t

0
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A

-7 (1= —(Aa+AB)t t>0.
PRSI ) 120

Un desarrollo similar se plantea para qi6(t) = g36(t), obteniéndose:

q6(t) = qz6(t) = P(11 < t,Y (1) = 6)
=P(Vg <t,Vq > Vp)
AB

— 1 — e~ Qatdr)ty 4>
ITES h1=0

Asi, el nicleo de la matriz del proceso semi-Markov para el proceso es:

[0 qi2(t) O 0 qi5(t) que(t)]
0 0 q3(t) O 0 0
Q(t) = 0 0 0 gsa(t) a3s5(t) qse(t)
an(t) 0 0 0 0 0
g1(t) 0 0 0 0 0
L 0 0  ge3(t) O 0 0
Notese que las matrices Quy (t), @pp(t) son matrices nulas, mientras que:
0 qo3(?)
qa1(t) 0
t) = )
Qou(®) gs1(t) 0
0 ges(t)

la matriz Qup tiene tres formas en el presente modelo. A continuacion, se
muestran:

e Sit<(Cp

_ [0 0 as(t) at)
Qup(t) = [O 0 gs5(t) Q36(t)]

e SiCp<t<(Cy

_|@20t) 0 qi5(t) qi6(?)
QUD(t)_[ 0 0 gs35(t) Q36(t):|
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e Sit>Cy
_la2®) 0 qis(t)  que(t)
Quolt) = 0 qu(t) g35(t) gs6(t)

B Matriz G,

Basados en las ecuaciones y enunciadas en el teorema y con los
resultados anteriormente obtenidos se concluye que:

Kyp(t) = Qup(t).

Kpu(t) = Qpu(t).

Utilizando la ecuacion en las tres situaciones planteadas en en la
seccion 4, Disponibilidad para los estados de funcionamiento: si t1 < Cg 'y
to>20,85iCp<t1 <Cayta>0ysity >Cyyts 20,

Guu(ti,t2) = Kyp(t) Kpu(te),
Gpp(ti,t2) = Kpy(te) Kup(t).

las componentes de la matriz Gy (t1,t2) se obtienen asi:

A _ _

gi1(t1,t2) = ﬁ(e (Catdmdts 1) (e=Vats 1) = goy(ty, 1),
A

gi3(ty, ts) = ﬁ(ef@ﬁm)tl —1)(e VB — 1) = gy3(ty, ta),

e SiCp<t; <Cyuyty >0,

A - p—

911(t17t2) = ﬁ(e ()\A+)\B)t1 _ 1)(6 Pt o 1) — g31(t1’t2)’
A - —

gi 3(t1,t2) = ﬁ(e ()\A+)\B)t1 _ 1)(6 Ppta o 1)
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_ 6_(>\A+>\B)CB (e_aB ta _ 1)’

AB (e_(AA"F)\B)tl _ 1)(6—?!113 t2 _ 1)'

933(7517?52) = m

° Sit1>CAyt220,

Aa —(Aa+AB)t —hat
t1.to) = —— ATAB)N1 _q Atz _ 1
g11(t1,t2) YR (e )(e ),
AB —(Aa+Ap)t —Ypt
ti.ty) = —— ATAB)N1 _q Bl2 _ 1
g13(t1,t2) YR (e )(e )
_ e*(AAJr)\B)CB (e*aB ta _ 1)7
AA —(A _
t,ty) = — 2 (e~ Patrp)ly _ q)(g=Vatz _ 1
g31(t1,t2) W +)\B(e )(e )
_ e_()\A+)\B)CA (e—aA to 1),
A
g33(t1,t2) = B (67()‘144‘)\8)151 _ 1)(6*1/113 to _ 1).

ERVEDY
Ademaés, se concluye que si t1,ts > 0, entonces:

?Guy(t, ta) Mg tpg e~ Patrp)titdate )\ pop e=(AatAp)ti+vptz
Oty Oty = AA A e—(AatAB)tit+iats A\ ¢p e—(Aat+Ap)ti+yp ta
(16)
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