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Resumen

En este trabajo se plantean soluciones numéricas a la ecuacion de Rayleigh-
Plesset que describe la evolucién de las burbujas en la cavitaciéon. Para ello, se
considera el MEFG (Método del Elemento Finito de Galerkin); tal simulacién
se realiza en un fluido inviscido e incompresible en un campo de temperatura
uniforme, una tensién superficial esencialmente constante, y el modelo de ca-
vitacion en el flujo siendo la presion interna de las burbujas igual a la presion
de vapor del fluido. De esta manera, para el problema se considera el problema
de Dirichlet y se obtienen los criterios de frontera que auspician el fenémeno
de cavitacion a través del crecimiento de las burbujas o cavidades.
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Solucién de la ecuacion de Rayleigh-Plesset por medio del método del elemento finito

Aspectos relevantes

e Se plantea una solucién numérica a la ecuaciéon de Rayleigh-Plesset por el
método numérico del elemento finito de Galerkin (MEFG). e La implementa-
cion del MEFG se realiz6 en tres etapas: el pre-procesamiento donde se modela
el problema; la solucién de ecuaciones donde se encuentra los valores para la
incégnitas del problema y el post-procesamiento donde se visualizan y anali-
zan los resultados encontrados en la segunda etapa de la implementacion del
MEFG.

Solution of the Rayleigh-Plesset Equation Through
the Finite Element Method

Abstract

In this work we present numerical solutions of the Rayleigh-Plesset equation
which describes the evolution of cavitating bubbles. In order to do that, we
consider FEMG (Finite Element Method Galerkin); this simulation is per-
formed for an inviscid and incompressible fluid in an uniform temperature
field with constant surface tension, and the cavitation model into the which
the pressure inside bubbles is equal to the fluid vapor pressure. Thus, in this
problem is considered the Dirichlet boundary problem, and we obtained crite-
ria for the boundary conditions at the cavitation phenomenon through to the
which give rise to the bubble growing.

Key words: cavitation, Rayleigh-Plesset equation, Galerkin ‘s finite element
method, vapor pressure, inviscid fluid, incompressible fluid.

1 Introduccion

El proceso de formaciéon de burbujas o cavidades en un fluido como con-
secuencia del decrecimiento en la presiéon a una temperatura constante
es conocido como cavitacion|1]|. La dinamica de tales burbujas es de in-
terés principal en el area de la hidraulica, dado la presencia de éstas
puede ocasionar una disminucién en la eficiencia y potencia de bombas
e hidroturbinas; adicional a ruidos, vibracion y erosion en materiales de
dichas turbomaquinas [2],[3],[4],]5]. Es asi, como el estudio de éste fe-
némeno, comenzado por Euler hacia 1754, y consolidado por Rayleigh
hacia 1917 y Plesset en la década de los cincuenta, ha sido una rama
activa de la mecanica de fluidos, lo cual ha generado rapidos desarrollos
en esta area, mas aun por el progreso simultdneo de las computadoras
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16],71,]8],[9] ¥ de métodos experimentales [10],[11],[12]. Sin embargo, da-
da la complejidad del fenémeno, todavia no es posible tener del todo
una teoria bien consolidada que describa en gran detalle cada aspecto de
la cavitacion, principalmente por la cantidad de fenémenos involucrados
como cambios de fase, cambios abruptos en las variables termodinami-
cas, condiciones que favorecen o desfavorecen el desarrollo de cavidades,
entre otros. En este trabajo, se solucion6 numéricamente la ecuacion de
Rayleigh-Plesset, la cual describe la dindmica de las burbujas involu-
cradas en el fendémeno de cavitacion, por el método del elemento finito
de Galerkin (MEFG). Tal solucion se realizo, por medio de una apro-
ximacion lineal para el radio de la burbuja y usando una discretizacion
del dominio dado en 59, 299 y 599 elementos asi como considerando
diferentes condiciones de Dirichlet para el problema estudiado.

2 Aspectos teodricos

En un fluido, la transicion de fase de liquido a gas puede ocurrir al
presentarse dos fendémenos. El primero de ellos es el de “ebulliciéon 7, el
cual se presenta debido a que se aumenta la temperatura en el sistema
a una presion constante como se muestra en la Figura 1.

P(kgf em*)
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Figura 1: representacion grafica del fenémeno de ebullicion. Si se aumenta continua-
mente la temperatura desde E a presion constante por encima de 100°C llegandose
a F, el agua hierve y cambia de estado liquido a gaseoso.
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Los valores de temperatura y presion a la cual ocurre la ebullicién son
conocidos como temperatura y presion de saturacion. Ahora bien, si se
sigue la flecha de izquierda a derecha a una presion constante (presion de
saturacion) el liquido se evaporaré completamente. En el mismo sentido,
en el fluido se puede presentar la aparicion de la fase de vapor pero ya no
como una consecuencia de la ebullicién sino por el fenémeno conocido
como cavitacion, en el cual ocurre que ahora en el fluido el valor de la
presion en algunas partes o regiones del fluido cae por debajo del valor
de la presion de vapor de dicho fluido y se evidencian en él pequenos
nicleos o espacios vacios de gas, llamados burbujas o cavidades. Como
puede ahora observarse en la Figura 2, si se decrece en el valor de la
presion a una temperatura constante el liquido pasa a ser vapor.

o P(kPa)

VAPOR
3k ecccnaacaa
LIQUIDO

. » T(°C
T00 (°C)

Figura 2: representacion grafica del fenémeno de cavitaciéon. Si se decrece continua-
mente la presion desde A a temperatura constante por debajo de 101.3 kPa llegandose
a B, el agua cambia de estado liquido a gaseoso.

Una vez se presentan las cavidades en el fluido, se da un proceso
dinamico, el cual consta de crecimiento, decrecimiento y colapso. Esta
dindmica, viene descrita por la ecuacién de Rayleih-Plesset(ERP) [13]
dada por

20 T 4,uR
20— — 2 p2y _ K 1
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Siendo R(r,t) el radio de la burbuja, R la derivada temporal de la
burbuja , p, la presion al interior de la burbuja, p., la presion del fluido
que rodea a la burbuja, u la viscosidad, o la tensiéon superficial y p la
densidad del fluido respectivamente. Como el estudio se realiza en un
fluido inviscido, se tiene que =0y (1) se reduce a:

20 .3 .

— =Db— Poo — P(RR+ - R? 2

7 =P~ P — p(RE+ S R?) (2)
Donde (2) es la ecuacion diferencial que se solucionara en la modela-

cion numérica.

3 Modelacién numérica

En general, la implementacion del método del elemento finito cuenta con
tres etapas: el pre-procesamiento, la soluciéon de ecuaciones y el post-
procesamiento. En la primera de ellas, que se describe a continuacion,
trata basicamente con el modelo matematico del problema, la geometria,
la generacion de la malla y la aplicacion de las condiciones de Dirichlet
y/o Neumann dadas. En esta misma seccion, se describe la etapa de la
solucion de las ecuaciones para el problema y en la siguiente seccion es
dada la etapa del post-procesamiento, la cual basicamente consiste en
visualizar y analizar los resultados encontrados.

Para la solucion numérica del problema por medio del MEFG se
utilizan los datos dados por la Tabla 1. El proceso se realiza usando
elementos lineales y el enmallado se genera a lo largo de la direcciéon
radial de crecimiento de la burbuja en el flujo como se observa en la
Figura 3. La implementacion del MEFG se hace al escogerse como region
del enmallado el mostrado en la Figura 3 al discretizarse la region con
60 nodos y 59 elementos, entre 0,0001 m y 0,006 m, tomando como
longitud de cada elemento (h; =0.0001m); para la region discretizada
con 299 elementos y 300 nodos entre 0,0001 m y 0,03 m y para la region
discretizada con 599 elementos y 600 nodos 0,0001 m y 0,06 m con la
misma longitud del elemento de la region con 59 elementos.
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Figura 3: discretizacion del dominio y enmallado para la burbuja por medio de
elementos unidimensionales.

Tabla 1: variables para la solucién de la ERP

Variable Valor ‘ Unidades ‘

14 998 kg/m?
o 0,0727 N/m

Ro 0,0001 m

Rr 0,0002 m

4o 0 m/s

Dy 2340 Pa

Poo 1000 Pa

Do 1000sen(w * t),w = 1Hz Pa

Para dar solucion a la ecuacion dada por (2), se realiza la sustitucion
u = dR/dt, lo cual conduce a

152
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du 3u® 1 20

RU@"'TZE(M—FOO—E) (3)

Asi, se organiza (3) para expresar el residuo R(R) de la ecuacion
diferencial, el cual esta dado por

du  3u®> 1 20
R(R) = Ru + 2% _ Z(py—poo — 2 4
(R) = R + 2 = 2~ o= 20) )

En el estudio llevado a cabo, se realiza una aproximacion lineal para
R, de tal forma que la soluciéon en cada elemento puede ser escrita como
una combinacion lineal de funciones denominadas funciones de prueba
[14], las cuales son usualmente polinomios. De esta manera, la aproxi-
macién para la soluciéon viene dada por:

N

u(R,t) = Zui(t)Ni(R) (5)

1=0

Siendo N el nimero de nodos. Las funciones de prueba se encuentran
por medio de las funciones de interpolacion de Lagrange [15], y estén
dadas por

R — Rp R — Ry
A ey L )

Donde Ny y Ny son las funciones de prueba para cada nodo en cada
elemento y h; = Rr — Ry es la longitud de cada elemento. De esta
manera, se utiliza el método del elemento finito de Galerkin (MEFG),
el cual multiplica el residuo por las funciones de prueba [16]. Una vez se
realiza esto, se efectiia la integral sobre el elemento y se iguala a cero; es
decir, la forma ponderada
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N * R(R)R = 0 (7)

Ro

Al usar (4) en (7), esta ultima se convierte en

Rp d RR 2
/ RulL & No(R)dR + / s x No(R)dR +
Ro dR 2

Ro

Rr q 20
_ Db — Poo — — ) * No(R)AR =0 (8
/RO p(b R) o(R) (8)

RR d RR
/ RuSl « Np(R)dR + / st Nr(R)dR +
Ro dR Ro 2

Rr q 20
_/ —(Pb — Poo — =) * Nr(R)AR =0 (9)
Ry P R

Las ecuaciones dadas por (8) y (9) aqui dadas para las funciones
No(R) y Ng(R), tienen que ser integradas entre la longitud de cada
elemento al usar las funciones de prueba dadas por (6). Lo anterior
conlleva a las respectivas ecuaciones de los elementos, las cuales dan
como incognitas los valores de ug y ug en los nodos, y vienen dadas por:

. (3Ro+R Rp+R
3h (3Ro+RRr) _,_( R2 0) U% _
iy (3RR+RO) u%

i
8 12
R
(prpoo)+4o(1+4RRlog{—R]) :
Fo — (b + &)UouR
2p 4 6 (10)
(pp— poo)+4a(1+4Rolog[ ]) hy Rp
2p (z - T)UOUR

El siguiente paso en el proceso de soluciéon una vez se ha llegado a
(10), consiste en hacer la combinacion o el asi llamado “ensamble” de
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las ecuaciones de los elementos para construir un conjunto de ecuaciones
algebraicas simultaneas. Dicho sistema, viene dado de forma general por

[K{u} ={/} (11)

Donde [K]| representa la matriz de rigidez global y sus elementos
estan dados por la parte encerrada entre corchetes cuadrados de (10).
Asi mismo, {u} es el vector que representa las incognitas del problema
o los valores de las incognitas en los nodos, y el vector {f} representa el
vector fuente dado por el lado derecho de (10).

En la construccion de la matriz de rigidez global, se hace uso de
la tabla de conectividad del elemento [17|] dada por la Tabla 2, para
encontrar las matrices de rigidez local y asi la matriz global de rigidez
estar dada por [18§]

N-1
_ (e)
Kij = Z kij (12)
e=1
En (12), N representa el nimero de nodos y e el niimero de elementos.

Tabla 2: tabla de conectividad de los elementos. Los nodos 1 a N representan los
nodos globales mientras que los nodos 1 y 2 son los nodos locales para cada elemento

Elementos Nodos

(e) a1 2
(1) 12
(2) 2 3

(N-1) N-1N
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Una vez se ha realizado dicho ensamble, se tiene como anteriormente
se dijo, un sistema algebraico cuya representacion general viene dada
por (11). Asi, dicho sistema se soluciona por medio del proceso iterativo
de Gauss-Seidel [19] obteniéndose los valores para u, los cuales son utili-
zados para realizar la integracion numérica de u = dR/dt por medio de
la regla trapezoidal [20], para finalmente dar soluciéon a la ERP.

4 Evoluciéon de las burbujas

El crecimiento de una burbuja tipica en el fluido fue determinado a tra-
vés de la solucion de la ecuacion de Rayleigh-Plesset mediante el MEFG.
De modo que, los valores obtenidos para la evolucion del tamano de la
burbuja son presentados en la Figura 4, para lo cual la region (burbuja)
fue discretizada en 59 elementos con condiciones de Dirichlet: presion en
el flujo de 1000 Pa, presion al interior de la burbuja de 2340 Pa, es decir,
es utilizado en el flujo el modelo de cavitacion p, = p,, donde p, es la
presion de vapor del fluido, y se supone que dicha presién no varia una
vez se inicia el crecimiento de la cavidad en el fluido cuya temperatura
es de 293 K. El radio maximo alcanzado por la burbuja es del orden de
20 veces su radio inicial, es decir, 0,002 m. Una vez es alcanzado dicho
valor, se inicia el decrecimiento del cual se tiene informacion solamente
hacia los 150 ms debido a las oscilaciones que se presentan en el radio.
Como se puede observar, dichas oscilaciones se podrian asociar desde un
punto de vista dindmico a colisiones de la burbuja en el flujo con otras
burbujas o pequenas particulas presentes en el fluido. De otra parte, las
oscilaciones también pueden estar asociadas a cambios bruscos en las
variables termodinamicas de la burbuja, como por ejemplo que la supo-
sicion inicial del modelo de cavitacion no sea del todo vélida, puesto que
como la cavidad estd creciendo continuamente la presion varie debido
a que el volumen de la cavidad no permanece invariante en el tiempo.
Asi mismo, es posible que dichos cambios termodindmicos abruptos se
asocien al cambio de fase que se vuelve a presentar nuevamente en el
flujo, en este estadio de gas a liquido; y en donde la variaciéon de can-
tidades como la presion, entalpia, energia, entropia a nivel local y en
la interfase de la burbuja presenta saltos, por lo que se puedan llegar a
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tener, por ejemplo, procesos de carécter irreversibles en el fenémeno de
la cavitacion, los cuales pudiesen llegar a ser descritos en principio por
la teoria de las fluctuaciones. Sin embargo, es importante mencionar que
dicho cambio de fase es de primer orden y entonces su estudio se diese
por la ecuacion de Clausius-Clapeyron, lo cual evidencia la complejidad
para poder describir el fenémeno estudiado debido a las razones de pro-
duccion de entropia [21] y a la influencia de la caida de presion en la
produccion de entropia a nivel local [22].

Asi mismo,en la Figura 4 se ha mostrado el tiempo en el cual se
da el colapso de la cavidad o burbuja en el flujo y se encuentra que
dichos tiempos de vida estédn alrededor de 150 ms para la discretizacion
realizada con una presion constante de 1000 Pa en el fluido y del orden
de los 30 ms cuando la presion esta representada por campo oscilante
sinusoidal, 1000 * sen|w * t| donde la frecuencia de oscilacion (w) fue
de 1 Hz ; dicho campo permite evidenciar el efecto de un campo de
presion dependiente del tiempo en el crecimiento de la burbuja, como
en el caso de la cavitacion actustica o vibratoria [23]. Asi, la dindmica de
las cavidades sera diferente, lo cual seria un indicio de la influencia de
la presion sobre la frontera de la burbuja.

R mi
MEFG-—60 Nodos R mi MEFG-—60 Nodos
MEFG---59 Elementos MEFG-—-59 Elementos
0.0015 Campo de presién 0.0006 Campo de Presién
Rmiximo=0.002 constante Senosoidal P=P*Sen(w*t)

0.0010 0.0004

0.0002 Colapso de
1a burbuja

50 100 t [ms] 10 20 40 50 t [ms!
-0.0005 Colapso de -0.0002
la burbuja

-0.0004

0.0005

Figura 4: evolucion del radio de una burbuja en un fluido para 59 elementos y 60
nodos por MEFG.

En la Figura 5, se representa la evolucion del radio de la burbuja
o cavidad para la region discretizada con 299 elementos. El colapso en
ambos casos se presenta en tiempos cercanos a los 150 ms cuando las
condiciones para la presion en el fluido son de 1000 Pa y 1000 * sen|w *t]
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para una frecuencia de oscilaciéon de 1 Hz. De igual manera, el salto
en el radio se da en un tiempo no mayor a 10 ms, a diferencia del
caso discutido anteriormente y mostrado en la Figura 4 y cuyo orden
estuvo alrededor de 27 veces el radio inicial, esto es, 0,0027 m. Esto
puede ocurrir principalmente, por una mejora en la aproximacion dado
de que se esperaria una mayor precision en los resultados una vez se ha
discretizado la region con més elementos. En un tiempo posterior al inicio
del decrecimiento en la burbuja, el radio de ésta presenta oscilaciones atin
més fuertes y que se evidencia al usar una mayor cantidad de elementos.
De igual manera, dicho comportamiento oscilatorio se debe a los cambios
bruscos en las variables termodindmicas como se concluyo para la Figura
4. La caracteristica principal que se encuentra es el tamano alcanzado
por la burbuja en el flujo y el tiempo de vida de ésta.

Rmi RimI
0.0008 MEFG---300 Nodos 0.0008 MEFG---300 Nodos
MEFG--299 Elementos MEFG---299 Elementos
0.0006 Campo de presién 0.0006 Campo de Presion
constante Senosoidal P=p*Sen(w*t)
0.0004 0.0004
Colapso de
0.0002 la burbuj 0.0002 Colapso de
abuowa— Ia burbuja
50 100 200 250 ¢[ms] 50 100 200 250 ¢[mg)
-0.0002 -0.0002

Figura 5: evolucién del radio de una burbuja en un fluido para 299 elementos y 300
nodos por MEFG.

Una forma similar para la evolucién del radio es presentada en la
Figura 6, en la que la region ha sido discretizada en 599 elementos. El
colapso para la cavidad se presenta entre los 250 y 260 ms cuando la
presion en el fluido fue de 1000 Pa y 1000 * sen[w t] para una frecuencia
de oscilacion de 1 Hz. El salto en el radio es atin méas evidente, el cual no
es superior a los 8 ms y cuya longitud alcanzada fue de 29 veces el radio
inicial, esto es 0,0029 m. La mejora en la aproximacién hace que sea mas
evidente las fluctuaciones en las variables termodinédmicas, y a diferencia
de lo concluido para la Figura 4, principalmente dichas oscilaciones son
debidas a procesos de caréacter irreversible como flujos de entropia y
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cambios en la presion a nivel local mas no a algunos de caracter dinamico,
los cuales pueden presentarse, pero su contribuciéon podria no ser tan
significativa en comparacion con los cambios experimentados a nivel local
y saltos en la interfase de la burbuja de las variables termodinamicas.
Se evidencia que los cambios en la dinamica de la burbuja, se presentan
esencialmente al igual que para la Figura 4 y 5 en los tiempos de vida y
en la méxima longitud alcanzada por el radio de las burbujas.

Rimi
Rimy 0.0008 MEFG---600 Nodos
0.0008 MEFG--—-600 Nodos MEFG---599 Elementos
MEFG----599 E]ementos Campo de Presion
0.0006 Campo de presion  0.0006 Senosoidal P=p*Sen(w*)
0.0004 0.0004
Colapso de la
0.0002 /burbuja 0.0002
100 200 [[300 400 500 ¢[ms] 100 20001 300 400 500 ¢t[ms

-0.0002 -0.0002

Colapso d
-0.0004 10,0004 labﬁbuja

Figura 6: evolucién del radio de una burbuja en un fluido para 599 elementos y 600
nodos por MEFG.

5 Conclusiones

Se determina la evolucion del radio de la burbuja por medio del MEFG
para una discretizacion de 59, 299 y 599 elementos para la region (bur-
buja). Se encuentra que para las condiciones de Dirichlet en la presion
del fluido, los tiempos de vida para la cavidad en el flujo son diferentes
como se muestra en las Figuras 4, 5 y 6. Sin embargo, para los casos de
la Figura 5 y 6, los tiempos de vida son similares lo cual puede estar
relacionado a una mayor precision en la solucion al discretizar la re-
gioén con mas elementos y que la frecuencia de oscilacion para la presion
dependiente del tiempo (1000 * sen|w * t]) fue pequena, (1 Hz).

Para la Figura 4, se encuentra un radio maximo alcanzado por la
burbuja en el flujo de 0,002 m, es decir, del orden de 20 veces el radio
inicial. Para la Figura 5, el radio méximo alcanzado es de 0,0027 m,
siendo en este caso del orden de 27 veces el radio inicial y 1,35 veces
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el radio que alcanzé la burbuja para el caso de la Figura 4. Asi mismo,
para la Figura 6 se encuentra un radio méximo de 0,0029 m, el cual es
del orden de 1,07 y 1,45 veces el radio alcanzado por la burbuja para
el caso de la Figura 5 y 4, respectivamente. Como era de esperarse, si
la burbuja alcanza mayores radios, ésta tendra tiempos de vida mayores
como se evidencia en las Figuras 4, 5 y 6.

En todos los casos, se presentan oscilaciones para el radio de la bur-
buja, lo cual puede estar asociado a las fluctuaciones y saltos en los
valores las diferentes variables termodinamicas (energia, entropia, ental-
pia, presion, etcétera), puesto que acé se da la transicion de fase que
se presenta en el fluido—de vapor a liquido—, lo cual puede hacer que
se lleguen a presentar procesos de caracter irreversible a nivel local, por
las razones de produccion de entropia|21| y la variacion a nivel local de
la presion|[22]. Asi mismo, al discretizarse la region con més elementos,
se encontr6 mayores oscilaciones para el radio de la burbuja para las
Figuras 5 y 6 y por ende una pérdida més notoria en la informacion de
la evolucion del radio en el flujo como era de esperarse. La aproximacion
que se realizo para la solucion en el elemento al usar MEFG fue lineal;
sin embargo, los resultados predicen de buena manera el comportamien-
to que se esperaria ocurriese en el fenémeno de la cavitacion de acuerdo
con el crecimiento, decrecimiento, oscilaciones que se presentan duran-
te el tiempo de vida de las burbujas y colapso, en concordancia con lo
mostrado por otros autores para la solucién del problema haciendo uso
de otros métodos numeéricos [24], [25],[26].
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