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Resumen
Este artículo presentan varios ensayos 
numéricos sobre las ecuaciones de 
reacción-difusión en el espacio de Tu-
ring, bajo el mecanismo de reacción de 
Schnakenberg. El objetivo es obtener 
los patrones de cada coeficiente de 
la expansión en polinomios de caos. 
Los ensayos se realizan en 2D sobre 
cuadrados unitarios, a los cuales se 
les imponen condiciones iniciales 
aleatorias y condiciones de Neumann 
nulas sobre el contorno. Los paráme-
tros que definen el comportamiento 
de las ecuaciones se modelan como 
campos estocásticos; específicamente, 
se utilizan la difusión y los paráme-
tros reactivos como valores de tipo 
aleatorio. Por lo tanto, se combina el 
método estándar de elementos finitos 
con Newton-Raphson con el método 
de los elementos finitos estocásticos 
espectrales. Los parámetros de cada 
ecuación se describen mediante la ex-
pansión de Karhunen-Loève, mientras 
que la incógnita se representa mediante 
la expansión de los polinomios de caos. 
Los resultados muestran la versatilidad 
del método para solucionar diferentes 
problemas físicos. Además, se logra la 
descripción estadística de la solución. 
Para los coeficientes estocásticos de 
la incógnita, los resultados muestran 
patrones complejos que mezclan ban-
das y puntos, los cuales no se pueden 
predecir desde la dinámica del sistema. 

Palabras clave 
Elementos finitos estocásticos, reac-
ción-difusión, patrones de Turing, me-
canismo de reacción de Schnakenberg.

Abstract
In this paper we present several 
numerical tests on reaction-diffusion 
equations in the space of Turing, 
under the Schnakenberg reaction 
mechanism. The objectivge is to 
obtain the patterns of each coefficient 
of expansion in chaos polynomials. 
The tests were performed on 2D unit 
square, to which random initial con-
ditions and Neumann zero conditions 
on the boundary were imposed.The 
parameters that define the behavior 
of the equations, more specifically  
the diffusion and reactive parameters, 
are modeled as stochastic fields.Thus, 
the standard method of finite element 
with Newton-Raphson was combined 
with the spectral stochastic finite 
element method. The parameters 
of each equation are described by 
Karhunen-Loève expansion, while 
the unknown is represented by the 
expansion of the polynomials of chaos. 
The results show the versatility of the 
method to solve different physical 
problems. Furthermore, it achieves 
statistical description of the solution. 
The results for the unknown stochastic 
coefficients, show complex patterns 
that mix bands and points which can 
not be predicted from the dynamics 
of the system.

Key words
Stochastic finite elements, reaction-
diffusion Turing patterns, Schnaken-
berg reaction mechanism.

Resumo
Este artigo apresenta vários testes 
numéricos sobre equações de reação-
difusão no espaço de Turing no âmbito 
do mecanismo de reação Schnaken-
berg. O objetivo é a obtenção de 
padrões de cada coeficiente de ex-
pansão em polinômios de caos. Os 
ensaios foram realizados em 2D sobre 
quadrados unitários, aos que são 
impostas condições iniciais aleatórias 
e condições de Neumann nulas no 
contorno. Os parâmetros que definem 
o comportamento das equações são 
modelados como campos estocásticos, 
especificamente utilizando difusão e 
parâmetros reagentes como valores 
de tipo aleatório. Por conseguinte, 
combina-se o método padrão de ele-
mentos finitos com Newton-Raphson 
com o método de elementos finitos es-
tocásticos espectrais. Os parâmetros de 
cada equação são descritos mediante a 
expansão de Karhunen-Loève, ao pas-
so que a incógnita é representada pela 
expansão dos polinômios de caos. Os 
resultados mostram a versatilidade do 
método para resolver variados proble-
mas físicos. Além disso, consegue-se a 
descrição estatística da solução. Para os 
coeficientes estocásticos da incógnita, 
os resultados mostram padrões com-
plexos que misturam bandas e pontos, 
o que não pode ser predito a partir da 
dinâmica do sistema.

Palavras-chave
Elementos finitos estocásticos, reação-
difusão, padrões de Turing, mecanismo 
de reação de Schnakenberg. 



Introducción
Muchos problemas de la física, la química, la economía, la biología, la bio-
ingeniería e, incluso, la ecología, entre otros campos, pueden ser modelados 
balanceando tres fenómenos: la difusión, la convección y la reacción (Babuska, 
et al., 1995; Garzón, et al., 2009; Ferreira, et al., 2002; Chaplain, et al., 2001; 
Madzvamuse, 2002; Kondo y Asai, 1995; Crauste, et al., 2008; Rossi, et al., 
2008; Rothschild y Ault, 1996; Nozakura y Keuchi, 1984; Smith, 2000; Richter, 
2008; Ferragut, et al., 2007). Dicho balance se plantea en la ecuación diferencial 
de reacción-convección-difusión (1), y se complementa con las condiciones de 
contorno descritas en (2), (3) y (4).

( ) ( )k u s f x
t

( 0) ot  (2)

( ) ( )x g x  sobre  (condición Dirichlet) (3)

( ) ( )h x  sobre  (condición de Neumann) (4)

Donde k x  denota el vector posición en 
el domino, u  es el campo de velocidad asociado al proceso convectivo, s es el 
coeficiente fuente (s > 0 significa producción y s < 0 significa disipación), ( )f x  es la 
función de generación, ( )g x  es la función que define el valor del campo escalar 

 sobre la frontera  y ( )h x  es la función que define el valor del flujo sobre la 
frontera .

Estas ecuaciones de reacción-advección-difusión (1) y otros modelos más 
complejos, donde intervienen más especies o reactantes, tienen la habilidad 
de crear patrones espacio-temporales. Un caso particular de estos patrones son 
las inestabilidades de Turing (Garzón, 2007; Madzvamuse, et al., 2003), que se 



caracterizan por la aparición de distribuciones de especies (patrones) estables 
en el tiempo e inestables en el espacio. Dada su especial respuesta, este tipo de 
modelos matemáticos han inspirado modelos para el estudio de problemas en 
muy diversos campos, como la dinámica de fluidos (Hirayama y Takaki, 1988), 
la transferencia de calor (Ardes, et al., 1997; Lir y Lin, 2001), la física de semi-
conductores (Balkarei, et al., 1988), la ingeniería de materiales (Krinsky, 1984), la 
química (Zhang y Liu, 2009), la biología (Garzón, 2007; Crauste, et al., 2008; 
Rossi, et al., 2008; Frederik y Maine, 2003), la dinámica de poblaciones (Yi, 
et al., 2009; Baurmanna, et al., 2007; Rothschild y Ault, 1996), la astrofísica 
(Nozakura y Ikeuchi, 1984), la ingeniería biomédica (Madzvamuse, 2002; 
García-Aznar, et al., 2007; Ferreira, et al., 2002) y las matemáticas financieras. 

El análisis de estos sistemas de reacción-difusión (RD), que presentan ines-
tabilidad de Turing, se ha desarrollado tradicionalmente desde dos marcos de 
trabajo: mediante análisis matemático (Mei, 2000) y mediante simulación 
numérica (Garzón, 2007; Madzvamuse, 2003; Madzvamuse, 2000). 

Desde el punto de vista analítico, los esfuerzos por entender el comportamiento 
de los sistemas de RD se han centrado en el estudio de la relación entre las 
bifurcaciones del espacio de parámetros y la formación de patrones. Desde esta 
perspectiva, se han estudiado los sistemas de RD mediante comparaciones de 
sub- y supersoluciones, teoría de grado, índice de Conley, teoría de puntos críticos 
y perturbaciones singulares para varios tipos de máximos principales (Mei, 2000). 
Estos métodos han sido efectivos para el análisis de soluciones estacionarias y 
ondas viajeras. También se han estudiado escenarios de bifurcaciones complejas 
en sistemas de RD aplicando métodos de teoría de grupo para problemas con 
simetrías. Los esfuerzos en esta área del análisis matemático y, específicamente, 
de la dinámica de sistemas han permitido construir un gran conocimiento, el 
cual se ha comprobado y ampliado con el uso de la simulación numérica.

El objetivo de este artículo —siguiendo el estudio sobre los patrones de 
Turing y la inclusión de parámetros probabilistas— es solucionar computa-
cionalmente y de forma simultánea las ecuaciones de RD en 2D. Se utiliza el 
modelo de reacción de Schnakenberg, cuyos parámetros cinéticos y difusivos se 
encuentran en el espacio de Turing y, se les asigna un comportamiento estocástico. 
Para ello, se soluciona el sistema de ecuaciones de RD mediante un planteamiento 
conjunto de tres métodos: el de los elementos finitos, el de Newton-Raphson 
(Garzón, 2007) y el de los elementos finitos estocásticos espectrales. Se desarro-
llan varios ejemplos numéricos que permiten observar el efecto de los patrones 
sobre los coeficientes de la expansión del polinomio de caos. En este sentido, 
se busca estudiar la influencia de los campos estocásticos en la formación de 



patrones de Turing y obtener los patrones de cada coeficiente de la expansión 
en polinomios de caos. Se demuestra la versatilidad del método para solucionar 
problemas físicos que contienen incertidumbre. Además, se logra la descripción 
estadística de la solución. 

Por su parte, los resultados muestran patrones complejos que mezclan bandas 
y puntos que llegan a la condición estable en aquellos coeficientes que pertenecen 
al polinomio de caos. Los patrones revelan la incertidumbre en los coeficientes 
estocásticos que depende de la dinámica de la difusión y la reacción.

1. Materiales y métodos

1.1. Modelo de reacción-difusión (RD): condiciones de inestabilidad de Turing
Siguiendo el modelo reactivo de Schnakenberg (Garzón, 2007; Madzvamuse, 
et al., 2003), el sistema de ecuaciones diferenciales de RD en (1) (sin convección), 
puede escribirse como (5):

2 2

2 2

( )

( )

u u a u u v
t
v d v b u v
t

Donde u, v son las especies químicas, 2u y 2d v  son los términos difusivos, 
d es la relación entre los coeficientes difusivos de cada especie,   es una cons-
tante adimensional, a y b son parámetros del modelo y f (u,v)=(a – u + u2v) y 
g(u,v)=(b–u2v) son las funciones de reacción de Schnakenberg. 

La solución de este sistema de ecuaciones conducirá a una distribución de 
concentraciones espacialmente inestables o patrones de Turing, si se cumplen 
determinadas condiciones, las cuales, para el caso de un modelo de RD, están 
dadas por las desigualdades descritas en (6):

fu gv – fvgu > =0
fu + g

v
 < 0 

(6)
dfu + gv > 0
(dfu + gv )

2>4d ( fu gv–fv gu)

Donde u
ff
u

, u
gg
u

, v
ff
v

 y v
gg
v

Haciendo uso del análisis de estabilidad lineal (Garzón, 2007; Madzvamuse, 
et al., 2003; Madzvamuse, 2000), se pueden calcular los valores de los parámetros 



adimensionales d y , requeridos para la formación de patrones de Turing bajo el 
modelo de RD. Estos patrones pueden ser identificados por los correspondientes 
números de onda, como los que se mencionan (Madzvamuse, 2000). 

1.2 Método de los elementos finitos espectrales
En el caso en que los parámetros de las ecuaciones se pueden representar como 
campos aleatorios, la ecuación de residuos se convierte en (7):

2

2

1( , ) ( , )  

( , ) ( , )

h h
h T T h T T h T h h
u

h h
h T T h T T h h
v

u ur d x u d a x d u d u v d
t

v vr d d x v d b x d u v d
t

N N N N N

N N N N

 (7)

Donde los parámetros del modelo (1, d, a y b) dependen del espacio y tienen 
naturaleza aleatoria, la cual está indicada por el argumento . En los siguientes 
apartados, se muestra la metodología para resolver el problema con elementos 
finitos estocásticos.

1.3. Expansión de Karhunen-Loève
La expansión de Karhunen-Loève de un proceso estocástico, por ejemplo d(x, ), 
se basa en la expansión espectral de su función de covarianza REE (x1

,x
2
), donde 

x
1
 y x

2
 denotan las coordenadas espaciales y  denota la aleatoriedad. Por de-

finición, la función de covarianza es simétrica y definida positiva; por lo tanto, 
las autofunciones son mutuamente ortogonales y los autovalores son reales. De 
esta forma, el conjunto de autofunciones y autovalores que permiten obtener la 
representación de d(x, ) toman la forma (8):

1

( , ) ( ) ( ) ( )j j j
j

d d dx x x  (8)

Donde ( )d x  es el valor promedio del proceso estocástico, en este caso, del 
coeficiente de difusión de la segunda ecuación de (16) —este valor medio debe 
cumplir las restricciones de Turing dadas en (6)—; los términos { j( )} forman 
un conjunto ortogonal de variables aleatorias; { j} es el conjunto de autovalores, 
y {dj(x)} es el conjunto de autofunciones de la función de covarianza.

En el caso de los coeficientes cinéticos de reacción a y b, se puede hacer una 
expansión para cada una, así (9):

1

1

( , ) ( ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( ) ( )

a a a

a

b b b

b

a
j j j

j

b
j j j

j

a a a

b b b

x x x

x x x

 
(9)



Las funciones 1j1(x), djd(x), aja y bjb(x) corresponden a las autofunciones de la 
función de covarianza de la variable de campo. Igualmente, los valores 

1

1
j , d

d
j , 

a

a
j  y 

b

b
j  son los autovalores. De esta forma, cada conjunto de autofunciones y 

autovalores, conforman el denominado autopar.
Por lo tanto, se obtiene:

1 1 1

1

1

1 1

2

1

1 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

 

( ) ( ) ( ) ( )

a a a

a

d d d

d

h h
h T T h a T
u j j j j j j

j j

T h T h h

h h
h T T d h
v j j j j

j

u ur d u d a a d
t

u d u v d

v vr d d d v d b
t

N N x x x N

N N

N N x x x
1

2

( ) ( )
b b b

b

b T
j j

j

T h h

b d

u v d

x N

N

 
(10)

1.4 Aspectos computacionales y condiciones de contorno e iniciales
Con el fin de evaluar la solución del problema de patrones de Turing con ele-
mentos finitos estocásticos, se analizaron tres ejemplos con diferentes modos de 
onda. Los problemas fueron implementados en lenguaje Fortran y solucionados 
para una malla de 2500 elementos y 2601 nodos, como se muestra en la figura 1. 
Los elementos utilizados son cuadriláteros con funciones de forma bilineales. 



Las condiciones iniciales se imponen a la variable determinista mediante una 
pequeña perturbación del 10% alrededor de su condición estable; esto es, alrededor 

de 2( , ) ,s s
bu v a b

a b
 (Madzvamuse, 2000). Para las variables estocásticas, 

 
las condiciones iniciales son nulas. De igual forma, las condiciones de Neumann 
(naturales) son nulas para todas las variables de cada ejemplo en la frontera del 
dominio mostrado en la figura 1.

En el ejemplo se utilizaron los siguientes valores promedio de los parámetros del 
sistema (5): 0 0,1a a= = , 0 0,9b b= = , 0 10d d= =  y  = 29. Para el caso estocástico 
se hicieron tres pruebas numéricas, con diferentes valores de M

1
, Md, Ma y Mb, 

y P. Adicionalmente se utilizó C
0
=10–2, 0,5a = , b

1
 = b

2
 = 0,25. El tamaño del 

paso temporal (adimensional) es t=0,01. En cada caso solo se presentan los 
resultados cuando se alcanza la estabilidad en el tiempo. 

En el primer caso se utilizaron los siguientes límites para el truncamiento de 
las series dadas por Madzvamuse (2002): M

1 
= 2, Md = 2, Ma = 2 y Mb = 2, 

y P = 2. Por lo tanto, se tiene 
1
 = 2,1537, 

2
 = 4,5779. 

Los resultados se muestran en la figura 2. La fila a) muestra los resultados 
para la variables u

0
, u

1
 y u

2
, ordenados por columnas, respectivamente. De la 

misma forma se observan, en la fila b), los resultados para v
0
, v

1
 y v

2
.

En este ejemplo, la expansión de los polinomios de caos lleva tan solo tres 
términos (el primero de ellos, determinista). De igual forma, se utilizan tres tér-
minos para representar la difusión y los parámetros de reacción. En la columna 
0 de la figura 2 se observa la formación de un patrón con modo de onda 1-0 
(Madzvamuse, 2000). Para u

0
 se observa un patrón con alta concentración en 

la parte superior, y para el inhibidor v
0
, en la parte inferior. En la columna 1 se 

muestra la formación de un punto de alta concentración. En u
1
 se observa un 

gradiente en la parte inferior. En la parte superior del dominio se forma un punto. 
Comparando las dos primeras columnas, se observa que en la zona del punto 
(de u

1
) se presenta el mayor gradiente de la variable determinista (u

0
). Además, 

nótese que los valores para u
1
 disminuyen en el contorno debido a que se tiene 

una condición de flujo nulo (para la variable u
0
). Para v

1
 se observa exactamente 

el mismo comportamiento de u
1
, pero con el punto en la parte inferior. En la 

columna 2 se observan los resultados para u
2
. En la parte inferior de u

2
 se muestra 

una región de alta concentración que indica el mayor gradiente de u
1
. En 

la zona central superior se muestra un punto de mínima concentración ubicado 
en el mismo sitio que para u

1
. 



0 0,1a a= = 0 0,9b b= = 0 10d d= =

P

En el segundo caso se utilizaron los siguientes valores de truncamiento de 
las series dadas en Madzvamuse (2002): M

1
 = 4, M

d
 = 4, M

a
 = 4 y M

b
 = 4, 

y P = 4. Y de nuevo,  se tiene 1 = 2,1537, 
2
 = 4,5779, 

3
 = 7,2868, 

4
 = 10,1732.
Los resultados se muestran en la figura 3. La fila a) muestra los resultados 

para las variables u
0
, u

1
, u

2
, u

3
 y u

4
, ordenados por columnas, respectivamente. 

De la misma forma se observan, en la fila b), los resultados para v
0
, v

1
 , v

2
, v

3
 y v

4
. 

En este ejemplo, la expansión de los polinomios de caos y de Karhunen-Loève 
lleva un mayor número de términos que en el caso anterior. En la columna 0 de 
la figura 3, se observa la formación de un patrón con modo de onda 1-0, pero 
esta vez el gradiente está rotado 90°, por lo tanto, la orientación del patrón es 
horizontal. En la columna 1 se puede ver la formación de un punto en el dominio. 
En u

1
 se observa un gradiente en la parte izquierda. En la derecha del dominio se 

forma un punto similar al ejemplo anterior. Para v
1
 se observa exactamente el 



mismo comportamiento de u
1
 pero en dirección contraria. En la columna 2 se 

observan los resultados para u
2
. Se nota la formación de estructuras de mayor 

número de onda (Garzón, 2007; Madzvamuse, 2000). También se observa la 
formación de dos máximos en la esquinas de la derecha del dominio. En la fila b), 
para la variable v

1
 se nota el mismo patrón, pero con sus máximos en la parte 

izquierda. En las columnas 3 y 4, la fila a) muestran los resultados para u
3
 y 

u
4
, respectivamente. De nuevo se notan estructuras de mayor número de onda 

que las anteriores (Madzvamuse, 2000), con máximos dirigidos hacia la zona 
derecha. En la fila b) de estas mismas columnas se puede observar el máximo en 
la parte izquierda del dominio. Nótese que en la figura 3 conforme se observa 
de izquierda a derecha, crece el número de onda. Además, se puede observar 
que los máximos de las columnas 3 y 4 se presentan hacia la zona de mayor 
concentración de la variable determinista de la columna 0.

0 0,1a a= = 0 0,9b b= = 0 10d d= =

En el tercer caso (figura 4) se utilizaron los siguientes valores de truncamiento 
de las series dadas en Madzvamuse (2002): M

1
 = 4, Md = 4, Ma = 0 y Mb = 0 y 

P = 4. En este caso, la incertidumbre se presenta sobre los parámetros difusivos; 
por lo tanto, son estos parámetros los que se representan por una expansión de 
Karhunen-Loève. En el caso de los coeficientes reactivos, estos se consideran 
totalmente deterministas. Los resultados se muestran en la figura 4. El orden 
para mostrar las figuras es igual que para los casos anteriores. 



En la figura 4 se observa que el patrón determinista (columna 0) es similar 
al anteriormente descrito, cuyo gradiente está rotado 90°; por lo tanto, la orien-
tación del patrón es horizontal. En la columna 1 se puede ver la formación de 
dos puntos. En u

1
 se observa un gradiente en la parte central. En la izquierda 

y derecha del dominio se forman dos puntos que determinan un máximo y un 
mínimo, respectivamente. Nótese que el patrón tiene simetría en x y antisimetría 
en y. En las columnas 2, 3 y 4 se presentan patrones con puntos y bandas, con 
mayor número de onda. En las figuras 3 y 4, los patrones exhiben un comporta-
miento poco definido. En la fila a) de las columnas 3 y 4 la mayor concentración 
se presenta en el lado derecho, igual que en el caso determinista. Por el contrario, 
en la fila b) la mayor concentración está del lado izquierdo.

0 0,1a a= = 0 0,9b b= = 0 10d d= =

P

3. Discusión y conclusiones
En este artículo se utilizó el método de los elementos finitos estocásticos espec-
trales para solucionar un sistema de ecuaciones de RD de carácter no lineal. 
Para estudiar la versatilidad del método se desarrollaron tres ejemplos de RD, 
con un sistema reactivo de tipo Schnakenberg, cuyos parámetros tienen un 
comportamiento probabilista. El sistema no lineal se ha resuelto mediante el 
método de Newton-Raphson. Los parámetros deterministas del modelo cum-
plen las restricciones del espacio de Turing; por lo tanto, los patrones que se 



obtienen en la solución, específicamente para la variable determinista, exhiben 
inestabilidades espaciales, denominadas “de Turing”.

Una limitación del modelo numérico aquí desarrollado es el empleo de la 
misma función de covarianza, de las funciones de correlación y de los valores 
de longitud de correlación para todos los parámetros estocásticos. En futuros 
trabajos se desarrollarán ejemplos con otros valores de la longitud de correlación 
y diferentes funciones. Por otra parte, no se llevó a cabo el análisis de sensibilidad 
de la malla en conjunto con los parámetros estocásticos; este tipo de trabajo se 
desarrollará en futuros artículos.

En conclusión, el método de los elementos finitos estocásticos espectrales 
con aplicación a la ecuación de reacción-difusión permite incluir los parámetros 
reactivos y difusivos dependientes del espacio y de la aleatoriedad. La dinámica de 
los patrones de los coeficientes del polinomio de caos está bajo la influencia 
del número de términos utilizados en cada parámetro de la ecuación. En general, 
la localización de la incertidumbre depende de la expansión de Karhunen-Loève 
para el término reactivo y el difusivo. El término reactivo introduce, de forma 
independiente del patrón de Turing, un alto componente de incertidumbre en 
comparación con el término difusivo.
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