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Resumen

En este trabajo presentan de manera didáctica los modelos más usados para deformar super-
fi cies tridimensionales y su aplicabilidad en la morfometría de estructuras anatómicas, a partir 
de pilas de imágenes médicas. Estos modelos permiten simplifi car una geometría compleja 
por medio de alguna manipulación matemática de la superfi cie, con el objetivo de facilitar 
la realización de estudios de anatomía comparativa en órganos complejos y sobre grandes 
volúmenes de población.
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COMPLEX SURFACE-BASED MORPHOMETRY USING 
NON-PARAMETRIC DEFORMATIONS

Abstract

This work aims to show in a didactic way, the most used models for deforming 3D surfaces 
regarding their applicability to measuring anatomical structures constructed from 3D Medical 
Images. These models permit great simplifi cation of complex geometries by means of surface 
mathematical transformations and facilitate comparative measurements in large anatomical 
studies of complex organs.
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Introducción

La visualización y análisis de las características 
funcionales y anatómicas de algunas estructuras 
se puede facilitar mediante modelos tridimen-
sionales obtenidos por segmentación, a partir 
de imágenes de tomografía computarizada (CT, 

Computer Tomography) o resonancia magnética 
(MR, Magnetic Resonance). La determinación de 
longitudes y áreas en estas superfi cies se difi culta 
debido a la intrincada geometría de algunas es-
tructuras anatómicas, como la corteza cerebral, 
órganos huecos como el colon, etc. En el caso de 
la corteza cerebral, la compleja e intrincada forma 
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de algunas circunvoluciones y cisuras no permite 
calcular de manera exacta el valor de las áreas 
funcionales, tal como se muestra en la fi gura 1. 
Sin embargo, algunas de estas aplicaciones mor-
fométricas se pueden simplifi car si las mediciones 
se realizan sobre otra superfi cie más suave, con 
una topología similar y que conserve las métricas 
lo más posible.

animación computarizada, simulación de cirugías y 
la segmentación de imágenes, entre otras. También 
se utilizan diferentes representaciones para gene-
rar desde líneas 3D deformables hasta volúmenes 
deformables. Los modelos deformables fueron 
introducidos por Kass et al. (2) en 2D, y extendidos 
al caso 3D por Terzopoulos et al. (3). Algunos de 
los modelos deformables reseñados por Montagnat 
et al., como level sets, spring-mass y modelos de 
elementos fi nitos también se incluyen aquí, junto 
con algunas otras aproximaciones relacionadas y 
combinaciones de éstas.

Este trabajo pretende proporcionar una intro-
ducción a los modelos potencialmente útiles para 
deformar superfi cies, que faciliten mediciones en 
órganos complejos a partir de información 3D 
de las imágenes médicas. Para ello, se plantea 
en primera instancia una breve descripción del 
problema, para luego introducir al lector en los 
modelos para deformar superfi cies, junto con una 
clasifi cación somera de los modelos que se verán 
más adelante. A continuación se hace un recuento 
de los métodos para aplanar superfi cies, se rese-
ñan los modelos de suavizado de superfi cies, se 
describen los modelos para mapear superfi cies y 
se presentan algunos de los métodos para realizar 
metamorfosis entre superfi cies. Finalmente, esta 
información se complementa con algunas de las 
aplicaciones de los modelos de deformación de 
superfi cies, en especial, la morfometría basada 
en superfi cies. 

Defi nición del problema

En los últimos años, la medicina ha sido invadida 
por avances tecnológicos que han modifi cado 
de muchas maneras el ejercicio profesional. Los 
recursos computacionales en particular, se han 
convertido en una importante herramienta en 
toma de decisiones más acertadas acerca de la 
condición del paciente y de su tratamiento. Algu-
nos tipos de imágenes médicas permiten obtener 
representaciones bidimensionales y tridimensio-
nales (conjuntos de voxeles*, mallas poligonales, 
etc.) de las estructuras anatómicas del paciente, de 

FIGURA 1. Representación 3D de la corteza cerebral, 
junto con la segmentación manual del lóbulo tem-
poral en un corte coronal. La segmentación permite 
visualizar la intrincada geometría de las cisuras.

*  Volume elements. Los voxeles de una representación 3D son equivalentes a los pixeles de una imagen 2D.

Por otro lado, las deformaciones de superfi cies 
tridimensionales y sus aplicaciones han sido tema 
de estudio en los últimos veinte años. Los modelos 
deformables se aplican actualmente en diferentes 
áreas, para automatizar procesos como segmen-
tación, registro, medición, ajuste y otros relativos 
a imágenes médicas.

Básicamente, se denominan modelos deformables 
a aquellos en los que un contorno bidimensional, o 
una superfi cie tridimensional, se hacen evolucionar 
hasta que toman la forma de otro contorno, o 
superfi cie objetivo. De acuerdo con lo presentado 
por Montagnat et al. (1) en su revisión, los campos 
de acción en los cuales se aplican los modelos 
deformables cubre el reconocimiento de patrones, 
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tal manera que el médico las puede estudiar  con 
más comodidad y precisión. Diversos paquetes de 
software desarrollados en la actualidad, permiten 
simular por ejemplo, los efectos a largo plazo de un 
tratamiento o de una cirugía. Muchas herramientas 
proporcionan medidas más precisas y son mucho 
más rápidas para efectuar análisis complejos. 

La morfometría o biometría, es decir, el estudio 
cuantitativo de las estructuras anatómicas, es 
un elemento potencialmente importante en el 
diagnóstico, el pronóstico y el seguimiento de la 
condición de un paciente. Las mediciones sobre 
algún órgano, cuando se realizan, generalmente 
se hacen de forma manual, siendo vulnerables 
a errores en la medición y, como consecuencia, 
producen pérdida en la precisión y confi abilidad 
de la medida (4).

Existen paquetes de software que permiten realizar 
mediciones exactas sobre superfi cies lisas y senci-
llas; sin embargo, este tipo de mediciones es muy 
difícil en superfi cies más complejas e intrincadas, 
pues es necesario considerar factores tales como el 
cambio en los ángulos, en las curvaturas, los cam-
bios topológicos, las relaciones locales y globales 
de la superfi cie, etc., que determinan la precisión 
en las mediciones. Para resolver este problema, 
una aproximación posible consiste en deformar la 
superfi cie inicial para simplifi car la geometría, con 
lo cual se pueden aplicar entonces, algoritmos de 
medición para superfi cies sencillas. El proceso de 
deformación de estas superfi cies se puede hacer 
de diferentes maneras, tal como se explicará mas 
adelante. Un elemento adicional que se considera, 
es la posibilidad de transformar una superfi cie en 
otra, con el objetivo de comparar las mediciones 
realizadas en cada una de ellas.

Algunos de los términos relativos a la deformación de 
superfi cies y que se encontrarán más adelante son:

* Mapeo conforme (conformal map): se refi ere 
a una función que preserva ángulos; las formas 
pequeñas se conservan y las áreas, sólo de 
forma aproximada.

* Distancia geodésica: se defi ne como la ruta 
más corta entre dos puntos en un espacio con 
una métrica defi nida.

* Curvatura: es básicamente la cantidad que 
mide la desviación de un objeto geométrico 

con respecto a un plano. En superfi cies, se 
encuentran las curvaturas principales, κ1 y 
κ2, que indican la curvatura mínima y máxi-
ma en un punto de la superfi cie; la curvatura 
media, que es el promedio de las curvaturas 
principales y la curvatura Gaussiana, que es 
el producto de κ1 y κ2.

Modelos para deformar superfi cies

El problema de obtener una representación plana 
de una superfi cie curva, como por ejemplo una 
esfera, fue estudiado por Gauss hacia 1828, quien 
lo consideró un problema sin solución exacta, de-
bido a la diferencia entre las curvaturas Gaussianas 
de la superfi cie curvada y su representación en el 
plano. Sin embargo, hacia 1989, se empezaron 
a publicar las primeras soluciones aproximadas de 
este problema. La investigación en este campo 
continúa con mejores aproximaciones planares de 
las superfi cies 3D, mientras se han explorado otras 
posibilidades tales como suavizar la geometría de 
la superfi cie, u obtener un mapeo entre los puntos 
de la superfi cie y otra más simple.

Los trabajos realizados por David Van Essen et 
al. (5-12) y Bruce Fischl et al. (4,13-16), aunque 
están enfocados hacia el estudio de la corteza ce-
rebral, constituyen un buen ejemplo y actualmente 
son una referencia de los trabajos que se pueden 
realizar con los modelos de deformación basados 
en superfi cies. Sus artículos presentan desarrollos 
muy completos acerca de los tres tipos de modelos 
que se presentarán aquí (aplanamiento, suavizado 
y mapeo). Del mismo modo, se han elaborado 
herramientas de software, como SureFit, Caret y 
SuMS (11), las cuales le permiten al usuario reali-
zar diversos análisis sobre superfi cies de la corteza 
cerebral y aplicar operaciones como suavizado, 
transformaciones geométricas, proyecciones, 
aplanado y otras deformaciones.

Los modelos para deformar superfi cies, reseñados 
en la literatura más reciente se pueden clasifi car en 
cuatro grandes grupos como lo muestra la fi gura 
2. Los modelos que aplanan una superfi cie buscan 
obtener una representación en el plano euclidiano 
de la superfi cie 3D, insertando, si es necesario, 
líneas de corte que mejoren la proyección. Con 
los modelos que suavizan la geometría de la su-
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perfi cie se obtiene una representación alisada que 
conserva la forma básica, pero elimina los picos y 
valles demasiados pronunciados. Con la aplicación 
de los métodos de mapeo de superfi cies se busca 
proyectar los puntos de la superfi cie 3D en otra 
de geometría más simple (como una esfera). Por 
último, con los métodos de metamorfosis entre 
superfi cies se busca la transformación que permite 
deformar una superfi cie en otra y las superfi cies 
correspondientes, a los pasos intermedios de la 
transformación.

A.   Aplanar una superfi cie

Este es el primer problema que se consideró en 
deformación de superfi cies, dada su similaridad 
con el problema de elaborar mapas, cuyo objetivo 
es el de obtener representaciones planas de una 
superfi cie curvada. La cantidad de puntos de la 
superfi cie original se conserva en la representación 
en el plano, pero las distancias, ángulos y áreas, 
se afectan signifi cativamente entre más compleja 
y curva sea la superfi cie. En esas situaciones se 
utilizan las líneas de corte, que ayudan a corregir 
un poco la distorsión en las métricas. En la fi gura 
3 se presenta el resultado obtenido al aplicar un 
método para aplanar la superfi cie. En este caso 

particular, es necesario insertar una línea de corte 
en la superfi cie para lograr una representación 
plana de la superfi cie inicial.

La solución al problema de elaborar mapas (17) 
puede considerarse una aproximación muy primi-
tiva pero válida por ser la pionera. Básicamente, 
se presentan los lineamientos de un algoritmo 
que permite alisar superfi cies no convexas, el cual 
se basa en calcular una matriz con las distancias 
entre los puntos de la superfi cie curva; luego, se 
determina un conjunto de puntos en el plano cuya 

FIGURA 2. Clasifi cación somera de los métodos para deformar superfi cies.

FIGURA 3. Esquematización del proceso de aplana-
do de una superfi cie tridimensional. Se introduce una 
línea de corte y los triángulos son desplegados hasta 
obtener una representación en el plano.
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matriz de distancias se ajuste a la calculada para la 
superfi cie inicial, usando el método del descenso 
del gradiente de Newton-Raphson y el algoritmo 
para calcular las distancias mínimas, presentado 
por Wolfson et al. (18). Junto con otros ajustes 
(como la cantidad de vecinos que se evalúan), la re-
presentación plana obtenida representa adecuada-
mente la forma alisada de la superfi cie original. 

Más recientemente se han presentado diferentes 
aproximaciones, que resuelven de la forma más 
exacta posible el problema de aplanar una super-
fi cie:

Parametrización: Floater (19) presenta el desa-
rrollo matemático necesario para elaborar una 
parametrización para una superfi cie de triangu-
lación, de forma que la imagen obtenida sea una 
representación plana de esta superfi cie. Básica-
mente se hace una consideración sobre los vecinos 
en cada punto y se desarrollan tres diferentes 
parametrizaciones: uniforme, mínimos cuadrados 
ponderados y preservación de la forma, las cuales 
son comparadas al fi nal para determinar la mejor 
aproximación.

Circle Packings (empaquetar círculos): Este méto-
do fue presentado inicialmente por Hurdal et al. 
(20) y retomado y redefi nido posteriormente (21) 
por los mismos autores. Aunque se trata de un 
método que no preserva totalmente las métricas, se 
considera una aproximación discreta que permite 
generar representaciones planas de la superfi cie en 
el plano euclidiano y en el plano hiperbólico. Se 
trabaja sobre una malla de triangulación, se colocan 
círculos con centro en cada vértice de la malla y 
el radio del círculo se va ajustando de acuerdo a 
una condición sobre la suma de los ángulos que 
se pueden construir en cada vértice. También se 
elaboró un paquete de software, CirclePack, que 
implementa este método.

Basada en voxeles: Dado que la representación 
general de las superfi cies 3D está basada en voxe-
les, Grossmann et al. (22) desarrollaron un método 
directo que opera sobre los voxeles de la superfi cie, 
el cual requiere de dos pasos: el cálculo de las 
distancias geodésicas mínimas entre los voxeles 
y la búsqueda de una confi guración de puntos en 
2D, cuyas distancias euclidianas aproximen lo más 

posible las distancias geodésicas entre los voxeles. 
El método es rápido, pues no requiere del cálculo 
de una superfi cie de triangulación y conserva de 
forma aproximada las métricas globales.

Spring-Mass: Presentado por Wang et al. (23), 
éste método se enfoca en la aplicación de un 
modelo spring-mass (masas y conexiones), que se 
rige principalmente por la minimización de una 
función de energía y por términos que indican la 
precisión en la forma y en el área. Es relativamente 
rápido y generalmente requiere de pocas iteracio-
nes para obtener buenos resultados. El modelo 
spring-mass es retomado y modifi cado por Li et 
al. (24), incluyendo, además de las conexiones de 
tensión del modelo original, conexiones cruzadas 
que minimizan la distorsión de la representación 
resultante. La superfi cie se divide en cintas de 
triángulos que se van aplanando una a una, y para 
eliminar las posibles superposiciones de triángu-
los, se considera la energía global de relajación, 
un procedimiento local de corrección y algunas 
restricciones en la evolución.

Woven mesh: Es el método más reciente, pre-
sentado por Wang et al. (25) y se basa en la 
construcción de una malla entrecruzada (woven 
mesh), utilizando dos tipos de mapeo: el de nodos 
de tensión, que va adicionando los nodos sobre dos 
rutas perpendiculares en la superfi cie y el mapeo 
diagonal de nodos, que agrega los nodos ubicados 
en los cuadrantes. Luego se minimiza una función 
de energía que mide las deformaciones de longitud 
y área entre los nodos en la superfi cie y los nodos 
en la representación planar, lo que permite esta-
blecer una parametrización entre todos los puntos 
de cada una de las superfi cies.

Un elemento adicional que se considera en los 
modelos para aplanar una superfi cie 3D, es el de 
líneas de corte en una superfi cie con complejidad 
geométrica alta, para garantizar que la represen-
tación plana corresponderá de mejor forma con la 
superfi cie inicial. En algunas aproximaciones inicia-
les, estas líneas de corte las podía estimar el usuario 
de forma manual. Más recientemente, Wang et al. 
(26) presentan un método para automatizar esta 
labor, el cual evalúa, en cada punto de la malla de 
triangulación, la curvatura Gaussiana y la utiliza 
como criterio para establecer la cantidad y longi-
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tud de las líneas de corte que se deben aplicar a la 
superfi cie. El proceso de aplanado se realiza por 
medio de un modelo spring-mass modifi cado.

B.   Alisar una superfi cie

El proceso de suavizado puede generar una su-
perfi cie con menos puntos, con lo cual se reduce 
el espacio en disco que ocupa la representación 
y el tiempo de procesamiento de la misma. En 
la fi gura 4 se presenta el resultado de alisar una 
representación 3D del tallo cerebral.

Algunas de las aproximaciones más relevantes en 
este campo se presentan a continuación:

Parametrizaciones: Un método de suavizado, 
utilizando parametrizaciones relacionadas con 
multirresolución de mallas es presentado por Lee 
et al. (27). La idea básica es simplifi car la malla 
de triangulación de forma iterativa utilizando ma-
pas conformes, de forma que se establezca una 
jerarquía y luego, cada punto de la malla inicial, se 
asocia con cada una de las diferentes resoluciones. 
Es una solución rápida y no restringe la topología 
de la malla.

Sheffer et al. (28) se concentran en una parame-
trización que únicamente tiene en cuenta la preser-
vación de los ángulos. Su argumento es que para 
preservar las características métricas, únicamente se 
necesita que se mantenga el valor de los ángulos en 
cada iteración de la evolución de la superfi cie. Plan-
tean un problema de minimización en término de los 
ángulos, con restricciones que se van modifi cando 
si se observa que se generan intersecciones en la 

frontera. También puede aplicarse para generar 
múltiples resoluciones de la malla inicial.

Un tercer ejemplo de parametrización es introduci-
do por Khodakovsky et al. (29). El proceso se basa 
en dividir la superfi cie en regiones triangulares y 
luego, para cada una de éstas, calcular el mapeo en 
el dominio de parámetros, cuya base es generada 
con la simplifi cación de la malla original por elimi-
nación de vértices. El proceso considera la calidad 
de los triángulos y la distorsión métrica.

Level sets: Hermosillo et al. (30) presentan una 
aproximación al problema de suavizado empleando 
level sets. Se consideran las características que go-
biernan el movimiento de la superfi cie de acuerdo a 
su curvatura media, en los casos de la preservación 
del área y la preservación del volumen, las cuales 
se integran a la formulación de level sets que 
aproxima estos movimientos. Adicionalmente, se 
determinan las condiciones que permiten mante-
ner la correspondencia entre los puntos a lo largo 
de la evolución de la superfi cie.

La combinación de los modelos de level sets y la 
técnica de difusión anisotrópica para el suavizado 
de superfi cies es presentado por Tasdizen et al. 
(31). Se utilizan level sets con fl ujos de cuarto 
nivel, uno de los cuales es la difusión anisotrópica, 
representados con ecuaciones diferenciales par-
ciales. El proceso consiste en resolver la difusión 
anisotrópica en el mapa normal de la superfi cie y 
luego la superfi cie se deforma aplicando los level 
sets, hasta que se ajusta a las normales suavizadas. 
Se aplican conceptos de minimización del mapa 
normal de energía y reajuste de la superfi cie.

FIGURA 4. Proceso de simplifi cación o alisado de una superfi cie 3D.
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Estimación de la velocidad: Pons et al. se en-
focaron en la preservación del área al suavizar 
una superfi cie (32). Su enfoque se basa en tomar 
un movimiento normal dado por el usuario y que 
generalmente se basa en la curvatura media y 
construir, a partir de él, una velocidad tangencial 
apropiada que preserve el área, a medida que 
evoluciona la superfi cie. El método puede aplicar-
se en superfi cies de triangulación y en level sets, 
pero únicamente se presentan resultados con la 
implementación en level sets.

Líneas de cresta: Stylianou et al. (33) presentan 
la utilización de líneas de cresta para suavizar una 
superfi cie. El objetivo de establecer las líneas de 
cresta es que permiten particionar la superfi cie 
creando un diagrama geodésico de Voronoi, con 
el cual se puede implementar un algoritmo rápido 
de alisar superfi cies, el cual combina el mapeo 
baricéntrico de Tutte y las coordenadas de valor 
medio de Floater. Las líneas de cresta se calculan de 
acuerdo a una aproximación de la curvatura y a una 
esqueletización. La distorsión métrica introducida 
por este método parece ser mínima.

C.  Mapear una superfi cie

Los métodos que permiten mapear una superfi cie 
3D, en otra con las mismas características topoló-
gicas, utilizan generalmente una esfera, o un elip-
soide como superfi cie objetivo. El que este método 
pueda utilizarse se justifi ca con la aplicación de la 
geometría de superfi cies de Riemann, con la que se 
puede afi rmar que cualquier superfi cie sin hoyos, 
o intersecciones consigo misma, se puede mapear 
de forma conforme en una esfera y cualquier 
porción de la superfi cie se puede mapear en un 
disco (34). En la fi gura 5 se presenta el resultado 
que se obtiene al aplicar un método para mapear 
una superfi cie 3D, como el tallo cerebral, en otra 
superfi cie suave, en este caso una esfera.

El objetivo principal de estos métodos es deter-
minar un mapa conforme entre la superfi cie y 
la esfera, pero varían las formas de llegar a este 
mapeo. Se pueden encontrar métodos que aplican 
elementos fi nitos para construir el mapa conforme, 
como el presentado por Haker et al. (34), que 
adicionalmente considera la aplicación de texturas 
y la generación de mapas de coordenadas. En la 

misma línea, Angenent et al. (35) presentan la 
aplicación del operador de Laplace-Beltrami que, 
junto con la formulación por elementos fi nitos, 
permite construir el mapa conforme y mapear así 
la superfi cie en una esfera. Otra forma de construir 
un mapa conforme esférico es la presentada por Ju 
et al. (36), en donde se utiliza el mapeo conforme 
por mínimos cuadrados introducido por Levy et 
al. (37), el cual no preserva muy bien las métricas, 
pero invierte menos tiempo en los cálculos. Uno 
de los métodos más recientes para construir un 
mapa conforme único entre una superfi cie y una 
esfera es presentado por Wang et al. (38), en 
donde se aplican los elementos de la geometría 
diferencial para construir un homeomorfi smo entre 
las superfi cies y luego éste se deforma de forma 
que minimice la energía armónica.

Otra forma de obtener una representación esférica 
de una superfi cie 3D, que es un poco más sencilla 
de formular, pero que no ofrece tan buenos re-
sultados de forma directa, es plantear una fuerza 
que mueva cada uno de los puntos de la superfi cie 
inicial hacia la superfi cie de la esfera. Fischl et al. 
(16) presentan un método con esta característica 
y consideran, para cada punto y en cada iteración, 
una fuerza de suavizado y una fuerza radial. El 
método requiere de un paso posterior para unifor-
mizar la densidad de puntos en la esfera.

D.   Metamorfosis de superfi cies 

A primera vista se podría pensar que la meta-
morfosis de superfi cies tiene muy poco en común 
con los demás métodos; sin embargo, podría 

FIGURA 5. Proyección de una representación 3D del 
tallo cerebral en la superfi cie de una esfera. El área 
sombreada permite evidenciar la distorsión en el área 
introducida por este tipo de modelos.
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funcionar de forma similar al método de mapeo 
en superfi cies más sencillas, tomando la superfi cie 
3D inicial y la esfera o elipsoide (o alguna otra 
superfi cie suave) como la superfi cie objetivo. Una 
de las características de los demás métodos, que 
no tienen los modelos de metamorfosis de super-
fi cies, es la preservación de métricas, ya que no 
se aplican restricciones sobre la superfi cie inicial 
y la superfi cie objetivo. En la fi gura 6 se presenta 
el resultado esperado al realizar la metamorfosis 
entre dos superfi cies.

Los métodos de metamorfosis entre superfi cies re-
quieren, en la mayoría de los casos, la intervención 
del usuario para establecer algunos parámetros, o 
elementos básicos necesarios para el proceso, de 
tal forma que son más propensos a errores; sólo 
unos pocos son completamente automáticos.

A continuación se destacan algunos desarrollos 
recientes en esta área:

*  Kanai et al. (39) presentan una transformación 
rápida entre superfi cies 2D o 3D, basada en la 
construcción de un mapa armónico entre las 
superfi cies y un disco unitario, que sirve para 
establecer la correspondencia uno-a-uno entre 
los puntos de las superfi cies. Se requiere de la 
intervención del usuario para defi nir una marca 
de posición en cada una de las superfi cies.

*  Un elemento novedoso, denominado repre-
sentación multiplanar, es introducido por 

Ramasubramanian et al. (40) y aplicado a la 
transformación entre superfi cies. La repre-
sentación multiplanar toma una superfi cie 3D 
y construye un conjunto de planos 2D que la 
representan totalmente, con lo que es posible 
aplicar algoritmos de metamorfosis 2D. En 
cada plano se almacena un conjunto de super-
fi cies, determinadas por una parametrización 
basada en radios. Se requiere que el usuario 
defi na un eje, que afecta la cantidad de planos 
y la forma de las superfi cies y algunas corres-
pondencias entre los planos, en caso de que no 
puedan ser determinadas por el algoritmo.

* Zockler et al. (41) presentan un método de 
metamorfosis basado en regiones de corres-
pondencia y puntos de ajuste, los cuales deben 
ser identifi cados completamente por el usuario 
en la etapa inicial. El algoritmo se encarga de 
establecer una parametrización entre cada 
par de regiones, de ajustarlas de acuerdo a los 
puntos puestos por el usuario y de generar las 
superfi cies intermedias de la transformación, 
de acuerdo a una interpolación.

* Una aplicación del modelo de level sets 3D es 
presentada por Breen et al. (42). Se construye 
un level set que se ajusta a la superfi cie inicial 
y se deforma, de manera progresiva, de acuer-
do a la optimización de una función objetivo 
que actúa como medida de similaridad entre 
los objetos, hasta que alcanza la forma de la 
superfi cie fi nal. Este método es completamente 
automático, pero no puede ser utilizado con 
superfi cies abiertas.

FIGURA 6. Esquematización 2D del proceso de metamorfosis entre superfi cies.
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* Finalmente Treece et al. (43) presentan la ex-
ten sión de un método de transformación 2D 
a la metamorfosis de superfi cies 3D, para lo 
cual utilizan volúmenes de distancias, represen-
taciones en esferas y vectores de correspon-
dencia entre esferas. Es un procedimiento algo 
complejo que requiere de la intervención del 
usuario en cada etapa, para determinar ciertos 
parámetros.

Aplicaciones

La primera aplicación de los modelos de deforma-
ción de superfi cies fue elaborar un mapa a partir de 
una superfi cie curva, como lo es el globo terráqueo. 
En la actualidad, las aplicaciones de estos métodos 
abarcan campos muy variados, desde el diseño de 
prendas de vestir, hasta la recreación de anima-
ciones 3D; pero estando centradas la mayoría de 
ellas, en el campo de la medicina.

El diseño de prendas de vestir y de zapatos es una 
de las aplicaciones más directas de los métodos 
para aplanar superfi cies (23, 25, 44). Se utiliza 
una representación tridimensional del cuerpo de 
la persona y sobre ella se determina la superfi cie 
que cubrirá la prenda; luego ésta es extraída y 
aplanada, insertando las líneas de corte necesarias. 
Este modelo plano se imprime, para luego cortar 
las telas y fabricar las prendas que se ajustan per-
fectamente al cuerpo de la persona. El diseño de 
zapatos se realiza con un procedimiento similar.

Otro grupo de aplicaciones se relacionan direc-
tamente con el procesamiento de gráfi cas. Los 
métodos de metamorfosis entre superfi cies pueden 
utilizarse para elaborar algunas animaciones y 
efectos especiales en las transiciones, de mucha 
aplicación en el cine, la televisión, la publicidad y 
el diseño gráfi co. De igual forma los métodos para 
suavizar superfi cies permiten obtener múltiples 
resoluciones de una malla poligonal, facilitando 
el manejo de estas estructuras en tareas tales 
como almacenamiento, visualización, edición y 
transmisión. La adaptación de mapas de texturas 
a una superfi cie se puede conseguir utilizando los 
métodos de aplanado y de mapeo de superfi cies 
(45).

Pero como ya se mencionó, el campo de la me-
dicina es en el que se concentran la mayor parte 

de las aplicaciones de los modelos de deformación 
de superfi cies. Basándose en estos métodos, se 
construyen paquetes de software que permiten a 
los profesionales de la salud analizar de una manera 
más precisa y segura las estructuras anatómicas de 
sus pacientes, así como establecer comparaciones 
entre ellas. Utilizando los métodos para aplanar 
superfi cies se pueden analizar vasos sanguíneos, 
con el fi n de detectar y visualizar patologías como 
estenosis y pólipos  aplicación presentada por Zhu 
et al. (46); así como el interior del estómago, de 
acuerdo a lo presentado por Mori et al. (47).

Dentro de la medicina, el área con mayor número 
de publicaciones sobre deformación de superfi cies 
es la relativa a las estructuras cerebrales, puesto 
que la corteza cerebral es considerada la superfi cie 
más compleja del cuerpo humano, en cuanto a 
geometría y a topología se refi ere. La aplicación de 
estos métodos permite la identifi cación de cambios 
en los surcos del cerebro debidos a tumores u otras 
patologías y también facilita la visualización de las 
diferentes áreas funcionales del cerebro, así como 
la determinación de distancias y otras medidas.

Morfometría basada en superfi cies

Una vez obtenida una representación simplifi cada 
de una superfi cie 3D, es importante revisar los 
análisis que pueden aplicarse sobre esta nueva 
superfi cie. En la medicina, una de las aplicaciones 
más comunes son los estudios morfométricos, es 
decir, la toma de medidas con el objeto de com-
pararlas con las de otros sujetos, o con un atlas, 
o para observar los cambios producidos durante 
la evolución de la estructura anatómica. Estas 
mediciones permiten la detección de tumores y 
otras enfermedades que afecten la forma de las 
estructuras anatómicas.

De acuerdo con la investigación en morfometría 
realizada por Ashburner (48), existen tres métodos 
morfométricos principales: la morfometría basada 
en deformaciones, la morfometría basada en ten-
sores y la morfometría basada en voxeles. Cada 
método identifi ca elementos diferentes (diferencias 
anatómicas macroscópicas, diferencias estructurales 
en regiones y composición local, respectivamente), 
se aplican exclusivamente al cerebro y son utilizados 
para comparación entre pacientes.
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Las medidas morfométricas básicas que se pueden 
tomar sobre la superfi cie incluyen longitudes o 
distancias, áreas, ángulos, curvaturas, grosor, etc. 
Es necesario resaltar que la característica más 
importante que deben poseer los métodos de 
deformación de superfi cies es que la nueva repre-
sentación simplifi cada preserve la mayoría de las 
métricas de la superfi cie 3D original, pues de otra 
forma no tendría gran aplicación. La superfi cie 
puede estar representada por una malla de trian-
gulación, por voxeles, o por alguna otra estructura 
y los métodos de medición son dependientes del 
tipo de estructura que se utilice.

Entre los desarrollos relacionados con este campo 
se encuentra la estimación de áreas basada en 
voxeles y presentada por Windreich et al. (49). El 
método requiere dos pasos: detectar y delimitar 
la región de interés, para luego estimar el área de 
la región. El usuario debe indicar algunos puntos 
que indican la región de interés, los cuales son 
conectados, de acuerdo a la ruta más corta para 
delimitar la región. Luego, se aplica el estimador 
de área de Mullikin & Verbeek para aproximar el 
área de la región. Nótese que el estimar la ruta 
más corta entre cada par de puntos permite cal-
cular distancias entre éstos, pudiéndose obtener el 
perímetro de la región de interés.

Otro trabajo relacionado es el presentado por 
Chung et al. (50). En éste se presenta una aproxi-
mación estadística para realizar morfometría basa-
da en superfi cies de la corteza cerebral. El cálculo 
de las medidas consideradas en este trabajo está 
basado en el tensor métrico de Riemann, el cual 
permite medir longitudes, áreas y ángulos y cuyo 
diferencial permite estimar cambios en el área y en 
la curvatura de la superfi cie. Esta aproximación no 
requiere la defi nición de una región de interés.

Conclusiones

Los métodos para deformar superfi cies constitu-
yen una herramienta muy valiosa al momento de 
simplifi car análisis y procesamientos en diferentes 
disciplinas, como la computación gráfi ca, el diseño 
gráfi co y de modas, entre otras. El área en la que 
se han aplicado la mayoría de modelos de defor-
mación de superfi cies es la medicina, en donde se 
facilita la visualización de las características estruc-

turales y funcionales de los volúmenes anatómicos, 
construidos a partir de pilas de imágenes médicas. 
Los análisis que se pueden realizar sobre estas su-
perfi cies son más precisos y proveen información 
adicional sobre la condición del paciente.

Existen diferentes clases de deformaciones de su-
perfi cies: aplanado, alisado, mapeo y metamorfo-
sis, bajo las cuales se pueden agrupar los métodos 
publicados más recientemente. Las características 
particulares de cada método lo pueden hacer más, 
o menos adecuado para ciertos tipo de problema, 
pero gracias a la diversidad de modelos planteados, 
es posible encontrar alguno con el que se obtengan 
resultados satisfactorios. 

Enfocándose en el problema particular de mor-
fometría de estructuras anatómicas, se concluye 
que el grupo de métodos menos aplicable es el de 
metamorfosis de superfi cies, ya que no garantiza 
la preservación de métricas, la cual es una condi-
ción necesaria para asegurar la precisión en los 
análisis morfométricos. Trabajos futuros en esta 
área incluyen determinar si la combinación de dos 
o más de estos métodos infl uye positivamente en 
la preservación de métricas, desarrollar métodos 
que se adapten a la complejidad de pequeñas áreas 
de la superfi cie y estudiar la aplicabilidad de un 
modelo basado en el centro de masa y los vectores 
normales, entre otros.
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