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Resumen

En el presente trabajo usamos el modelo de Kronig-Penney
con potenciales delta como modelo de sólido unidimensional
para estudiar el efecto del desorden estructural y qúımico en
la representación de una onda plana. El desorden estructural
considera la variación en la posición de los potenciales
y el desorden qúımico la variación en sus intensidades
manteniendo fija la distancia entre los potenciales. Los
efectos del desorden se evalúan a través del flujo electrónico
y la medida estad́ıstica de complejidad LMC. Tanto
el desorden estructural como el qúımico producen la
maximización de la complejidad del estado electrónico y la
minimización del correspondiente flujo electrónico, lo cual
indica la inhibición del transporte electrónico.
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Abstract

In this work we use the Kronig-Penney model with delta
function potentials as a one dimensional model of solid in
order to study the effects of structural and chemical disorder
in the plane wave representation. Structural disorder takes
into account the variation on the potential position and
chemical disorder is produced by changing the potential
intensity and keeping fixed the distance between potentials.
LMC statistical complexity measure and electron flux
are used to evaluate the disorder effects. Both of them,
structural and chemical disorder, produce the maximization
of the electron complexity and the minimization of the
corresponding electron flux which indicates the inhibition
of electron transport.

Keywords: Statistical complexity, electronic transport, disorder.

Introducción

Aunque el avance de la tecnoloǵıa actual ha hecho posible el
desarrollo de técnicas que permiten manufacturar dispositivos
de baja dimensionalidad [1] (e.g. epitaxia de haces moleculares)
esta no está libre de ciertos defectos e imperfecciones que van
a afectar en cierta medida sus propiedades mecánicas, ópticas,
electrónicas, magnéticas. Debido a esto, desarrollar estudios tanto
teórico-computacionales como experimentales, orientados a evaluar
los efectos de dichas imperfecciones (desorden), resultan relevantes
en el planeamiento y diseño de tales dispositivos. Particularmente,
la necesidad de contar con sistemas (cuasi)-unidimensionales (1D)
(e.g. superredes, nanoalambres) con perspectivas en el desarrollo
de transistores e interconectores, estimulan el desarrollo de estudios
acerca de los efectos que estas imperfecciones puedan tener sobre
sus propiedades ópticas y electrónicas. Tomando en cuenta ello,
en el presente trabajo se aborda el estudio de los efectos del
desorden estructural y qúımico sobre las propiedades de transporte
electrónico en un modelo de sólido 1D.

Uno de los trabajos pioneros en el estudio de los efectos del
desorden fue desarrollado por P.W. Anderson [2], quien encontró
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que dependiendo de la dimensionalidad del sistema y el nivel del
desorden, se puede producir la inhibición del transporte electrónico.
Estudios realizados en nanopart́ıculas [3] indican también que
las propiedades de transporte se ven afectadas por el tipo de
desorden. Con la finalidad de estudiar los efectos de los tipos
de desorden indicados, se considera como sistema de referencia el
modelo de Kronig-Penney [4] en su representación como una cadena
de potenciales tipo delta. Sistemas del tipo Kronig-Penney han sido
utilizados también para evaluar la resistencia eléctrica a partir de
su relación con la densidad de estados [5]. En el presente trabajo,
el desorden estructural es incluido en el modelo de Kronig-Penney
permitiendo la variación aleatoria (distribución uniforme) en las
posiciones de los potenciales, y el desorden qúımico, variando
sus intensidades respectivas. La evaluación de los efectos del
desorden sobre el estado electrónico, representado mediante una
combinación de ondas planas, se realiza mediante el flujo electrónico
y la medida estad́ıstica de complejidad propuesta por López-Ruiz,
Mancini y Calbet (LMC) [6]. Esta medida de complejidad (C)
ha sido utilizada para caracterizar propiedades conformacionales
de sistemas de muchos cuerpos [7], [8]. La determinación de la
función de onda electrónica, necesaria para el cálculo del flujo
electrónico y la medida estad́ıstica de complejidad, se realiza
mediante el método de la matriz de transferencia. Esta metodoloǵıa,
de aplicación general al transporte fotónico y electrónico [9], [10], ha
permitido profundizar en el estudio de sistemas unidimensionales
desordenados [11].

El trabajo está organizado como sigue: en la sección 2 se presentan
las cantidades utilizadas para comparar los efectos del desorden.
Luego, en la sección 3, se presentan los modelos de Kronig-Penney
con desorden estructural y qúımico, aśı como la metodoloǵıa de
la matriz de transferencia que se utiliza en la determinación del
estado electrónico. En la sección 4 se realiza la discusión de los
resultados obtenidos a partir del cálculo de la complejidad y el flujo
electrónico para un estado electrónico representativo. Finalmente,
las conclusiones se presentan en la sección 5.
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1. Conceptos básicos

1.1. Flujo electrónico

Una cantidad representativa de una part́ıcula cuántica es su función
de onda ψ(x). Esta se obtiene al resolver la ecuación de Schrödinger
independiente del tiempo, Ĥψ = Eψ, que constituye un problema
del valor propio. Además, en la mecánica cuántica se define el flujo
electrónico, j(x), como:

j(x) =
~

2mi
[ψ∗

dψ

dx
− ψdψ

∗

dx
] (1)

Para casos en que la densidad de probabilidad se mantiene
constante (estados estacionarios) y para potenciales de interacción
reales (V (x) ∈ R), se cumple la conservación del flujo electrónico.

1.2. Complejidad y medida estad́ıstica LMC

La noción de complejidad ha venido desarrollándose desde mediados
del siglo pasado y constituye una caracteŕıstica asociada al nivel
de organización o jerarqúıa en un sistema [12] como resultado
de una interacción no simple de sus componentes [13]. Algunos
indicadores de complejidad, denominados medidas de complejidad,
han sido propuestos en el área de la f́ısica, como por ejemplo: la
medida efectiva de complejidad [14], la profundidad termodinámica
[15], la medidad estad́ıstica de complejidad LMC [6]. Justamente,
esta última ha sido aplicada con éxito en la caracterización
de reǵımenes de transición en sistemas dinámicos caóticos [6],
[16], evolución dinámica de sistemas fuera del equilibrio [17],
propiedades conformacionales de sistemas de muchos cuerpos [18],
[8], estructura de bandas en sistemas cristalinos [19], entre otros.
La medida estad́ıstica de complejidad LMC (C), propuesta por
López-Ruiz, Mancini y Calbet [6], parte de la noción intuitiva
que los sistemas idealizados completamente ordenado (cristal) y
completamente desordenado (gas ideal) no tienen complejidad
alguna (C = 0). Asimismo, consideran que el estado con un
máximo de complejidad subyace en la región intermedida entre
estos extremos. La cantidad estad́ıstica básica asociada al sistema
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bajo estudio es la probabilidad, pi, para un sistema con una
distribución discreta de estados o la densidad de probabilidad,
ρ(x), para un sistema con una distribución continua de estados.
López-Ruiz et al. [6] definieron C = HD para una distribución
discreta de estados, donde H = −

∑N
i=1 pi ln pi es la entroṕıa de

Shannon [20] y D =
∑N

i=1(pi − 1/N)2 es el desequilibrio, tal que∑N
i=1 pi = 1. Posteriormente, Catalán et al. [21] reformularon la

medida estad́ıstica de complejidad para una distribución continua
de estados como:

C = eHD (2)

con H = −
∫

Λ
ρ(x) ln ρ(x)dx y D =

∫
Λ
ρ2(x)dx, tal que

∫
Λ
ρ(x) = 1.

H se considera una medida del contenido de información del sistema
y D constituye una medida de la localización electrónica. El cálculo
de H, D y C se realiza tomando en cuenta variables adimensionales
(x̃/a → x, ρ̃a → ρ) y con a = 1 Å (longitud de referencia).
Catalán et al. [21] determinaron que el mı́nimo de complejidad
(C = 1) se obtiene para la distribución equiprobable (densidad de
probabilidad rectangular) y que el máximo de complejidad (con un
valor no espećıfico) se consigue para una distribución caracterizada
con estados preferenciales.

2. Modelo y metodoloǵıa de cálculo

Un modelo paradigmático de la materia condensada es el modelo
de Kronig-Penney (MKP) [4]. Aunque simple, este modelo de
sólido cristalino 1D permite reproducir caracteŕısticas relevantes
de sistemas reales, como por ejemplo la distribución de las enerǵıas
permitidas en bandas de enerǵıa, que constituye un ingrediente para
distinguir a un material como metal, semiconductor o aislante [22].
Para el presente estudio, la interacción de un electrón con una
cadena de átomos (sólido 1D), separados una distancia a, se
representa mediante el siguiente potencial:

V (x) =
~2

ma2

N∑
j=1

Ωj δ(x− xj) (3)
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Figura 1. Representación esquemática del modelo propuesto de sólido 1D con:
(a) desorden estructural, y (b) desorden qúımico.

con Ωj y δ(x − xj) cantidades adimensionales. El desorden
estructural en el MKP (Figura 1-(a)) se consigue al ubicar los
potenciales de igual intensidad (Ωj = Ω, ∀j) en posiciones aleatorias
alrededor de las posiciones originales (i.e. equidistantes del MKP),
tal que xj = j+0,25εs, con εs un número aleatorio entre [−W,+W ].
El parámetro W permite modular el nivel de desorden en la cadena,
de modo que cuando W = 1 se considera un alejamiento de hasta
0,25 alrededor de la posición original del MKP (W = 0).

El desorden qúımico en el MKP (Figura 1-(b)) se produce al
mantener los potenciales en sus posiciones equidistantes (xj = j,
∀j) pero permitiendo que las intensidades de los potenciales vaŕıen
de forma aleatoria: es decir, Ωj = Ω + εcΩ, con εc un número
aleatorio entre [−W ′,+W ′]. Cuando el parámetro de desorden
W ′ = 1, la intensidad de los potenciales vaŕıa tal que 0 < Ωj < 2Ω.

Con la finalidad de evaluar los efectos del desorden, se calcula
el flujo electrónico (j(x)) y la medida estad́ıstica de complejidad
LMC (C), a partir de la función de onda electrónica. Esta se
obtiene mediante el método de la matriz de transferencia que
constituye una metodoloǵıa de amplia aplicación en el estudio de



24 Alejandro A. Heredia, et al.

la propagación de part́ıculas cuánticas en medios estratificados
[10],[23]. A continuación se describe brevemente como se ha
procedido en el presente trabajo.

Considere un potencial delta de intensidad Ωj ubicado en la posición
xj tal que las ondas planas en las regiones adyacentes, para un
vector de estado adimensional (k̃a→ k), se expresan como: ψj(x) =
Aje

+ikx + Bje
−ikx en (xj, xj+1) y ψj−1(x) = Aj−1e

+ikx + Bj−1e
−ikx

en (xj−1, xj). El método de la matriz de transferencia permite
relacionar las amplitudes de las ondas alrededor de la posición xj
mediante una matriz de transferencia local Mj que viene dada por:

Mj =

(
(1− iΩj

k
) −iΩj

k

+i
Ωj

k
(1 + i

Ωj

k
)

)(
e+ik∆j 0

0 e−ik∆j

)
(4)

con ∆j ≡ xj − xj−1. En la matriz de transferencia local (ecuación
(4)), el primer factor considera la variabilidad en la intensidad
del potencial (desorden qúımico) y el segundo la variación en las
distancias entre potenciales (desorden estructural). Las múltiples
dispersiones que experimenta la onda electrónica a lo largo de la
cadena de potenciales (N = L/a) son consideradas mediante la
matriz de transferencia global, M̃ = MNMN−1 . . .M2M1, y cumple
las siguientes propiedades: M̃11 = M̃∗

22, M̃12 = M̃∗
21 y det(M̃) = 1.

Tomando en cuenta la semitraza s de la matriz de transferencia
global (s ≡ 1

2
(M̃11 + M̃22)) y considerando el planteamiento del

problema del valor propio y la conservación del flujo electrónico se
obtiene que s2 ≤ 1. Esta relación impone una restricción sobre
los posibles valores de k y por consiguiente sobre las enerǵıas
(equivalente a la condición que origina la distribución de enerǵıas en
bandas permitidas y prohibidas). Asimismo, se obtiene una relación
entre las amplitudes incidente (A0) y reflejada (B0) cuyo cociente
se caracteriza mediante u:

B0 =
λ− M̃11

M̃12

A0 ≡ uA0 (5)

Justamente u contiene toda la información de los detalles del
tipo de desorden evaluado pues es función de la matriz de
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transferencia global (ecuación (5)). Se verifica también, a partir
de la conservación del flujo electrónico, que |u|2 = |Bj|2/|Aj|2,
∀j. Si además, se toma en cuenta la condición de normalización
a lo largo de la cadena, se puede determinar la función de onda
electrónica (salvo un factor de fase) y, por consiguiente, la densidad
de probabilidad, ρ(x) = |ψ(x)|2. Aśı, tenemos que,

ρ(x) = |A0|2{1 + |u|2 + 2urcos(2kx) + 2uisen(2kx)} (6)

con ur y ui parte real e imaginaria del cociente de amplitudes u.
Además,

|A0|2 =
1

N [1 + |u|2]
+O(1/N2) (7)

que resulta de considerar cadenas de longitud larga (N > 200). Al
definir el flujo electrónico normalizado como J(x) = j(x)/(~k/m) se
deduce que J(x) = |A0|2[1−|u|2]. Si se considera además la ecuación
(7), el flujo electrónico normalizado se puede expresar como:

J(x) =
1

N

1− |u|2

1 + |u|2
(8)

De las ecuaciones (6) - (8) se observa que tanto la función
de densidad de probabilidad, ρ(x), como el flujo electrónico
normalizado, J(x), dependen de |u|. Por ello, |u| constituye una
cantidad relevante en la evalución de los efectos del desorden, como
se mostrará en la siguiente sección.

3. Resultados y discusión

Los cálculos mostrados a continuación se han realizado para el
estado electrónico k = 8, 36 (en unidades adimensionales, definidas
en la sección previa) correspondiente al centro de la tercera banda
del MKP y con Ω = 4. Aśı, conocida la densidad de probabilidad
ρ(x) (ecuación (6)) se obtienen la complejidad C (a partir de H
y D) y el flujo electrónico normalizado J (ecuaciones (2) y (8)).
Con la finalidad que los resultados sean representativos del tipo
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de desorden analizado y no de una configuración espećıfica, se
evalúan valores promedio 〈H〉, 〈D〉, 〈C〉 y 〈J〉, que se obtienen a
partir de un conjunto de 400 muestras para el desorden qúımico
y 200 muestras para el desorden estructural. Los tamaños de las
muestras están restringidas por limitaciones computacionales.
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Figura 2. Valores promedio de la entroṕıa y el desequilibrio para cadenas
de N = 200 (rojo), 300 (azul), 400 (verde) y 500 (cian) con (a) desorden
estructural y (b) desorden qúımico, para el vector de estado k = 8, 36 (centro

de la tercera banda del MKP).

La inclusión de desorden tanto estructural (Figura 2-(a)) como
qúımico (Figura 2-(b)) en el MKP, produce la reducción de la
entroṕıa y el crecimiento del desequilibrio. La entroṕıa disminuye
asintóticamente hacia un valor que muestra su dependencia con la
longitud de la cadena. De manera opuesta, el desequilibrio aumenta
hasta un valor de saturación que también depende de la longitud de
la cadena. Cabe mencionar que el comportamiento complementario
evidenciado para la entroṕıa y el desequilibrio, a medida que
se incrementa el desorden tanto estructural como qúımico, tiene
correspondencia con lo esperado según la formulación inicial de la
medida estad́ıstica de complejidad C propuesta por López-Ruiz et
al. [6].
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El sistema en estudio puede considerarse compuesto por el
subsistema de los electrones y el subsistema de la cadena de
potenciales. Puesto que el sistema completo constituye un sistema
aislado, la reducción de la entroṕıa en el subsistema de los electrones
se efectúa conforme el desorden en el subsistema de la cadena
de potenciales aumenta. El incremento de la entroṕıa del sistema
completo requerido por la segunda ley de la termodinámica no
limita la posibilidad del ordenamiento [24] en el subsistema de
los electrones. Más aún, el crecimiento del desequilibrio (también
conocido como razón de participación inversa-IPR), corrobora
el resultado ya observado mediante la entroṕıa e indica un
ordenamiento en el subsistema de los electrones a medida que el
desorden en el sistema completo se incrementa.
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Figura 3. Probabilidad en función del módulo del cociente de amplitudes para
el modelo de Kronig-Penney considerando tanto (a) desorden estructural como
(b) desorden qúımico. Los cálculos han sido realizados para el vector de estado

k = 8, 36 (centro de la tercera banda del MKP).

El mencionado ordenamiento surge en el módulo de u (cociente
de las amplitudes de las ondas reflejada e incidente) tal como se
evidencia en la Figura 3. Asimismo, se observa que a partir de un
t́ıpico nivel de desorden en el subsistema de electrones, tanto para el
caso del desorden estructural (Figura 3-(a)) como qúımico (Figura
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3-(b)), se obtiene un valor preferencial en |u|. Más aún, el valor
preferencial, para ambos tipos de desorden, corresponde a |u| = 1,
lo que indica la igualdad de las amplitudes de las ondas reflejada e
incidente. Es justamente el ordenamiento en las amplitudes lo que
genera la reducción de la entroṕıa y el incremento del desequilibrio.
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Figura 4. (a) Complejidad y (b) flujo electrónico promedios en función del
nivel de desorden estructural (W ) para el vector de estado k = 8, 36 (centro de

la tercera banda del MKP).

Los efectos de la inclusión del desorden estructural en el MKP,
evaluados a partir del comportamiento de la medida estad́ıstica de
complejidad (Figura 4-(a)) y del flujo de probabilidad (Figura 4-(b))
para diferentes niveles de desorden, indican una correspondencia
entre el máximo de complejidad (〈C〉 ≈ 1, 104) y el mı́nimo del flujo
electrónico (〈J〉 ≈ 0). Justamente, ambos extremos se alcanzan a
partir de un nivel de desorden caracteŕıstico de W ≈ 0, 30, con una
leve dependencia de la longitud de la cadena de potenciales. Este
nivel de desorden, para el cual el flujo electrónico prácticamente es
despreciable, corresponde a una variación de 0, 09 alrededor de las
posiciones ideales de los potenciales del MKP (sin desorden). Las
variaciones observadas en los comportamientos de 〈C〉 y 〈J〉 son
consecuencia del tamaño de la muestra.
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Figura 5. (a) Complejidad y (b) flujo electrónico promedios en función del
nivel de desorden qúımico (W ′) para el vector de estado k = 8, 36 (centro de la

tercera banda del MKP).

La inclusión de desorden qúımico en el MKP produce el crecimiento
de la complejidad del estado electrónico a medida que se incrementa
el nivel de desorden hasta un valor de saturación asintótico (Figura
5-(a)) correspondiente a 〈C〉 ≈ 1, 104. Paralelamente, en la Figura
5-(b) se observa la reducción del flujo de probabilidad a medida
que el desorden qúımico se incrementa, indicando la inhibición del
transporte electrónico en el sistema para un nivel de desorden de
W ′ ≈ 0, 70, lo que equivale a una variación en la intensidad de los
potenciales tal que 0, 45Ω < Ωj < 1, 55Ω. Aunque tanto 〈C〉 como
〈J〉 muestran una leve dependencia de la longitud de la cadena de
potenciales, el nivel de desorden para el cual el flujo electrónico se
vuelve despreciable (〈J〉 ≈ 0) caracteriza también el valor umbral
de desorden donde se alcanza el máximo de complejidad.

El crecimiento de la complejidad hacia un valor de saturación
(Figuras 4-(a) y 5-(a)) también ha sido reportado en el caso
del modelo del potencial delta de Dirac gemelo (modelo de dos
potenciales delta de Dirac) como consecuencia del incremento de la
separación entre los potenciales [25].
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Conclusiones

La inclusión de desorden, tanto estructural como qúımico, produce
el incremento en la complejidad LMC de un estado electrónico
representativo de un sistema metálico (k = 8, 36, centro de
la tercera banda en el MKP) hacia un valor asintótico. A su
vez, el incremento de desorden produce una reducción del flujo
electrónico hasta llegar a valores despreciables, lo cual indica la
inhibición del transporte electrónico. Los resultados de máxima
complejidad y mı́nimo flujo electrónico se alcanzan para un nivel
de desorden caracteŕıstico que depende del tipo de desorden
incluido en el sistema a consecuencia de la igualdad de las
amplitudes electrónicas incidente y reflejada. El comportamiento
complementario encontrado entre C y J , tanto en el caso del
desorden estructural como qúımico, permite considerar a la medida
estad́ıstica de complejidad LMC como un indicador relevante de las
propiedades de transporte electrónico.
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