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RESUMEN

El tema de esta contribucién me fue sugerido por el Profesor Michel Paty.
Sabiendo que estoy muy interesado en la cuestion delaindiscernibilidad (o
indistinguibilidad, palabra que aqui usaré como sinbnima) de las particulas
elementales y de sus consecuencias légicas y filosdficas, é me hizo la
excelente sugerencia de que escribiera esta pequefia nota sobre el papel
desempefiado por Einstein en la consolidacion de ese concepto, y también
para hablar un poco de sus consecuencias logicas y filosdficas para las
basesdelafisica(y delaldgica) presente. En este articulo hago unarevision
de algunos de los temas de naturaleza l6gica relacionados con esa
problemética, sin entrar enlos detallestécnicosdelafisica, loscualesremito
alostextosindicados en las referencias.

Palabrasclave: Indistinguibilidad, indiscernibilidad, estadisticas cuanticas,
| 6gicade lamecénicacuantica, 16gicasno reflexivas.

ABSTRACT

The subject of this contribution was suggested to me by Prof. Michel Paty.
Since heknows | aminterested in thelogical and philosophical implications
of the problem related to the concepts of identity and individuality in quantum
physics, he suggested me to write something about Einstein’s contributions
tothistopic. Thus, inthis paper, | make abrief revision on therelated topics
and conceptsinvolved in such aproblematic, so as advance some directions
which have been touched by me and colleagues in a series of works.
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1. Introduccion: la indiscernibilidad de los quanta

Laideade quelasentidades basicasdelamateria, quellamaré particulas
elementales’ (0 quanta) pueden ser absolutamente indiscernibles (o
‘idénticas’, como prefieren decir losfisicos) esde fundamental importancia
paralafisica cuantica. Sin esa suposicion, podemos decir, no habriateoria
cuanticapropiamentedicha, por |o menosen susinterpretaciones mas usuales.
Laideabésicaeslaquesigue. Tantolas' particulasclasicas (esto es, aquellas
descritas por la fisica clasica) como los quanta pueden concordar en sus
caracteristicas, o atributos, como la carga eléctrica, la masa u otros. Pero
hay unadistincion fundamental: dadasciertas condicionesiniciales, lasleyes
de la fisica clasica nos permiten determinar con absoluta precision la
localizacion y la velocidad de las particulas, en cualquier momento de su
existencia. En otras paabras, ellas son identificables por su posicion espacio-
temporal, y debido aun principio béasico delafisicaclésica, quellamaremos
Principio de Impenetrabilidad, no puede ocurrir que dos de esas particulas
puedan ocupar €l mismo sitio al mismo tiempo: ellas son impenetrables. En
pocas palabras, las particulas clasicas son individuos. Por individuo
entenderemos aqui unaentidad quetiene caracteristicas propias, desi misma,
gue no las comparte con ninguna otra. Decimos muchas veces que un
individuo es una entidad dotada de identidad. En efecto, muchas veces en
filosofia se toma la propiedad “ser idéntica a @’ como la caracteristica
peculiar del objeto a: solamente a esidéntico aa, y nadamas. Eso implica
que un individuo puede siempre ser discernido de otros, ain delos otros de
su misma especie. En particular, € puede ser nombrado, y se puede contar
unacol eccion deindividuos, aungque similares, incluso siguiendo los patrones
habitual es delos mateméti cos, paraquienes contar, por € emplo unacantidad
finitan deellos, esexhibir unafuncion biyectivadel ordinal n={0, 1, ..., n-
1} en el conjunto en cuestion. Este punto es importante para nuestros
siguientes propdsitos: seaX un conjunto con nindividuos (paratodoslo que
concierne a la fisica, podemos proseguir suponiendo que n €s un nimero
natural, puesto que aparentemente no necesitamos mas que una cantidad
finita de objetos). Asi, contar los elementos de X es definir una funcion
biyectivaf: n — X. Los valores n. € n pueden ser tomados como los
nombres delos objetos def(n) € X. Cadauno de ellos (nombresy objetos)
esdistinto delos otros, puesto que lafuncion f esunabiyeccién, o sea, como
dijearriba, loselementosde X son distinguidos por susnombres. Laposibilidad
de que siempre podamos ‘ seguir’ una particula por donde ella va hace que
cualquier permutacion de particulas (una por la otra) conduzca a estados
distintosdelas configuracionesinicia y final. En otrostérminos, y paraque
introduzcamos unaterminol ogiaque nos sera Util después, las permutaciones
son consideradas como observables en el ambito de la fisica clasica.



Eso se expresa diciendo que las particulas clasicas obedecen a una
‘estadistica’ (proceso de contar) Ilamada Estadisticade Maxwell-Boltzmann,
en homenaje a dos de los mayores fisicos del siglo XI1X. En resumen, s
tenemos dos particulas clasicasindiscernibles (0 sea, quetienen las mismas
propiedades) ay b, y dos estados posibles para ellas, Ay B, entonces hay
cuatro posibilidades, cadauna con igual probabilidad de ocurrir: (i) ambas
particulas estdn en A, (ii) ambas estan en B, (iii) laparticulaaestden Ay la
particulab estaen B, y (iv) € opuesto: laparticulab estden Ay laparticula
a estaen B. Entonces, ladistincion entre las situaciones (iii) y (iv) nosdice
que, apesar de laindiscernibilidad delas particul as, ellas son individuos, y
por tanto hay alguna cosa que las distingue. Abajo hablaremos mas sobre
esto.

Losquantaindiscernibles, por otro lado, no pueden ser distinguidos uno
del otro ni alin en mente Dei, como dijeran dos italianos que trabajaron
mucho en esas cuestiones, Maria Luisa Dalla Chiaray Giuliano Toraldo di
Francia' . En este caso, hay dos posibilidades cuando estamos considerando
dos quanta (paramas de dos, otras combinaciones son forma mente posibles,
lo que posibilitarialadefinicion de otrasformas de estadisticas): |os bosones
obedecen |a estadistica de Bose-Einstein (y aqui surge por primeravez el
nombre de Einstein en este contexto), y los fermiones que obedecen la
estadisticade Fermi-Dirac. Ladistincion consiste en quelos bosones pueden
agregarse mas de uno en un mismo estado, o que los fermiones no pueden
hacer porque cumplen el Principio de Pauli, que dice exactamente que los
fermiones no pueden agregarse en multiplicidades de més de uno en cada
estado. Para los bosones, los estados (iii) y (iv) anteriores son idénticos;
ellos son el mismo estado. Entonces, hay solamente tres posibilidades, cada
una con la misma probabilidad (1/3) de ocurrir. Eso significa que una
permutacion de tales particulas no es algo que se pueda constatar por medio
de lafisica(como decimos nosotros, las permutaciones no son observables
—recuérdese el caso opuesto de las particul as clasicas arriba mencionado).
Paralos fermiones, debido al Principio de Pauli, tendremos Gnicamente la
Situacion (iv), pero en esasituaci on también | as permutaci ones no representan
nada. Asi, s tenemos unacol eccion de particulas no discernibles, no podremos
(en principio) definir unafuncion‘ contar’ como laf introducidaarriba. Pero,

1 Jonathan Lowe hace comentarios semejantes en su libro [2001], p. 62. Ese énfasis es
importante porque nos dice que no se trata de una cuestion de encontrarse mecanismos o
variables ocultas que puedan caracterizar |os quantaindividual mente, porque eso esimposible,
o queindicarialanecesidad de aceptar una ontol ogia de no-individuos en alguna acepcion.
Pero abajo veremos que la mecanica cuantica (o su formalismo) es también compatible con
unametafisicade individuos, pero aun precio.
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¢quésignificaeso en términos|6gicos? Lo veremos mas adel ante como una
delas consecuenciasdelaindiscernibilidad.

Pero la indiscernibilidad de los quanta es una cuestion que tiene
desdoblamientos importantes. Hoy es muy importante el estudio de los
[lamados condensados de Bose-Einstein (BEC es la sigla en inglés para
Bose-Einstein Condensates), que son usados incluso en la computacién
cuantica?. Esos son agregados (gas) de &omos |levados a una temperatura
de casi cero absoluto, donde ellos modifican su comportamiento, y pasan a
“andar al unisono”, por asi decir. Cierto es que esos a&omosno sonlamisma
cosa, pues son varios de ellos. Los fisicos tienen incluso modos de estimar
lacantidad de &omos en unamuestra. Eso nos permite decir quetal coleccion
tiene un cardinal, pero los &omos individuales no pueden ser discernidos
unosdelosotros (en particul ar, no pueden ser ‘ contados’, como dije arriba).
L as consecuencias paralal 6gica seran exploradas mas adel ante. En verdad,
laindiscernibilidad es fundamental no solamente cuando estamos hablando
de particulas, sino también paraotras formas de expresar lateoria cuantica,
como las ondas y mismo en las més recientes teorias de campos.

2. Una breve historia de la indiscernibilidad

Lahistoriadelaindiscernibilidad, como ladelapropiamecanicacuantica,
no puede ser separada de la historia de la mecénica estadistica. Como dijo
Schradinger, “la mecénica cuantica nacio en la estadisticay acabard en la
estadistica’” (apud French & Krause 2006, p. 84). En efecto, en su
contribucion fundamental, que es considerada como laque dio origen ala
mecanica cuéntica, Planck consideré datos estadisticos, como lo hacia
Boltzmann anteriormente, pero con unadiferenciafundamental, y paraque
veamos eso necesitamos unaexplicaci on (seguiremos a Singh 2006; French
& Krause 2006, caps. 3y 4; Pais 1995, cap. 9). Lahistoriaresumidaempieza
con Kirchhoff en 1859, quien verificd quelos cuerpos calientesemiten energia
de radiacion con unaemision e(A,T), que depende de lalongitud de onda A
(unafuncion que depende de la naturaleza del cuerpo) y de latemperatura
T. Del mismo modo, la absorcién de la radiacion a(A,T) sigue la misma
regla, de manera que larazén entre esas dos cantidades es dada por e(A,T)
= E(A,T).a(A,T), y entonces E(A,T) resulta ser una funcion que depende
unicamente de A y T. Kirchhoff defini6 el cuerpo negro como aquél en que
a(A,T)=1,yasi E(A,T) =e(A,T). Ademas, é mostro quelaradiacioninterna
en unacavidad mantenidaaunatemperaturaT se comportacomo un cuerpo
negro, y entonces podemos estudiar experimentalmente la radiacion por

2 Una pagina donde se puede encontrar explicaciones introductorias sobre los BECs es la
“BEC Homepage”, en http://www.col orado.edu/physics/2000/bec/.



intermedio de esa cavidad. En 1884, Boltzmann, usando la teoria
el ectromagnética de Maxwell, mostré que

E(A,T) = c/(8m).p(V,T),

donde p(A,T) esladensidad de energiade laradiacion, con frecuenciav=c/
Ay temperaturaT, siendo ¢ lavelocidad delaluz en el vacio. Después, Wien
hizo unasimplificacion en 1894, obteniendo p(v,T)= v3.f(v/T), ecuacion en
que figura una funcion p de sdlo dos variables, pero una funcién f de una
Unicavariable v/T. Para representar esa ley, Wien propuso que

p(v,T) = aviePT,

queeslaley de Wien delaradiacidn, dondeay b son coeficientes numéricos
gue deben ser fijados por las aplicaciones. En 1900, Rayleigh propuso que
p(v,T) =c,.v¥(T), peronocalcul 6 e coeficientec,. Despues, en 1905, propuso
unvalor que, no obstante, conteniaun error, corregido por Jeanstambién en
1905, resultando

p(v,T) = (8mv¥/c®) KT,

queeslaley delaradiacion de Rayleigh-Jeans. El problemaes que cuando
v/T tiendeacero, laenergiatotal p(v,T) tiendeal infinito, lo quefuellamado
la catastrofe ultravioleta, como la denominé Paul Ehrenfest debido a que
el problemasurge en laregion de pequefiaslongitudes de ondaen el espectro.
Planck, que habia sucedido a Kirchhoff en Berlin, propuso trabgjar en €l
temade ladeterminacion de lafuncion p(v,T); en 1900, llegé asuley dela
radiacion del cuerpo negro, que seescribe (Singh Op. Cit.; Eisbergy Resnick
1986, p. 37)

p(v,T) = (8mv2/c®).(hvi(eKT-1),

donde k es la constante de Boltzmann y h la constante de Planck. En la
derivacion de esaley, que abarcatanto laley de Rayleigh-Jeans (cuando v/
T tiende a cero) y laley de Wien (cuando v/T tiende a infinito), Planck
sigui6 los pasos de Boltzmann adoptando una version probabilistica de la
entropia. Para Boltzmann, la entropia S de una configuracion estaba
relacionada con la probabilidad termodinamica W (el nimero de las
subdivisiones distintas de su energia, o sea, lamedidade laprobabilidad de
que € sistema tenga una energia dada) por laley S = k.InW. Planck, para
calcular laprobabilidad W, en un “ acto desesperado” (Singh 2006, p. 2104),
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asumio la version probabilista de Boltzmann, pero para é la probabilidad
paraunaconfiguracion de N osciladores con energiatotal U =UNy entropia
S,=NS, exigia necesariamente asumir que U, esta formada por elementos
con energiafinita, o oea, Y, =I1.X. Adeuds, Planck trabajo con € numero
total W,, de modos de distribuir P elementos de energia . evtpe Aoc N

0G)L0BOPES, OBTEVIEVED
W, = (N+P-DUPIN-D)!E (%)

Y, finalmente, llegd a. = h.v, 0 sea, quelos osciladores con frecuenciav
pueden emitir (0 absorber) radiacién solamente en unidadesde ». = h.v. Esa
discretizacion es considerada como la primera y fundamental hipétesis
cuéntica, aunque no fuera considerada seriamente por el propio Planck,
paraquién ellafue solamente unanecesidad formal que deberiaser substituida
més tarde.

¢Qué nos muestrala ecuacion (*)? Pensemosen N =3y P =5, 0 sea,
quetenemos 5 elementos paradistribuirlos en 3 cgjas. ¢Cuéntas posibilidades
hay? Por la ecuacion, precisamente 21 posibilidades, dadas en la tabla
abgjo:

N 1 N 2 N 3 N 1 N 2 N 3

1 ecooe 12 ooe . .
2 eccee 13 o oo

3 eccee 14 ooe oo
4 eooe . 15 . ooe .
5 eooe . 16 o ooe
6 . eoee 17 . . ooe
7 eooe . 18 oo ooe
8 . oo 19 o oo .
9 . ecoe 20 . oo oo
10 ooe oo 21 oo . o
1 oo oo

Como se puede percibir, laindiscernibilidad delos‘ elementos’ debe ser
asumida necesariamente, 0 sea, no debe haber identificaciones de los
elementos, como atribucién de nombres a ellos. Solamente mas tarde es
cuando Ehrenfest percibié laimportanciametafisicade esa suposicion. Pero
eso fue mucho mas tarde. Albert Einstein fue el primero que percibio la



importancia de la contribucion de Planck alos quanta de energia discretos
(el guantum de accion, como lo llam6 después Bohr). En 1905, en su annus
mirabilis, & publicd sufamoso articulo sobre el efecto fotoel éctrico, utilizando
la hipotes de Planck. Pero esa es otra historia. Desde un punto de vista
filosofico, laderivacion de Planck merece atencion. En efecto, la hipétesis
de que los elementos de energia son indiscernibles es contraria a las
ensefianzasdelafisicaclésica; s nosotrostuviéramosel cuidado de expresar
con detalles la derivacion de Planck en un sistema | égico, veriamos que la
derivacion esinconsistente, como o percibi6 Einstein en 1917 (Cf. daCosta
& French 2003, p. 96). Sin entrar en detalles histéricos, podemos decir que
este asunto nos ensefiaque lacienciaprogresaatravésdeteoriasinformales
(prototeorias, o cuasi-teorias); ciertamente, un estudio de sus fundamentos
es muy importante. Entonces, debemos, entre otras cosas, entender como
se pude asumir | 6gicamente esaindiscernibilidad de los quanta.
La"“decantacion” delaindiscernibilidad se vio a partir de 1924, afio en
que Einstein publico un articulo en quetratabael modo de contar |os estados
posibles de agregacion de los quanta indiscernibles, a partir de un trabgjo
queleenvid e fisico hindu SatyendraNath Bose, €l cual describiaunanueva
derivacion de laley de Planck sin hacer uso de la teoria el ectromagnética.
En esaderivacion, Bose habiatomado en consideracion laindiscernibilidad
de los fotones, contrastando con la estadisti ca clésica de Boltzmann, segin
lacual las particulas son individuos, pero Bose no habia prestado ladebida
atencion a la indiscernibilidad. Este resultado, en las manos de Einstein,
condujo a la estadistica de Bose-Einstein y a la formula que puede ser
encontradaen los manuales defisica, lacual esconocidacomo ecuacion de
Einstein, y esta basada en la formula original de Planck (*) mencionada
arriba. Entretanto, gracias a Einstein, ella ahora podia ser aplicada, no
solamente a fotones, sino también alas particulas materiaes. En efecto, la
gran contribucion de Einstein fue suponer que el modo de contar de Bose
podriaser extendido alos aomos en general (y no solamente alosfotones),
gue se comportarian en un gas (méstarde se vio que eso se aplicasolamente
alos gases bosdnicos, y no alosfermidnicos) delaformadescritapor Bose,
s la temperatura no fuese muy baja (el comportamiento de los gases a
temperaturas muy bajas, muy cerca del cero absoluto, ha conducido, en
1994, a descubrimiento de algo que ellos habian previsto en 1924, los
condensados de Bose-Einstein, de los cuales hablamos un poco arriba).
Hablar de entidades que obedecen alas ‘ estadisticas cuanticas’, como son
[lamadas esasformas de contar, esasumir laindiscernibilidad delos quanta.
Los objetos que puedan ser tratados como individuos, en el sentido
mencionado arriba, no obedecen esas estadisticas. Asi, lasnuevas estadisticas
aparentemente implicaron que las particulas cuanticas deberian perder su
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individualidad; como dijo Heisenberg: “laindividualidad delos corplscul os
se perdio” (Cf. French & Krause Op. Cit., p. 105).

Laindiscernibilidad de los fotones fue preponderante para la obtencién
delosresultados arriba descritos. Max Born, por gjemplo, dijo que*“si esos
fotones hubieran sido tratados como genuinas particulas, teniendo una
individualidad en si mismas, laley de Planck no hubierasido obtenida’ (Born
1943, p. 27). Podriamos asi quizas decir que Planck fue quien introdujo la
indiscernibilidad enlafisica, pero quefue Einstein quienlallev6 asituaciones
més generales y fundamentales, o sea, alas particulas materiales. Veamos
a continuacion algunas de |as consecuencias fil 0soficas de esas hipotesis.

3. Consecuencias de la indiscernibilidad

Primeramente, fijemos alguna terminologia, que aqui solamente puede
ser dadainformalmente. Decimosqueay b sonindiscerniblessi ellostienen
todas | as propiedades en comun, y escribiremosa= b. Por otro lado, decimos
que a es idéntico a b, y escribimos a = b si, y solamente s, ellos son €
mismo objeto, 0 sea, si no hay dos objetos, sino uno solo, que puede ser
nombrado tanto por a como por b. En las mateméticas tradicionales (0 sea,
aquéllaque puede ser construida sobre unateoriapatrén de conjuntos como
Zermelo-Fraenkel), tenemosquea=Db s, y solamentesi, a=b. Esto significa
quelaidentidad esdefinidapor medio delaindiscernibilidad, lo que estade
acuerdo con el famoso Principio de laldentidad de los Indiscernibles, que
remontaaL eibniz. O sea, enlasmateméticastradicionales, no hay entidades
indiscernibles. Pero, si lamecéni cacuanticapretendetratarlas, ¢cdmo hacer?
Primeramente, es preciso decir que, tratandose de unateoriafisica, podemos
muy bien discutir la nocidn de propiedad; ¢debemos considerar las
propi edades delocalizaci 6n espaci o-temporal es como legitimas?, ¢y quédecir
de las relacionales? ;O entonces debemos considerar solamente las
monadicas (que son mas cercanas a la nocién de atributos)? Todas esas
cuestiones han sido consideradas por | osfil 6sof os, quienes presentan entonces
variasformulaciones del principio de Leibniz, dependiendo de qué sean las
propiedades. Lo que importa para nosotros es que todas esas formas, dicen
esosfil 6sofos, son violadas por las hipétesis cuénticas sobrelaindiscernibilidad
(French 1989; French and Krause 2006). Entonces, eso apunta hacia la
violacion de una de |as més basi cas asunciones de las mateméticas (y dela
|6gica) tradicionales, lanocion tradicional deidentidad. Abajo veremos eso
un poco més en detalle. Antes, veamos como laindiscernibilidad estratada
en las mateméticas usuales.

Como dije, mas arriba, en las matematicas usuales (y en la légica
tradicional) no hay entidades que sean indiscernibles sin queresulten ser las
mismas entidades. Pero podremos siempre utilizar alguna especie de truco



parahablar deindiscernibles. Un modo de entender eso es seguir lo que hizo
Hermann Wey!, que nos esclarecerd muchas cosas. En el apéndice B del su
libro Philosophy of Mathematics and Natural Science (Weyl 1949), Weyl
intentd tratar las col ecciones (agregados) de objetos de unaformadque fuese
compatible con las leyes de la mecénica cuantica. La idea basica es que
tenemos un conjunto S con n elementos sobre el cual esta definida una
relacion deequivaencia~. S tomamosel conjunto cociente S/~, suselementos
(clasesdeequivalencia) C,, ..., C, son tales que cadaunade ellastiene una
cantidad de elementos de S, digamosn,, ..., n,, y esas cantidades son tales
quen, +...+ n = n. Entonces, dijo Weyl, podremos quedarnos nicamente
con esa ‘descomposicion ordenada y no considerar que los objetos son
elementos de un conjunto, puesto quelo que nosinteresano eslanaturaleza
de esos obj etos individual mente, sino solamente |a cantidad de ellos en cada
una de las clases (que é identifica con los estados fisicos). Ahora bien,
como podremos observar, para obtener las clases, hay por lo menos las
siguientes etapas aseguir: (1) empezamos con el conjunto S, que como dijo
Cantor, €l fundador de la teoria de conjuntos, es una coleccion de objetos
distintos de nuestraintuicion o pensamiento; (2) mediantelarelacion ~, que
definimossobre S, obtenemoseé cociente §~; (3) consideramosloscardinales
de cada clase, cuyasumaeslacantidad de elementosde S. Lo que nos pide
Weyl es que olvidemos las etapas (1) y (2), quedandonos solamente con la
(3) queeslaimportante paralos propésitosdelafisica. jPero eso esimposible!
La matemética clésica nos dice que debemos empezar con una coleccion
de individuos, y aunque deseemos olvidar que ellos son discernibles unos
de los otros (pues son elementos de un conjunto), eso hace parte de la
derivacion completa. Empezar por e paso (3) esomitir parte delamatematica
de la cosa.

Esa estrategia de Wey! es la utilizada, aungque no de esa forma, en la
mecani cacuantica. En efecto, suponga que deseamos considerar dos quanta
indiscernibles, como los dos electrones de un aomo de helio en el estado
fundamental®. El procedimiento general para dos quanta en estado de
superposicion (entangled) es o que sigue. Primeramente, suponemos que

3 Las personas interesadas en los detalles pueden consultar € libro de E. Merzbacher,
Quantum Mechanics (1970), p. 442, paraver laecuacion de Schrodinger en el caso especifico
del &omo de helio. Esa ecuacion utiliza un operador, el Hamiltoniano, que contiene dos
indices paranombrar |os dos el ectrones, pero es simétrico con respecto aun cambio detales
indices. En otras palabras, esos‘ nombres' sonficticios; el propio Merzbacher hacereferencia
ala*“hipdtesis provisional de que las particul as son distinguibles en principio”, y continlia

“De hecho, sabemos que esa hip6tesis [de que €ellas son distintas] esfalsa, pero (...) [ella]

puede ser tratadacon negligencia.” (1bid., p. 442-3). Eso corroborafuertementelo que estamos
intentando decir.
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los quanta son dos objetos distintos con coordenadas X, y X,, CUyos
comportamientos son descritos por funciones y (x,) y y,(x,). Escribimos
entonces unafuncién (aqui en forma simplificada) como

WX, X)) =W (X)W, 00) £ W, (%) Wy (X)X,

donde €l signo + vale paralos bosonesy el signo — paralos fermiones. Asi,
una permutacion de los indices (o que representa una permutacion de los
guanta) no conduce a un estado que tenga densidad de probabilidad distinta
de la anterior, la cual es dada por |y(x,, x,)]". O sea, empleamos un truco
matemético semejante a lo que dijo Weyl: empezamos suponiendo que
tenemosindividuosy después olvidamos este hecho paraquelas cosas queden
bien. En efecto, eso funcionabien, puesto que lamecéani cacuanticaesquizés
la teoria mejor corroborada que tenemos hoy. Pero, filosoficamente, hay
unafalacia: suponemos quelas entidades sonindividuosy después olvidamos
ese hecho. ¢Podremos Illegar a una teoria que no necesite de ese truco? Tal
teoria seria mas cercana a las intuiciones primeras de Planck y en
conformidad con las estadisticas de Bose y Einstein. Lo que afirmamos es
que existetal teoria: lateoria de cuasi-conjuntos.

4. Los cuasi-conjuntos

Una cuestion importante que debemos enfatizar es que no estamos
intentando decir que los quanta deben ser vistos como ‘ pequefias bolitas
como latabla de arriba puede sugerir. El hecho es que lafisica cuantica (y
lafisicaen genera) trabgjacon lahipétesisde unaciertaobjetividad (sinella
no sedigtinguiriadelasmateméticas)*, haciendo referencia, aunqueindirecta,
a entidades de algun tipo, las cuales son representadas en los modelos
como particulas (como en algunas interpretaciones), u ondas, o cuerdas,
etc. El hecho esque esas entidades, paralasfinalidadesdelafisicacuantica,
pueden ser tratadas como no-individuos, o sea, como entidades que no tienen
una‘identidad’ . Eso necesitaexplicacion.

4 Pero como saben los fil ésof os, esainterpretacion de las teorias fisicas es también temade
controversias. Nosotros no vemos como evitar ese compromiso de las teorias fisicas con
entidades‘reales’ deaguntipo. El problemaesta, en nuestraopinion, en el modo de cémo nos
acercamosy representamosesa’‘ redidad’ por medio de nuestrasteorias; podremos ser redistas,
y creer en un mundo independiente de nosotros, o ser antirealistas, de algun tipo, acreditando
que nosotros ‘elaboramos’ el mundo de cierta forma, sea con particulas, con ondas u otra
cosa. Unainteresante defensade un antirealismo es presentadapor E. Brian Davisen sulibro
[2003], que es contestada por Martin Gardner en su resefia del mismo libro (véase Gardner
2005).



El formalismo delafisicacuantica (pensemos aqui, por simplicidad, enla
teoriano relativista) es compatible con dostipos de metafisicas: unaque ve
los quanta como no-individuos (esa es la ‘ concepcion heredada’ de Born,
Schradinger, Heisenberg, Bohr y otras); y otra que los considera como
individuosalapar de sushermanos’ clésicos’, descritos por lafisicaclésica,
como ya dijimos més arriba en la primer seccion. Cuando decimos dos
metafisicas, queremos decir que e formalismo de la mecénica cuantica
(por medio delos espacios de Hilbert) es compatible con dosvisionesdelos
quanta, una como no-individuos y otra como individuos, pero lafisica no
puede decidir cudl esla‘méscorrecta’, si esaexpresion tiene algun sentido
aqui. La consideracion de los quanta como individuos tiene un precio, que
consiste en larestriccién que hay que hacer en los estadosaque ellos pueden
acceder 0 en los considerados observables, ademés de una suposicion de
gue suindividualidad debe ser ocasionada por algunaformade substrato, lo
quetrae més complicaciones conceptual es (véase French & KrauseOp.Cit.).
Aqui vamosaconsiderar laversion delos no-individuos, que ciertamente es
la més interesante, y, ademas, es la que es mas cercana de las bundle
theories (o teorias de ‘paquetes de propiedades’); o sea, que no nos
comprometemos con la dificil nocién de sustancia. La primera cuestion es
considerar en qué sentido podremos admitir esos no-individuos. Nuestro
modo de tratar la cuestion es rechazar la propiedad “ser igua a @’, que
ciertamente es verdadera para a y solamente para ella. Representemos esa
propiedad escribiendo, por definicion, 1(xX) =, x=a, y pensemos entonces en
el Principio de Identidad de los Indiscernibles que, como dijimos arriba, es
algo que debemos considerar. En un lenguaje de segundo orden podemos
escribir ese principio, quellamaremosPIl, como VF(F(X) <> F(y)) = x=Yy,
en el cual xy y son variables individuales y F es una variable para las
propiedades de esos individuos. Esfécil probar que si 1(X) es contada entre
las propiedades delosindividuos, entonces Pl esun teoremadelaldgicade
segundo orden. En efecto, si 1(X) estaentre las propiedadesy si ay b tienen
en comun todas sus propiedades, entonces como |(a) es ciertamente
verdadera, tenemos|(b), 0 sea, b=a. Asi, s intentamosviolar Pl admitiendo
gue podemostener objetosindiscerniblessin admitir algo ‘ por detrés’ delas
propiedades (alguna forma de substratum), una de las salidas es negar la
‘autenticidad’ de 1(X) como una propiedad ‘legitima’ . Eso puede parecer
extranio, pero concuerdacon lasideas de Schrodinger, paraquien el concepto
de identidad carece de sentido para las particulas elementales de la fisica
cuantica (Schrodinger 1952, pp.17-8; French & Krause Op. Cit.). O sea,
expresionesdelaformax =y (como también su negacion: X+ y) no son bien
formadas si Xy y denotan esas entidades. Asi, sin hablar (formalmente, en
el lenguaje objeto) delaidentidad y deladiversidad delasentidades bésicas
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de que tratan nuestras teorias, podremos considerar que ellas pueden tener
todos | os atributos o propiedades en comun sin que resulten ser las mismas
cosas. El PlI dgjade ser vélido generalmente. L os detalles formal es de esos
sistemas no serén presentados aqui (pero véase French & Krause Op. Cit.),
pero podremos decir que los no-individuos son, hablando intuitivamente,
entidades que carecen de identidad, o entonces que no obedecen alateoria
delaidentidad delaldgicatradicional. Asimismo, debido alos postulados,
podemostener colecciones de esas entidades, |0s cuasi-conjuntos, los cuales
pueden tener un cardinal, expresando la cantidad de sus elementos, pero
ese cardinal no esdefinido como usua mente, por medio delosordinaes; en
resumen, hay cuasi-conjuntos que tienen cardinales, pero no ordinales.

5. Los cuasi-conjuntos en uso

Como dijimos arriba, laderivacion delas estadisticas cuénticas depende
delahipétesisdelaindiscernibilidad delosquanta. Como hemosvisto, primero
consideramos que | os objetos cuanticos son (en losformalismos) individuos,
nombrados de algin modo, por ejemplo por sus coordenadas, y después
algunaformadel Postulado de I ndiscernibilidad, expresando condicionesde
simetria, esentonces necesariamenteintroducido, unaquedice que cual quier
permutaci 6n de esos individuos no representanadade significativo. En esta
secci6n veremos dos aplicaciones de lateoria de cuasi-conjuntos; primero,
como podremos expresar cosas como la descomposicion atdmica de un
cierto elemento quimico por medio de ciertas cuasi-relaciones que nos
ayudaran a entender como las estadisticas entran en esa descripcion.®
Después veremos como podemos entonces derivar |as estadisticas sin hacer
esa hipétesis delanecesidad de introducir postulados de simetria. Paraeso,
usaremos lateoria de | os cuasi-conjuntos, aunque sin dar todos los detalles
deé€lla, lo que puede verse en los trabaj os seleccionados en las referencias.

Veamos el primer ejemplo. Mostraremos en lineas generales como se
puede obtener ladistribucién electrénicadel &omo de sodio en términosde
los cuasi-conjuntos, presentando unaférmuladel lengugje de esateoriaque
corresponde a la expresion 1s?2s°2p®3st, sin necesidad de nombrar las
entidades. Haremos uso de cuantificadores restringidos: v , x(...) debe ser
leido asi: V x(xe A = (...)), Yy 3, X(...) es: Ix(xe A A (...)). Ahora
supongamos que P es una coleccidn de cuasi-conjuntos no vacios cuyos
elementos son objetos para los cuales larelacion de identidad no se aplica
(ellos son [lamados m-atomos; si X es un m-&omo, escribimos m(x)). La
union de P, UP, es e cuasi-conjunto de los ‘quanta’. Sea S un ‘ conjunto’

5 Esasideas fueran presentadas en Krause, Sant’ Annay Volkov 1999.



finito y totalmente ordenado (los conjuntos son copias de los conjuntos de
Zermelo-Fraenkel con ur-elementos, 0 sea, objetos que no son conjuntos
pero que pueden ser elementos delos conjuntos) cuyos elementos|lamaremos
‘estados cuanticos’, denotados por s, ..., s.. Ademas, sea F un predicado
unitario definido asi: F(X) =, m(X) AV X (sl sesun cuasi-conjuntotal quex e
s, entonces €l cardinal de s es 1) —eso puede ser escrito en €l lenguaje
objeto, pero aqui no haremos eso. Intuitivamente, F dice que x esun quanta
que no puede pertenecer a mas de un estado cuantico; [lamaremos esos
quanta fermiones. Si —F(x), entonces x es un bosén (si la teoria es
consistente, ningin m-&omo puede ser un fermion y un boson, com ose
puede probar). Sea R la relacion (mas precisamente, una cuasi-relacion,
pero esas diferencias no importan aqui)

R={(p,9:pc Prse S}

sujeta a la siguiente condicién: si (p, ) € Ry s F(x) paratodo x € p,
entonces e cardina de p es 1. Llamaremos esa restriccion Principio de
Pauli. Tomemos entonces nuestro € empl 0. Supongamos un &omo de sodio.
Entonces UPtiene 11 elementos paraser distribuidos, y seaS={s,, ..., s}
la coleccion de estados posibles -a razén para 12 estados quedara claro
enseguida. Asi, en este caso larelacion R es

R={{p, S) ---» (P S}

con los cardinaesde p, (i = 1, ..., 11) iguadlesauno y €l cardina de p,,
siendo cero. Dada una relaciéon R como la de arriba, siempre podemos
seleccionar unafamilia de sub-cuasi-conjuntos S (i =1, ..., n) de Stal que
Su interseccion sea vacia, 0 sea, NS = <. En nuestro caso, podemos tener
Sl = {Sl’ Sz}’ Sz = {Ss’ 54}’ Ss = {Ss’ Se, 57’ Ss, Sg, SlO}’ S4 = {311’ Slz}' CadaSl
es llamado un bin de energia, 0 un macro-estado. Los elementos s e S
son los estados de energia, 0 micro-estados. Asi, cada S, de nuestro eiemplo
corresponde aun nivel de energiaparaloselectronesdel &omo de sodio. El
macro-estado S, permite dos quanta, mas como el cardinal de s, es cero,

solamente hay un electron en él. De este modo, tenemos la relacion

R={{p,up, {s, S} P P, {Sy S} P50, {S5iS01 )
<p11U p12’ {511’ 512}>}

5 Una nueva alerta: hay diferencias entre las notaciones usadas en la teoria de los cuasi-
conjuntos, pero estaremos aqui utilizando lanotaci 6n usual por simplicidad. Eso no nos hace
perder lageneralidad y es méas aceptable desde un punto de vistaintuitivo.
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donde los cardinales de p, U p, y de p,u p, son iguales a 2, € de p,
u..up,es6y e dep,u p,esl Esarelacion R eslaversion cuasi-
conjuntista de la expresion 122s?2p3s'.

Ahoratratemos € segundo gjemplo, €l de las estadisticas. Suponga que
tenemos una cuasi-relacion como laR definidaen el ejemplo precedente, o
sea, R={(p, s : pec PAse S}, y supongamos ademés que el cardinal de
launién de P (o sea, la cantidad de quanta considerados) es N. Los estados
posibles son, por supuesto, losK elementosdeS={S,, ..., S}, como arriba,
el cua es una coleccion de sub-cuasi-conjuntos de S que son dos a dos
diguntos. Entonces, para una situacion particular i, podremos definir una
relacionR ={{p, s): pc PAse S}, donde S es un elemento particular de
S. Cada una de las relaciones R, describe intuitivamente una distribucion
particular de N, quantaen losK, estados de S. Asi, podremos considerar la
cuestion basica: ¢De cuantas maneras distintas podremos distribuir N,
bosones indiscernibles en K, estados cuanticos? Una vez que la
correspondencia entre |os bosones y |os estados cuanticos es dada por las
relaciones R, y considerando que los bosones no estan sujetos al Principio
de Pauli formulado arriba, la respuesta es la cantidad de relaciones R, que
podamosformar. Paraver eso con un gjemplo, supongamosqueP =5y que
hayatres estadosen S, que llamaremos s, s, y s,. Unavez que colecciones
(cuasi-conjuntos) de esos bosones con la misma cardinalidad sean
indiscernibles (esaafirmativaresultadelos postulados delateoriade cuasi-
conjuntos), hay precisamente 21 relaciones posibles, |as cual es ejemplifican
exactamente las 21 situaciones de la tabla mostrada en la seccion 2
precedente. Tomemos por gjemplolarelacion R, que correspondealaquinta
lineadelatabla, 0 sea, R, ={{p,, S, (P, S,) (P, Sy}, conlos cardinaes de
P, P, Y P, siendo respectivamente 4, 0y 1.

Demanerageneral, calculando lasrelaciones R, que puedan ser formadas,
[legamos unavez més exactamente la ecuacion (*) delaseccion 2 (Ilamada
ecuacion de Einstein), que generalizala de Planck, pero con N en €l lugar
de P enlaecuaciony con S en el lugar de N en lamisma. Es importante
decir que esa formula surgié agui de manera ‘natural’, debido a la no-
individualidad de los quanta, sin que fuese necesario postular cualquier
condicién desimetria. El lector debereparar que no iniciamosladerivacion
asumiendo que los quanta fueran individuos, por ejemplo atribuyéndoles
indices 0 nombres. La derivacion fue ‘natural’, como pensamos que debe
ser con los quanta tales como los describe la fisica cuéntica. Podriamos
proseguir con otros g emplos, pero lo que dijimos, pienso, essuficiente para
dar unaideadelosdesarrollos posibles en lateoriade cuasi-conjuntos (para
més detalles, véase el articulo mencionado arriba).



6. Un realismo de no-individuos

Laidea de considerar no-individuos de eso modo nos ayuda a entender
uno de los problemas centrales del debate cuantico. Como sabemos todos
hoy, Einstein objeté contra la interpretacion probabilista de la mecanica
cuénticadebido asu fuerte creenciaen laseparabilidad. En efecto, lafilosofia
de Einstein esta fuertemente conectada con las ideas de localidad y
separabilidad. Luego, después del articulo en que presentan la ‘ paradoja
EPR’ (Einstein-Podol ski-Rosen), contestando la supuestacompletitud dela
mecani cacuantica, como ladefendiaBohr y su escuela, Einstein formulé su
propiaversion del argumento de laincompletud delamecénicacuantica (él
no habia estado plenamente de acuerdo con laversion definitivadel articulo
original, hecha por Podolski), lacual estafuertemente vinculada a esas dos
nociones. Por separabilidad entenderemos la situacion en que sistemas
separados espacialmente tienen asociados a ellos estados de cosas reales
independientes (Howard 1985; 2004). De conformidad con Einstein, el
realismo “ no es unadoctrinafil osofica sobre lainterpretacion de lasteorias
cientificas o de la semantica de |os términos tedricos (...) sino que es un
postulado fisico, uno delos mastipicamenteinteresantes’ (citado por Howard
2004). Esaideafundamenta su concepcion de larealidad fisica. Como dijo
el propio Eingtein:

(...) loqueconcebimos como existiendo (‘ actual’) debe estar localizado en € espacio
y en el tiempo. Esto es, lo rea en una parte del espacio, A, deberia (en teoria) de
alglin modo ‘existir’ independientemente de lo que es pensado como real en otra
partedel espacio B. Si un sistemafisico seextiende sobrelaspartes A y B, entonces
lo que esté presente en B deberiatener unaexistenciaindependientedelo que esté
presenteen A. Lo que esté presente en B deberia entonces no depender del tipo de
medicion desarrolladaenlapartedel espacio A; é deberiatambién ser independiente
desi unamedicion eso no realizadaen A. (en Howard, 2004).

Asi, como dijo Howard, “ el realismo esentonces|atesisdelaseparabilidad
espacial, la afirmacion de que la separacion espacia es una condicion
suficiente para la individuacion de los sistemas fisicos, y esa hipitesis es
hecha aqui como una condicién cuasi necesaria para la posibilidad de una
cienciainteligibledelafisica’ (1bid). En efecto, en unacartaaBorn, Einstein
ingstio que

... S uno abandonalahipétesisde quelo que existe en diferentes partes del espacio
tiene su propiaeindependiente existenciareal, entoncesyo simplemente no puedo
ver lo que lafisica pretende describir. Lo que es pensado como un ‘sistema’ es,
antes de todo, Uinicamente una convencién, y yo no puedo ver cémo uno podria
dividir el mundo objetivamente de un modo que é pudiera hacer declaraciones
sobre una parte de é. (en French and Krause 2006, Chap. 4).
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L as criticas usualmente dirigidas contra el principio de la separabilidad
estan centradas en el hecho de que él funciona como un principio de
individuacion para los sistemas cuanticos. Como individuos, |os sistemas
cuanticos no deberian poder estar en estados de superposicion (entangled
states), pues losindividuos deberian tener propiedades particulares, lo que
contrarialaideadelasuperposicion. Entonces, laseparabilidad, vistacomo
una condicién suficiente paralaindividualidad, sugiere que laviolacion de
lasdesigualdadesde Bell implicaria, primeramente, que deberiamos rechazar
la separabilidad de |os objetos cuanticos en estados de superposicion y por
tanto, en segundo lugar, esos objetos, estando en tales estados, no deberian
poder ser considerados como individuos. En otras palabras, el teorema de
Bell implicarialano-individualidad.

Por nuestraparte, pensamos quelaeliminacion delaideade separabilidad,
como estéindicada arriba, se justifica solamente si nosotros aceptamos |os
objetos cuénticos como si fueran ‘ objetos clésicos’, y sabemos que ellosno
lo son. Entonces, si suponemosque hay ‘ objetos' (por lafaltade unapalabra
més adecuada) que no tienen individualidad, pero que pueden ser agrupados
en colecciones que tienen un cardinal pero no un ordinal asociado (aunque
ese cardinal pueda cambiar con € tiempo, como es el caso cuando entran
las consideraciones relativistas), podremos hablar de ‘ellos’ sin
individualizarlos. Entretanto, como esas entidades (eventualmente) se
asemejan totalmente, como los electrones, no hay como decir que forman
sistemas que tienen sus propiedades caracteristicas (o individuales), y eso
vale inclusive para las propiedades de localizacion espacio-temporal. En
efecto, uno podria decir, podemos nombrar dos electrones que estan
localizados en posiciones distintas del espacio en un instante dado, como
uno aqui enlared de mi computador (Ilamemos aese electron Pedro) y otro
en la pared de mi casa (al cua llamaremos Paulo). Pero esos nombres
solamente ocasionan unaindividualidad ficticia (mock individuality), como
lallaman DallaChiaray Toraldo di Francia (1993, p. 266), no pudiendo ser
considerados como ‘ designadores rigidos' en el sentido de Kripke (o sea,
como términos del lenguaje que designan |os mismos objetos en todos los
mundos posibles), pues ‘ Pedro’ puede ser el nhombre de cualquier electron
del universo, sin que haya diferencia entre dos situaciones obtenidas
cambiando ‘un Pedro’ por ‘otro’ (en verdad, todoslosel ectronesson‘ Pedros)).
Dégenme insistir en este punto. Hoy en dia existen ciertas experiencias en
las cuales se puede ‘aprisionar’ un electron por medio de fuertes campos
electro-magnéticos. Si llamamosauno de esoselectrones ' Pedro’, uno podria
decir que él quedaindividualizado. Si realizamos el experimento dos veces
en locales distintos, entonces el otro quanta de la misma especie podria
[lamarse ‘ Paul0’, y podriamos pensar que quedan individualizados por sus



localizaciones espaciales. Pero eso no es asi tan simple. Laideaasociadaa
un nombre eslade que sirvaparaque nosotros podamos reconocer el objeto
nombrado en otras situaciones, como cuando Nos encontramos en otraocasion
aun amigo (Pedro) enlacalley lo llamamos por su nombre. Aunque, como
dijo Hume, lo hacemos por lafuerzadel habito, todo pasacomo si lapersona
que reconocimos como siendo nuestro amigo seade hecho él. Eso no ocurre
con los electrones. Seriacomo si cual esguiera de nuestros amigos pudiera
ser Pedro, y sabemos que este no es el caso con nuestros amigos. El electrén
aprisionado en el experimento puede ser cambiado por ‘otro’ (sealo quesea
gue entendamos por ‘otro’ en este contexto), por gjemplo deshaciendo €l

experimento y haciéndol o unavez mas (jaméas podremos decir quee ‘ nuevo’

electrén aprisionado es e mismo que € anterior, o que es distinto de él;

esas palabras no tienen sentido preciso aqui). Ademés, en el formalismo, si

representamosel quanta’ Pedro’ wop | )}y € quanta’ Paulo’ mop | ), entonces
s intentamos hablar del sistema conjunto debemos hacerlo por unafuncion
L =1 LW £ DL (excepto por unas constantes, como indiqué en la
ecuacion (**) delaseccion 3, y entoncesladensidad de probabilidad conjunta
serd | | )P, 6ve €0 Siomvto 8¢ || J)R + || )Y debido a un término de
interferencia Bve amopeye ev €A decappoAro Oe || )12) . Ensintesis, losquanta
ya no pueden ser individualizados, de modo que ya no sabremos cua de
ellos est4 donde deberia estar ‘Pedro’ y cud es el que esta donde deberia
estar ‘Paulo’. Ellos se quedan misturados (entangled) y su identidad se
pierde. De esa forma, como dijo Schrédinger, si intentamos decir que €

electron que estaba agui en un instante de tiempo t, es el mismo electron
queestaalaenel tiempo t, (cont, >1t,), eso debe ser entendido solamente
como unaabreviacion de lengugje (1952, p. 17). En verdad, no tenemos un
lenguaj e adecuado paratratar de esas entidades que no tienen individualidad.

La teoria de cuasi-conjuntos puede prestarse, por |o menos parcia mente,

para esos propositos (Ballon 2000).

Lainsistenciade Einstein en que debahaber separabilidad puede entonces
ser entendidano como implicando que | os sistemas fisicos sean individuos,
sino queaun sinindividualidad, como eslasuposicion quedije parallegar a
la estadistica de Bose-Einstein, sean contados como mas de uno, lo que
[leva necesariamente a una ontologia de no-individuos. La dificultad de
tratamiento de esaontologia, como se puede percibir, esgrande, pero quizas
|os sistemas de cuasi -conjuntos mencionados arriba puedan ser unaprimera
aproximacion en esadireccion. Asi, se ve que la contribucién fundamental
de Einstein, cuyos precursores fueran Planck y Bose, sugirio también una
nueva ontologia. Eso muestra que las ideas del gran maestro contintian
proporcionandonosnuevasy originales suposicionesfilosdficasy alin 16gicas.
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