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Resumen

La relevancia del cdlculo en la formaciéon de ingenieros
ha generado interés en el estudio de su aprendizaje y en la
construccion de significados asociados a los objetos que
lo componen. Los significados que circulan en los cursos
estan influidos por recursos y materiales de consulta que los
profesores aprovechan, como los libros de texto. Por ello,
es pertinente identificar cudles son los significados que se
promueven en esos materiales. Este trabajo presenta un analisis
delos significados que algunos libros usados en la formacién de
ingenieros promueven sobre el concepto de derivada, con base
en el enfoque ontosemiotico del conocimiento matematico. Las
observaciones se contrastaron con los significados parciales
que la derivada ha tenido a lo largo de su desarrollo histérico.
Se observo que se privilegia el significado parcial, que
corresponde a la ultima etapa de su desarrollo histérico, con lo
cual se pretende lograr una generalizacion en su estudio, pero
que se aleja de un acercamiento intuitivo que podria servir para
el aprendizaje de los alumnos.

Palabras clave: formacién de ingenieros, enseflanza de las
matematicas, calculo, libro de texto
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Partial meanings of the derivative in university
textbooks in engineering education

Abstract

The relevance of calculus in engineering education has raised interest in the study of its
learning and in the construction of meanings associated with the objects that compose it.
The meanings that circulate in the classrooms are influenced by resources and reference
materials that teachers use, such as textbooks. Therefore, it is relevant to identify which
meanings are promoted in those materials. This article presents an analysis of the meanings
that some books promote on the concept of derivative in engineering education, based on the
ontosemiotic approach to mathematical knowledge. The observations were contrasted with
the partial meanings that the derivative has had throughout history. It was noted that the
partial meaning is privileged, which corresponds to the last stage of its historical evolution,
with which it is intended to achieve a generalization in its study, but which moves away from
an intuitive approach that could be useful for the students’ learning.

Keywords: engineering education, mathematics education, calculus, textbooks

Significados parciais da derivada nos livros
universitarios na educacao de engenharia

Resumo

A relevancia do calculo na educagdo da engenharia tem suscitado interesse no estudo
de seu aprendizado e na construgdo de significados associados aos objetos que o compdem.
Os significados que circulam nas salas de aula sdo influenciados pelos recursos e materiais
de referéncia que os professores utilizam, tais como livros didaticos. Portanto, ¢ relevante
identificar quais significados sdo promovidos nesses materiais. Este artigo apresenta uma
analise dos significados que alguns livros utilizados na educagdo em engenharia promovem
sobre o conceito da derivada, com base na abordagem ontosemiética do conhecimento
matematico. As observagdes foram contrastadas com os significados parciais que a derivada
teve ao longo de sua evolugao histérica. Observou-se que o significado parcial ¢ privilegiado, o
que corresponde ao ultimo estagio de sua evolugdo histdrica, com o qual se pretende alcangar
uma generalizagdo em seu estudo, mas que se afasta de uma abordagem intuitiva que poderia
ser util para o aprendizado dos alunos.

Palavras-chave: educacgdo da engenharia, educagdo matematica, célculo, livros didaticos
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'En las carreras de ingenieria se incluyen cursos de célculo como base para el desarrollo
académico de los alumnos y como herramienta para su posterior desempeio laboral. Por ello,
el estudio de las dificultades en la formacion de ingenieros y, en particular, en el aprendizaje
del calculo se ha convertido en un tema de interés (Bingolbali et al., 2007; Cuevas et al., 2018;
Gnedenko & Khalil, 1979; Larios, Paez & Moreno, 2021; Larios, Spindola et al., 2021; Neubert
et al., 2014; Pino-Fan et al., 2018; Romo-Vazquez, 2014).

En este contexto educativo particular, algunos trabajos muestran diferencias entre los
estudiantes de diferentes carreras. Bingolbali et al. (2007) muestran que con los estudiantes
de ingenieria se privilegia el uso de la derivada vinculada a la nocién de cambio, es decir,
una concepcion fisica de movimiento; mientras que, para el caso de carreras de matematicas,
el énfasis se pone en una relacion grafica, no fisica, vinculada con la pendiente de la recta
tangente.

Esta diferencia y el hecho de no reconocerla pueden generar anécdotas como la de Giusseppe
Peano en su trabajo como docente universitario, quien

no la tuvo facil con su formalizacién logicista de las matematicas. Utilizaba borradores
de su Formulario? como libro de texto para sus cursos de ingenieria en la Universidad
de Turin y se enfrentaba a las quejas de los estudiantes, que avanzaban muy lentamente
en la aplicacion de las matemdticas, lo que realmente les interesaba como aspirantes
a ingenieros. Sus colegas le llegaron a prohibir a Peano dar ciertos cursos debido a su

formalismo extremo. (Rojas, 2018, p. 164)

Otros trabajos (Burgos et al., 2021; Larios, Paez & Moreno, 2021; Pino-Fan et al., 2018)
estudian la complejidad ontosemiética de los objetos matematicos —antiderivada, integral
definida y derivada—, asi como los significados que los estudiantes les atribuyen en sus
practicas matematicas. Esto se hace con la intencidén de establecer una relacién entre los
significados parciales y el significado holistico de los objetos matematicos —constituidos por
el conjunto de significados parciales desarrollados a lo largo del tiempo—, para asi reflexionar
sobre las implicaciones en su ensefianza.

Cada significado parcial estd vinculado con ideas y nociones existentes en el contexto
cientifico y filoséfico en el cual se desarrolla, pues responde a sistemas de practicas especificos
que las personas involucradas tuvieron a la mano, ya sea previamente o por desarrollo propio
(Pino-Fan et al. 2011). Esto tiene una gran relevancia en el contexto educativo, porque
cada estudiante que ingresa a la carrera de ingenieria ha desarrollado sus propias practicas
matematicas como producto de su propia formacion académica y de su contexto personal y,
por lo general, les da mas relevancia a algunos significados parciales.

Ademas, uno de los recursos que influyen mdas en este proceso de construccion de
significados son los libros de texto elegidos por el profesor o por la institucion escolar. En

1 Este trabajo se llevo a cabo como parte del proyecto sabético Estudio sobre las dificultades en la construccion de significados
de la derivada por alumnos de ingenieria, apoyado por la Universidad Auténoma de Querétaro y el CIIDET, y por el proyecto
FIN202015, del Fondo para el Desarrollo del Conocimiento de la UAQ, 2019.

2 Se refiere al Formulario matemdtico en el que Peano estuvo trabajando entre 1985 y 1908 para exponer su proyecto de

formalizacién de las matematicas.
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ellos se asume una postura con base en los significados atribuidos a los objetos matematicos
que, a su vez, son generados por sus practicas. El alumno es influido por dichos libros como
una parte de su proceso educativo. En este trabajo nos centraremos en estudiar este recurso
para identificar los significados parciales del objeto matematico de la derivada en los cursos de
célculo de una y varias variables, por ser uno de los conceptos centrales del calculo.

En este andlisis nos centraremos en los cursos de la Facultad de Ingenieria de la Universidad
Auténoma de Querétaro, donde se imparten cursos de calculo durante el primer afio y medio
—tres cursos— de la carrera de ingenieria, sin importar la especialidad que se tome. Los dos
primeros cursos abordan el célculo diferencial e integral para funciones de una variable. El
tercero se enfoca en el calculo de funciones de varias variables —funciones reales y vectoriales—.

En cada curso se pueden utilizar libros de texto diferentes, segin el curso y el profesor. Un
trabajo previo (Sol, 2017) analizo el abordaje que se le daba al tema de limites y, en particular,
al tratamiento argumentativo de los teoremas que se presentaban.

Para este analisis, se ha tomado en cuenta un enfoque teérico-metodolégico que proporciona
herramientas en términos de las practicas matematicas que se activan en la exposicion de los
textos.

Consideraciones tedricas

Se consideraron las herramientas tedrico-metodoldgicas del enfoque ontosemidtico del
conocimiento y la instruccién matematicos (EOS) (Godino et al., 2006; Godino et al. 2007;
Godino et al., 2021). En esta perspectiva y desde una vision pragmatica, se considera que los
significados personales de los objetos matematicos emergen de las practicas matematicas de
los individuos cuando se abordan problemas o situaciones por resolver (Godino & Batanero,
1994). Las practicas matematicas se componen de acciones —practicas operativas— y
comunicaciones —practicas discursivas— que el individuo activa para enfrentar situaciones.

Asi, en el significado de los objetos matematicos se considera la relatividad del contexto
en el cual son utilizados. Dicho significado puede ser definido como el sistema de practicas
operativas y discursivas que el individuo o la comunidad lleva a cabo para abordar situaciones
matematicas en las que intervienen. Por lo tanto, el sistema de practicas matematicas se concibe
como todo lo que se puede hacer y decir sobre el objeto matematico.

Ahora bien, las practicas matematicas hacen referencia, por un lado, a los significados
construidos por el individuo; y por otro, al significado desarrollado y compartido en una
comunidad denominada institucién. En ese sentido, las herramientas del EOS proporcionan
medios para analizar e interpretar, dentro de su complejidad, los procesos didacticos en los
que se ponen en juego conocimientos, significados, objetos y aprendizajes en las matematicas
(Godino et al., 2006; Godino et al., 2007).

Para el analisis, en el EOS se considera que los objetos matematicos no son tnicamente los
conceptos y los procedimientos, sino:

« las situaciones problemas que se trabajan —tareas, aplicaciones, ejemplos—.

o el lenguaje para la comunicaciéon —verbal/escrito, simbdlico, grafico, tabular,
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numeérico—.

o los conceptos.

o las definiciones.

« las propiedades —teoremas, corolarios, proposiciones—.

« los argumentos —enunciados para justificar o validar propiedades—.

Estos objetos matematicos primarios se articulan en las configuraciones ontosemioticas
(figura 1), que pueden ser configuraciones epistémicas (CE), cuando se hace referencia a
los significados y practicas de una institucion —comunidad— de referencia, como es la
matematica; o bien, configuraciones cognitivas, cuando hacen referencia a los significados
de los individuos (Font & Godino, 2006). Para el analisis de este trabajo, se tuvo en cuenta la
nocién de CE, al considerar que los libros de textos revisados son tomados como referencia
para el desarrollo de los cursos y, por lo tanto, de los aprendizajes y significados de los alumnos
de ingenieria.

Figura 1
Representacion de la estructura de una configuracién ontosemidtica, con sus elementos y las relaciones

entre ellos

| Situaciones ‘

=

Definiciones/conceptos

Expresa Previ

& evias y emergentes
soporta,

Lenguaje Propiedades/proposiciones
Regulan ..
el uso Procedimientos
Previas y emergentes

Argumentos

Nota. Tomado de “La nocién de configuracion epistémica como herramienta de analisis de textos ma-
tematicos: su uso en la formacién de profesores” de V. Font & J. Godino, 2006, Educagdo Matemdtica
Pesquisa, 8(1), p. 69.

Con esta red explicita de relaciones entre los objetos matematicos, es posible identificar
algunos elementos para el analisis (Pino-Fan et al., 2018) y las practicas matematicas que se
desarrollan en los textos seleccionados, lo cual permite vincular estas practicas a practicas
matematicas que corresponden a significados parciales de los objetos matematicos. En
el caso particular de la derivada, Pino-Fan et al. (2011) realizaron un estudio ontolégico e
histdrico, en el que identificaron nueve CE que se corresponden a nueve significados parciales
de un significado holistico, compuestos de dichas configuraciones. Como el célculo es una
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disciplina cientifica desarrollada en el seno de comunidades con un desarrollo histdrico,
las configuraciones y los significados parciales estan vinculados a sus respectivos contextos
histdrico-filosoficos. Ademas, dichos autores han organizado estas configuraciones segun tres
problemas genéricos que han interesado a la comunidad cientifica:

1. obtener la recta tangente a una curva.

2. obtener los maximos y los minimos.

3. obtener la velocidad de un objeto en movimiento.
Las CE identificadas, en orden histdrico, son:

o CELl: practicas para encontrar rectas tangentes en la geometria, donde se hacen
planteamientos particulares para cada tipo de curva, con un lenguaje geométrico y un
tratamiento sintético.

o CE2:estudios sobrelavariacion enla Edad Media, donde se busca estudiar el movimiento
de objetos con las herramientas geométricas disponibles —alrededor del siglo XIV—. Se
recurre a argumentos geométricos, pero con lenguajes entre descriptivo y geométrico que
podian ser confusos, es decir, mas extensivos que intensivos.

o CE3: el uso de métodos algebraicos para hallar rectas tangentes, en donde se busca la
obtencién de rectas normales, tangentes, subnormales y subtangentes a curvas dadas en un
punto. Para ello, se utiliza un lenguaje simbdlico y con un tratamiento analitico del algebra
y la geometria analitica.

o CE4: concepciones cinematicas para el trazado de tangentes, donde se aborda el problema

del trazado de tangentes a curvas, con procedimientos vinculados con la geometria analitica
, . . ) <« »

y el dlgebra, pero considerando los puntos como objetos méviles —se “mueven” sobre una

curva— y con procedimientos que aun no son generalizables.

o CE5:ideas intuitivas de limite para el calculo de maximos y minimos, donde se resuelven
problemas practicos de obtencién de maximos y minimos —alrededor del siglo XVII— con
el uso de un lenguaje algebraico, grafico o descriptivo, que permite la aparicién de ideas
intuitivas del limite y la derivada, que anteceden a los infinitesimales.

o CE6: uso de métodos infinitesimales en el calculo de tangentes, donde se utilizan
nociones intuitivas de limite, la consideracion de las rectas secantes como aproximaciones
a la recta tangente y la nocién intuitiva de la derivada. Asimismo, se utilizan tratamientos
geométricos y algebraicos, con el uso de consideraciones infinitesimales.

o CE7: el cilculo de fluxiones, desarrollado por Newton, considera los infinitesimales,
pero, como apuntan Pino-Fan et al. (2011), “enseguida deriva hacia una concepcién
mecanica, basada en la idea intuitiva del movimiento continuo” (p. 162). Ademas, dada la
aplicabilidad general de los procedimientos que propuso, se considera altamente intensiva.

o CES8: el calculo de diferencias, desarrollado por Leibniz, incorporé terminologia
simbdlica y procedimientos generales basados en la idea de diferencias infinitesimales y en
sumas de infinitamente pequerios, al centrarse en estas cantidades infinitesimales. También
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se considera que tiene una aplicabilidad general en los procedimientos, por lo que se
considera altamente intensiva.

o CE9: la concepcion de la derivada como limite, en donde se logra una fundamentacion
rigurosa a los aportes previos. Asi, con argumentos formales y lenguaje simbdlico,
ocasionalmente apoyado en el geométrico y en procedimientos algebraicos, se tiene una
propuesta mucho mas intensiva que las anteriores.

Se puede observar que, por la “afinidad” en el tipo de practicas y en los problemas que las
generan, hay tres tipos de configuraciones epistémicas (Pino-Fan et al., 2011):

1. relativas a las tangentes —CE1, CE3, CE6 y CE8—.
2. relativas a las variaciones y velocidades —CE2, CE4 y CE7—.
3. relativas a los limites —CE5 y CE9—.

Es notable como el nivel de complejidad semidtica y de abstraccion aumenta conforme la
historia avanza.

La derivada en los libros de texto

En esta seccion se describen las practicas matematicas con las que se aborda la
derivada en los libros de texto seleccionados y se consideran los significados parciales
comentados en la seccion anterior. Primero se describen brevemente los textos
seleccionados.

Los libros considerados

Los cursos en la formacion de ingenieros de la universidad escogida que abordan el estudio
del calculo segtin funciones de una y varias variables se concentran en el primer afo y medio de
formacion. Estos cursos —semestrales— abordan el estudio del célculo diferencial y el calculo
integral para funciones reales de una variable real y el calculo multivariable para funciones
de valores vectoriales y funciones reales de varias variables. Particularmente el estudio de la
derivada se considera en el primer curso —Caélculo Diferencial— y en el tercero —Célculo
Multivariable—. Para el analisis se seleccionaron cuatro series de libros —en total siete libros
de texto— que abarcan lo referente a la derivada en funciones de una y de varias variables:

o Cilculo infinitesimal (Spivak, 2005).
o Cadlculo diferencial e integral (Stewart, 1999) y Cdlculo de varias variables (Stewart, 2018).
o Cdlculo, Tomo 1 (Smith & Minton, 2000) y Cdlculo, Tomo 2 (Smith & Minton, 2001).

o Cadlculo infinitesimal para estudiantes de ingenieria (Arcos, 2008) y Cdlculo multivariable
para estudiantes de ingenieria (Arcos, 2009).

Se ha tomado cada serie de libros como una sola unidad, ya que abordan de manera
continua el estudio del calculo.

Configuracion ontosemiotica en Cdlculo infinitesimal de Spivak (2005). Este texto se usa

Praxis & Saber, 2022, 13(33), e12274
https://doi.org/10.19053/22160159.v13.n33.2022.12274


https://doi.org/10.19053/22160159.v13.n33.2022.12274

Victor Larios Osorio y Angélica Rosario Jiménez Sanchez Significados parciales de la derivada

en el curso de Calculo Diferencial, en el que se pretende tener una formacién formal robusta,
segun el enfoque del libro. Antes de abordar la derivada, se estudian las propiedades basicas de
los numeros reales, las funciones, la continuidad y los limites. Ademas, este texto se queda en
funciones reales de una variable, por lo que corresponderia solo a la parte del primero de los
cursos que se imparten. La configuracién ontosemiotica de la derivada en este texto aparece
en la figura 2.

Figura 2

Configuracién ontosemiotica de la derivada de una funcion de una variable en Spivak (2005)

Situaciones
Busqueda de funciones ‘razonables” —gue no tengan picos o cambios bruscos de
direccién— y con aproximaciones de “secantes” hacia las “tangentes” que parecen
ser el limite de aquellas para considerar las pendientes de dichas rectas.

Definiciones/conceptos

Previos:
+ Recta tangente y secante a una curva —desde el punto de vista
geometrico—.
« Pendiente de una recta.
» Limite
Emergentes:
« Recta tangente —desde el punto de vista de calculo—.

Expresa

¥ « Derivada en un punto.
Lenguaje: soporta « Derivada como funcién.
Propiedades/proposiciones
Grificoy « La pendiente de la recta tangente es la derivada de la funcidn —sin explicitar
escrito de inicio que es una razon de cambio—.
—cologuial— « Una funcién es derivable si existe el limite que define a la derivada.
en menor « Larecta tangente solo esta definida en un punto si existe la derivada.
medida. « Larecta tangente a una curva puede cortarla en mas de un punto —a
Enfasis en el diferencia del significado dentro de la geometria euclidiana—.
simbélico. Procedimientos

« La obtencién en las representaciones graficas de rectas tangentes a la curva
y = f{x) por medio de |a observacion de rectas secantes, a fin de determinar la
pendiente “limite” que corresponde a la recta tangente

« Procedimientos analiticos y use del concepto de limite para definir la derivada
y las propiedades vinculadas.

« El caso de funciones gue no tienen derivada definida en alglin punto se aborda
con énfasis en procedimientos analiticos.

Argumentos
+ Cuando se considera la observacion de rectas “secantes” y “tangentes” a una
recta, se utilizan argumentos intuitivos y visuales.
« A partir de la definicion de Ia derivada, se utilizan argumentos analiticos que
hacen referencia a definiciones formales previas —como la de limite— vy a
procedimientos analiticos previos.

Este texto aborda principalmente el significado parcial final de la derivada, es decir, el
que hace referencia a la derivada como limite (CE9), lo cual ocurre a pesar de que pareciera
que inicialmente haria énfasis en el significado parcial vinculado con la obtenciéon de rectas
tangentes (CE6; CES).

Tampoco se explicita desde el inicio que la pendiente de una recta, ya sea secante o tangente
auna curva, es una razén de cambio. Se le da un tratamiento desde un punto de vista analitico,
basado en férmulas de cursos previos.

Configuraciones ontosemioticas en Cdlculo diferencial e integral (1999) y Cdlculo de
varias variables (2018) de Stewart. Estos textos se abordan en los cursos de Calculo Diferencial
y Calculo Integral para funciones de una y de varias variables, por lo que se utilizan en los tres
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cursos. Para este trabajo, se considera la primera parte del primer libro —calculo diferencial—
y el segundo libro —estudio de las funciones de varias variables—.

En su primer libro, Stewart (1999) aborda el estudio de las funciones, el proceso para
graficarlas —se incluyen referencias al uso de tecnologia digital— y se considera un breve
estudio sobre la modelaciéon de fendmenos. También se estudian los limites y la continuidad
de funciones antes del estudio de la derivada, pero se mezclan en el mismo capitulo. Se inicia
con la exposicion de los problemas que dan origen al estudio de la derivada —obtencién de
tangentes y de la velocidad— y se abordan limites y continuidad, para pasar al estudio de la
derivada. La configuraciéon ontosemioética identificada para la derivada de funciones de una
variable aparece en la figura 3.

Figura 3

Configuracién ontosemidtica de la derivada de una funcion de una variable en Stewart (1999)

Situaciones
Planteamiento del problema de obtencion de rectas tangentes a una curva
—qgrafica de una funcion— a partir de rectas secantes —y la nocion geométrica
de la recta tangente— v del problema de obtencién de la velocidad instantanea de
un objeto en caida libre.

Definiciones/conceptos

Previos:
+ Rectas secante y tangente —vision geométrica también—.
+ Pendiente de una recta.
= Velocidad de un objeto en movimiento.
= Limite de una funcion: “acercar arbitrariamente los valores de fix) a L™
« Continuidad en un punto, en un intervalo y en toda una funcién.

Expresa Emergentes:
Lenguaje: ¥ . * Recta tangente —desde el punto de vista de célculo—.
soporta * Razén instantdnea de cambio.

Al inicio es « Derivada en un punto.

gréfico y = Derivada como funcion.

escrito Propiedades/proposiciones

—cologuial— « El limite obtenido de razdn instantanea de cambio es frecuente, por lo que
En adelante, se se le da nombre y se estudia de manera particular.

hace énfasis en « La pendiente de la recta tangente es Ia derivada de la funcion.

el simbélico y » La derivada es una razén de cambio de una funcién

Regulan
el uso

Se recurre, * Si no existe el limite que define a la derivada, entonces no esta definida.
cuand_o se Procedimientos

:ebcef"a: al = El problema de 1as tangentes se aborda con procedimientos geomeétricos y
abular

analiticos —de geometria analitica—.

= El problema de Ia velocidad se aborda con procedimientos algebraicos y
aritméticos con el uso de intervalos.

= En el caso de funciones que no tienen derivada definida en algtn punto, se
hacen procedimientos analiticos —Ia definicion de limite— para justificarlo.

Argumentos

= En la aproximacion del problema de las tangentes, se proporcionan
argumentos geométricos y de representaciones simbolicas provenientes de
los cursos de geometria analitica.

= En la aproximacion del problema de la velocidad, se proporcionan
argumentos analiticos y se usa la nocion de incremento

» Las propiedades, particularmente cuando una funcién no tiene derivada, se
justifican principalmente de manera analitica al recurrir a la definicién de
limite.

Enla primera parte del primer libro, Stewart (1999) declara: “desde el principio, se refuerzan
las multiples representaciones de las funciones: verbal, numérica, visual y algebraica” (p. ix).
Esto concuerda con la aproximacién que se utiliza.

En el segundo texto (Stewart, 2018), se estudian temas que se consideran antecedentes
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necesarios para el estudio de las funciones de varias variables. Se abordan las ecuaciones
paramétricas y las coordenadas polares. Se retoman las sucesiones y las series infinitas. Se
trata el estudio de los vectores en el espacio —propiedades y operaciones—, asi como el de
las funciones vectoriales y el movimiento en el espacio. En el caso de las funciones de varias
variables, antes de la derivada se estudian los limites y la continuidad de estas funciones.

Conloanterior quedan las bases paraabordar el tema dela derivada —parcial y direccional —,
cuya configuracion ontosemiotica aparece en la figura 4.

Figura 4
Configuracién ontosemidtica de la derivada —parcial y direccional— de una funcién de varias variables
en Stewart (2018)
Situaciones
A partir de una funcién real de varias variables, se busca la razdn instantdnea de cambio de
la funcién en términos de cada una de las variables independientes.
Obtener la razdn instantanea de cambio de la funcidn en un punto P —sobre la superficie 5
z = f(x,y})— vy en la direccién de u —un vector unitario—.
Definiciones/conceptos
Previos:
» Derivada de una funcién de una variable.
» Limite de una funcién de varias variables.
» Vector unitario.
» Funciones vectoriales.
« Razdén de cambio.
Emergentes:
i » Derivada parcial de una funcion
Lenguaje: + Regla de la cadena.

» Derivada direccional de una funcién.

Al inicio tabular, » Plano tangente.

para introducir el
estudio de la
derivada parcial.
Se aprovecha —y
al mismo tiempo
se restringe— el
grafico para

Propiedades/proposiciones
» Las derivadas parciales y la derivada direccional pueden interpretarse como las
pendientes de las rectas tangentes a las trazas de la superficie S con los planos que
corresponda —y = by x = a, si son derivadas parciales, y el plano que pasa por P en
la direccién de u—.
» Las derivadas parciales pueden interpretarse como la razén de cambio de fcon
respecto a una variable cuando la otra es fija.

;atgﬁ,f:t:ciﬁn_ Y » Las rectas tangentes a S en P cuyas pendientes son las derivadas parciales de la
el simbélico funcién —que define a S— estan cnnterllidlas en el plano tangante a S en P.

para trabajar, . . . Proced|m|er!!os .

aplicar y justificar » Obtencion de la derivada parcial de una funcidn por medio de tablas y con la

definician de limite.

« Obtencion de procedimientos de derivacidn, ya que la definicion basada en limites
practicamente ya no se utiliza después.

« Obtencion con métodos analiticos y una formula del plano tangente a la superficie 5.

» Obtencion de la derivada direccional con procedimientos analiticos basados en la
regla de la cadena y la definicién de limite.

Argumentos

» Para la obtencidn inicial de la derivada parcial de una funcién, se basa en
representacidn tabular y se vincula con la definicion formal de limite al considerar
implicitamente razones de cambio.

» La derivada direccional se justifica con argumentos formales con base en la regla de
la cadena y, parcialmente, en considerar el limite de un cociente de incrementos

» Para la obtencion y justificacion de planos tangentes, se utilizan argumentos
analiticos que hacen referencia a firmulas de geometria analitica en el espacio.

El estudio inicia con funciones de tres dimensiones —dos en el dominio y una en el
codominio—, por lo que el trabajo grafico se centra en lo tridimensional. Se mencionan las
funciones de dimensiones mayores en una seccion vy, por las dificultades para realizar sus
graficas, los ejemplos priorizan funciones de cuatro dimensiones cuyas trazas, de hecho, son
tridimensionales y se pueden graficar en el libro. Tal restriccion limita el tratamiento y estudio
de este tipo de funciones.

El planteamiento de estos textos es que el estudio de la derivada —funciones de una
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variable— parece surgir de los problemas de obtencion de rectas tangentes y de la velocidad
de un objeto en movimiento, con apoyo en las representaciones graficas. Sin embargo, al
considerar las configuraciones anteriores, se observo que los textos priorizan el significado
parcial de la derivada como limite (CE9), ya que, en sus definiciones y justificaciones, este
ultimo objeto matemitico es fundamental. Un ejemplo claro es el hecho de que, en el caso de la
derivada direccional, no se hace énfasis en la recta tangente a la superficie, sino en la definicién
de limite como justificacion. Las representaciones graficas funcionan mds como ilustraciones.

Configuraciones ontosemioticas en Cdlculo, Tomo 1 (2000) y Cdlculo, Tomo 2 (2001)
de Smith y Minton. Al igual que en el caso anterior, estos dos tomos cubren los tres cursos
de cdlculo. De manera similar, se revisaron la primera parte del primer tomo —calculo
diferencial— y la del segundo tomo —funciones de varias variables—.

En el primer tomo (2000), Smith y Minton abordan un estudio de temas preliminares —el
<« 7 » . 7 . . .
capitulo 0”—, que incluye los nimeros reales, el plano cartesiano y las funciones. Ellos vinculan
la pendiente de una recta con una razén de cambio: “con frecuencia se describe la pendiente
¢ . ‘s 1 . > . Ay L
como ‘el cambio en y dividido entre el cambio en x’; se escribe, -, 0 més simplemente, Lo que
se sube/Lo que se avanza” (p. 13). Ademas, al considerar triangulos semejantes, aprovechan

argumentos geométricos.

Luego se introduce la nociéon de limite, vinculada a esa representacion geométrica, como
la pendiente de rectas secantes que se acercan a la recta tangente. También se aborda la
continuidad de funciones. Antes del estudio de la derivada, introducen los problemas que dan
origen a su estudio —obtencion de tangentes y de la velocidad de un objeto en movimiento—.
Enla figura 5 aparece la configuracion ontosemidtica identificada para la derivada de funciones
de una variable.

En el segundo tomo (Smith & Minton, 2001), se sigue la orientacion para las funciones de
varias variables, pero antes se abordan temas previos. Se estudian los vectores —propiedades
y operaciones— y la geometria del espacio —tridimensional—, asi como las funciones con
valores vectoriales y como pueden modelar el movimiento en el espacio. Al iniciar el estudio
de funciones de varias variables, se revisan los temas de los limites y de la continuidad.

Con ello se tienen las bases para abordar el tema de la derivada —parcial y direccional—,
cuya configuracion ontosemiotica aparece en la figura 6.

Llama la atencion que los autores aceptan que es posible graficar funciones con tecnologia
digital, a pesar de su complejidad. Sin embargo, enfatizan la necesidad de hacer el esfuerzo de
graficar a mano:

Usted querra usar probablemente gréficas generadas por computador en todo este
capitulo. Sin embargo, debemos enfatizar en que nuestra meta es la comprension de las
graficas tridimensionales, lo cual se puede obtener de mejor manera dibujando a mano
muchas graficas. (Smith & Minton, 2001, p. 1021)

Al igual que en el caso del autor anterior, hay un predominio del uso de funciones que
permiten graficas tridimensionales. Incluso hay ejercicios para estimar el valor de la derivada
parcial a partir de informacion organizada en tablas de dos entradas, por lo que funciones de
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dimensiones mayores no tienen mucha atencion.

Por otro lado, con el tratamiento realizado, deducen algunos resultados a través de su
construcciéon. Por ejemplo, para la obtencion del plano tangente —y de la féormula general—,
se recurre a las pendientes de las rectas tangentes que se obtienen con las derivadas parciales y
a los vectores que generan un plano en el espacio. Asi no solo se construye el resultado —que
al final se plantea como teorema—, sino que se vinculan los planos tangentes con las derivadas
parciales: “para funciones de dos variables, veremos que el plano tangente esta determinado
por dos pendientes, dadas por las derivadas parciales” (Smith & Minton, 2001, p. 1057).

En este sentido, el planteamiento sobre el estudio de la derivada surge de los problemas de
obtencion de las rectas tangentes y de la velocidad de objetos en movimiento. No obstante,
se hace mds énfasis en la nocién de razén de cambio, que hace pensar en que se consideran
los significados parciales asociados a las configuraciones CE6, CE7 y C8, pero orientados
fuertemente hacia la formalizaciéon del significado parcial de la derivada como limite
(CE9). De hecho, cuando se plantean o se justifican los resultados —teoremas, propiedades,
procedimientos— con base en la idea de limite, se continta principalmente trabajando con
estos.

Figura 5

Configuracién ontosemiotica de la derivada de una funcién de una variable en Smith y Minton (2000)

Situaciones
Obtencidn de la racta tangente a una curva como ejercicio descontextualizado para
vincularle con la obtencién de la velocidad de un objefo que se mueve COMO razones

de cambios.
Definiciones/conceptos
Previos:
+ Pendiente de una recta como “el cambio en y dividido entre el cambio en x°
()
\ax S -

» Velocidad de un objeto en movimiento.
» Limite —vinculado con el caso de las pendientes de rectas secantes—.
« Continuidad de una funcidn.
Emergentes:
» Pendiente de la recta tangente como caso limite de las rectas secantes.
= Velocidad instantanea.
» Razdn de cambio instantinea.
« Derivada en un punto.
» Derivada como funcién.
Propiedades/proposiciones
+ El limite obtenido de razdn instantanea de cambio es frecuente, por lo que se le
da nombre y se le estudia de manera particular.

Lenguaje

El grafico inicial se
utiliza para ilustrar
lo gue se expresa
en lenguaje escrito
—cologuial— y en
el simbolico, al
que se le da
prioridad. En caso
de que no se haga
referencia inicial ¥

explicita a Ia Regulan - E_I interés de la pe_nclienle de la recta tangents reside en su definiddn y su
representacion el uso vinculo con la derivada. _ . . -

grafica, e utilizan » La pendlz_ame de_ la red'r:l t_angenle existe siempre y cuando exista el I|r!|ne que la
representaciones define. Si no existe el limite que deﬁng a la derivada, entonces no esta definida.
tabulares para ) Prccedlmmnt?s

mostrar las + Laidea de limite se presenta como el caso limite de la pendiente de las rectas
diferencias secanies que se acercan a la recta tangente.

—incrementos— y + El abordaje de la primera situacién se ilustra con graficas y se hace por medios
razones de cambio. analiticos de cursos previos —geometria analitica—.

El abordaje del problema de la velocidad se hace con tabulacdiones y medios
analiticos gue tienen que ver con razones de cambio.

Argumentos
Se hace notar que la argumentacion basada en lo grafico fiene limitaciones por
su posible inexactitud en la observacion.
Los dos problemas se vinculan entre si y con la idea de razdn de cambio
instantanea por medio de la expresidn analitica de la definicion de derivada, ya
que es la misma.
La generalizacidn de |la derivada de un punto a un intervalo se hace por medios
analiticos de sustituir un caso particular () en gl dominio por une general (x}.
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Figura 6
Configuracién ontosemiética de la derivada —parcial y direccional— de una funcioén de varias variables
en Smith y Minton (2001)

Situaciones
Generalizacion de la nocidn de derivada en funciones de una variable a fundciones de varias
variables.
Obtener la pendiente de un terreno —grafica de una funcién— en cualquier direccion.

Definicionesiconceptos

Previos:
« Derivada de una funcidn de una variable.
» Limite de una funcién de varias variables.
+ Vectores en el espacio tridimensional.
+ Vector unitario.
+ Funciones vectoriales.
+ Razdn de cambio.
+ Pendiente de una recta como “el cambio en y dividido entre el cambio en x* —razdn
de cambio—.
Emergenies:
» Derivada parcial de una funcidn.
+ Regla de la cadena.
» Derivada direccional de una fundgion.
+ Plano tangente.
Lenguaje Propiedades/proposiciones
» Las derivadas parciales y la derivada direccional pueden interpretarse como las
pendientes de las rectas tangentes a las trazas de la grafica de la funcidn generadas
por los planos correspondientes.
« La derivada direccional properciona la razén de cambio de una funcidn en una
direccion dada.
» Porla forma de construir el plano tangente a la grafica de la funcidn, las rectas
ejemplos y ejercdos, tangentes —y los vectores tangentes— correspondientes a las derivadas pardiales
se Utiliza lenguaje estan contenidos en el plano tangente gue se obtiene.
grafico, y el tabular en Procedimientos
menor medida. » Aproximadion de la derivada pardal de una funcién por medio de tablas y con la
definicion de limite.
+ Obtendidn de procedimientos de derivacion. ya que la definicion basada en limites ya
no se utiliza después.
+ Obtendcidn del plano tangente a la grafica de la funcidn a partir de las ideas de derivada
parcial, la pendiente de rectas tangentes como razdn de cambio y uso de vectores.
» Obtencidn de |2 derivada direccional con procedimientos analitices basados en la regla
de la cadena v la definicidn de |limite.

Argumentos

» Para definir y trabajar con la derivada pardial, se ufilizan argumentos analiticos,
basados en la definicién de limite.

+ Para la interpretacion —posterior a la definicién— de la derivada pardial, se utilizan
argumentos graficos.

+ La derivada direccional se introduce con argumentos grificos, pero se justifica y se
trabaja con argumentos analiticos, basados en la definicion de limite.

+ Para la obtencion de planos tangentes, se ufilizan argumentos graficos para ilustrar y
plantear la situacion, y argumentos analificos basados en la idea de que la derivada es
la pendiente de una recta tangente a la curva —interseccion entre planos y la grafica
de la funcidn— y de que es una razén de cambio —la pendiente de una recta es “el
cambio en y dividido enire el cambio en x"—.

Alinicio se prioriza el
lenguaje simbdlico. El
grifico es para ilustrar.
Para aproximaciones
de las derivadas en

Regulan
el uso

Configuraciones ontosemioticas en Cdlculo infinitesimal para estudiantes de ingenieria
(2008) y en Cdlculo multivariable para estudiantes de ingenieria (2009) de Arcos. Estos
libros abordan el estudio del calculo para una y varias variables, y cubren los mismos tres
cursos de célculo. Segun esta consideracion, se revisaron las partes correspondientes al calculo
diferencial y a las funciones de varias variables. Al inicio del primer texto (2008), Arcos plantea
su postura con respecto al calculo:

Hay dos ideas basicas que caracterizan el estudio del calculo infinitesimal, la primera de
las cuales se refiere a la manera en cémo se realizan operaciones aritméticas entre dos
cantidades cuando una de ellas es ‘infinitamente pequefia’ con respecto a la otra... La otra
idea infinitesimalista es de caracter geométrico, y nos indica que un arco de una curva,

comprendido entre dos puntos infinitamente préximos entre si, puede considerarse como
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un segmento rectilineo, es decir, como la cuerda correspondiente al arco. (p. 1)

A partir de ahi, aborda ideas previas relacionadas con el algebra y la geometria, las series
de potencias y el estudio de funciones algebraicas. En cuanto a la nocién de limite, no utiliza §
ni €, ya que considera magnitudes infinitesimales que permite una vision intuitiva al respecto.

También se abordan la idea de incrementos, rectas tangentes y razén de cambio. El énfasis
se pone en la nocion de la diferencial como una diferencia infinitesimal de dos valores de una
variable —independiente o dependiente—, y asi aborda el problema de obtener la velocidad
de un objeto en movimiento. Con ello se inicia el estudio de la derivada, cuya configuracion
ontosemiotica se presenta en la figura 7.

Figura 7

Configuracién ontosemiética de la derivada de una funcion de una variable en Arcos (2008)

Situaciones
Obtencion de la razon —promedio e instantanea— de cambio de una variable
—funcian— con respecto a otra.
Obtencién de la velocidad —promedio e instantanea— de un objeto que se mueve.

Definiciones/conceptos

Previos:
« Cantidad infinitesimal.
+ Limite de una funcidn con base en cantidades infinitesimales.

Lenguaje + Diferencial de una variable y de una funcion.

El grafico, + Recta tangente a la curva definida por la ecuacion Rix.y) = 0.
desde el punto . :ecg secanlle.

i + Recta normal.
méines y corte- | [Presa, | Emergentes
siano, se utiliza ¥ + Razon instantinea de cambio.
ampliamente. soporta « Derivada como razén de cambio de diferenciales.
Para introducir * Funcion derivada, subtangente y subnormal.
las ideas, se Propiedades/proposiciones

usa el escrito « “La derivada es una funcién no por generalizacion en si, sino por una propiedad
—cologuial—. de la diferencial” (p. 64).

El tabular tiene « El cambio promedio de la funcidn es la razon de incrementos finitos, y el cambio
mucha presen- instantaneo de la funcidn es cuando los incrementos son infinitesimales.

cia. En las justi- = La derivada esta definida en tanto las diferenciales por la izguierda y por la
ficaciones y la derecha estén definidas y sean iguales.

presentacion de Procedimientos

propiedades, « Obtencién de la recta tangente y de la recta normal —y de sus pendientes— a
procedimientos, una curva definida por una ecuacion R(x,y) = 0.

Regulan
el uso

etc., el simbo- « Obtencién de Ia derivada de una funcién al considerar cantidades
lico tiene cierto infinitesimales —diferenciales—.
énfasis.

« Determinacion de la velocidad de un objeto que se mueve al considerar que el
movimiento es continuo y que los intervalos de tiempo y de posicion son

infinitamente pequefios.

Argumentos
« Los argumentos se basan en la idea de diferencial, la cual se considera clave
+ Se utilizan argumentos analiticos, pruebas y consideraciones graficas.
« Para plantear la idea de diferencial, se aprovechan argumentos de la geometria
euclidiana

El vinculo entre la derivada y la tangente aparece casi “forzado’, pues el autor sefala las
similitudes entre la razon —instantanea— de cambio de la funcién y la pendiente de la recta
tangente a la curva en un punto, ya que la idea de recta tangente a una curva determinada por
una ecuacion de dos variables se aborda en temas previos.

Con una aproximacion como la que presenta el autor, basada en la nocion de diferencial,
la derivada se convierte en un producto de aquella. De hecho, el segundo libro (Arcos, 2009),
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orientado al estudio de funciones de varias variables, continta con esta aproximacion. Alli
el autor aborda temas relacionados con el espacio tridimensional y lo relativo a ecuaciones
paramétricas y funciones vectoriales; también la parte relativa a las trayectorias —curvas— en
el espacio como curvatura, estudio del movimiento, longitudes de arco y vectores tangentes.
Debido a la aproximacion, no utiliza la nocién de limite como tal.

Con estos antecedentes se aborda el estudio de la derivada para funciones de varias variables,
cuya configuracion ontosemiotica aparece en la figura 8.

Figura 8
Configuracién ontosemidtica de la derivada —parcial y direccional— de una funcién de varias variables
en Arcos (2009)
Situaciones
Generalizacion de la nocion de derivada en funciones de una variable a funciones de
varias variables como razén —instantdnea— de cambio.
Definiciones/conceptos
Previos:
+ Funcién real de una variable.
+ Funcion vectorial.
+ Diferencial.
+ Vectores
Lenguaje » Grados de libertad de una funcion.
Emergentes:
Para introducir « Derivada parcial de una funcién.
las ideas se + Regla de la cadena
utiliza el grafi- » Derivada direccional de una funcion.
cnc!tf)lzlqzis:lmo + Gradiente de a funcion.
Ll of Lot o
f;zrjlt‘;):’gr:sar + La derivada parcial es la razon —instantinea— de cambio de la funcion con
justificar y' respecto a una variable cuando la otra es considerada fija .
vincular los * La derivada direccional es la razon —instantanza— de cambio de la funcién en una
precedimientos, direccion dada.
se utiliza el Procedimientos
simbédlico_ + Obtencion de la derivada parcial de una funcion de dos variables al considerar

como constante la variable que no esta siendo considerada.
Obtencién de la derivada direccional a partir de la regla de la cadena y vinculado

con la idea de gradiente.

Argumentos
Uso de la nocién de diferencial —de una variable y de la funcibn— como diferencia
infinitesimal de cambio.
El tratamiento y justificacién en general es de tipo analitico, con base en conceptos
previos.
Apoyo en algunos argumentos gréficos.

Al igual que en los textos anteriores, aunque las definiciones mencionan la existencia de
funciones de mas de dos variables, el trabajo se centra en funciones que permiten ser graficadas
de forma tridimensional y, en ocasiones, se restringe a funciones graficadas en el plano.

En estos textos se han considerado significados parciales asociados a las configuraciones
epistémicas CE5, CE6 y CE7, pero que dan prioridad al significado parcial de la derivada
del célculo de las diferencias (CE9), lo cual permite un abordaje mas intuitivo y, aun asi,
fundamentado de los temas.

Comentarios finales

En el EOS se consideran seis facetas en las que se pueden agrupar los elementos que
intervienen en el proceso didéctico, pues intervienen aspectos:
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p—

. disciplinares —epistémicos—.
2. cognitivos —de los alumnos—.

emocionales.

Ll

interaccionales —entre alumnos y profesores—.
5. mediacionales —referidos a los recursos temporales y materiales disponibles—.
6. ecologicos —relacionados con el medio ambiente —.

En este trabajo nos hemos centrado en uno de los aspectos que se pueden enmarcar en la
faceta mediacional: el libro de texto como recurso didactico para los cursos de calculo para
ingenieria, en particular en la parte dedicada a la derivada.

En los textos seleccionados se ha mostrado una preferencia por el significado parcial mas
intensivo disponible, el ultimo desarrollo en términos historicos. Este significado requiere de
un nivel de abstracciéon mayor, con lo que se gana generalizacion y se “ahorra” tiempo en la
ensefianza, a cambio de reducir el tiempo para la intuicién de los alumnos. Sin embargo, el
desarrollo del individuo se corresponde en cierta medida al desarrollo historico de la ciencia
(Piaget & Garcia, 1998), por lo que se esperaria que los alumnos considerasen de manera mas
natural un acercamiento acorde con dicho desarrollo histérico. Mochén (1994) comenta algo

similar al inicio de su libro:

El célculo no nacié con la idea formal de limite, sino con técnicas mas intuitivas basadas en
enfoques empiricos. En sus inicios, el célculo se desarroll6 alrededor de lo que podriamos
llamar un célculo ‘discreto, basado en diferencias. El paso a lo continuo se hizo poco a
poco, por medio de elementos algo ideales que representaban porciones infinitamente
pequenas y a los cuales se les denomind infinitésimos. (p. x)

De manera similar, Stewart (Courant et al., 2002) comenta:

Siempre ha habido algo intuitivo y llamativo en los argumentos a la antigua con
infinitesimales. Estdn ain sumergidos en nuestro lenguaje en ideas tales como ‘instantes’
de tiempo, velocidades ‘instantédneas’ y el considerar a una curva como una serie de lineas
rectas infinitamente pequefias y al drea acotada por una curva como una suma de una
cantidad infinita de dreas de rectangulos infinitesimales. Este tipo de intuicién resulta
estar justificado, pues se ha descubierto recientemente que el concepto de cantidades
infinitamente pequeias no es deshonroso y no tiene por qué ser descartado. Es posible
establecer un marco riguroso para el analisis en el que las definiciones weierstrassianas en
términos de épsilon y delta... sean reemplazadas por enunciados sobre infinitesimales,
que son increiblemente similares a las ideas intuitivas de Leibniz, Newton y Cauchy. (pp.
563-564)

Segun lo anterior —que se refiere a una relacion entre aspectos de las facetas epistémica y
cognitiva en el EOS— y al considerar el entorno en el que se desarrolla este trabajo —formacion
de ingenieros, lo cual se enmarca en la faceta ecoldgica—, se presentan propuestas como las del
ultimo grupo de textos, que hacen referencia a una aproximacion que considera el analisis no
estandar (Arcos, 2008, 2009). En este sentido, Arcos (2019) muestra como en los cursos y libros
de especialidad de ingenieria se utiliza terminologia y aproximaciones que van mas cercanas
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a este tipo de significados de la derivada, por la mayor cercania a las aplicaciones del mundo

fisico que tienen los ingenieros.

Asi, para el ingeniero, el calculo y, en particular, la derivada se pueden convertir en una
herramienta no solo para modelar, estudiar y prever, entre otros, situaciones o fendmenos que
impliquen cambios dinamicos, sino que involucren variables que pueden ser consideradas de
manera previa o preventiva, para tomar decisiones apropiadas. Pensemos en un ejemplo tipico,
una funcién que modela la deformacién de una viga en ingenieria civil, donde el modelo
mas simple considera tres variables —largo, ancho y alto—, por lo que no puede ser graficada
la funcién en el espacio tridimensional. Ademas, esa grafica no representaria a una viga en
particular que estd cambiando dindmicamente de tamafio, sino que representaria una cantidad
infinita de posibles vigas. El individuo debe seleccionar las dimensiones apropiadas de manera
previa a la elaboracion de la viga. En este punto, pareciera que conviene mas considerar a la
derivada como una razén de cambio y no como la pendiente de una recta, considerar a la
funcién en su representacion tabular mas que grafica y considerar cambios pequefos entre
valores, en lugar de intervalos continuos.

En otras palabras, si se privilegia un significado parcial de la derivada, como es el caso de
la pendiente de la recta tangente —que a veces se confunde con la recta en si—, se tiene un
desarrollo parcial del significado holistico y se corre el riesgo de que el alumno no construya el
significado apropiado. Asi, el trabajo que propone Duval (1993) sobre la necesidad de que los
alumnos sean capaces de realizar procesos de transformacion entre registros semioticos y de
conversion en los mismos registros semidticos, de manera eficiente y eficaz, permite representar
los objetos matematicos en el calculo. De igual manera, siempre estd presente el hecho de que
las representaciones graficas estan restringidas a ser, a lo mucho, de tres dimensiones, aunque
las funciones tengan una dimensién mayor.

Cada vez existe més la posibilidad de que el uso de tecnologia digital —los diferentes tipos
de software— permita el manejo rapido de cantidades grandes de datos para representar y
manejar la informacién en diferentes registros —grafico en dos y tres dimensiones, tabular,
simbolico—. Asi se abre la posibilidad del profesor para ampliar los recursos que puede
utilizar. No obstante, el énfasis en algunas de las configuraciones epistémicas de los significados
parciales mencionados en este trabajo es un punto que no puede ser olvidado, sin importar la
herramienta para el manejo y representacion de la informacion.
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