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Los estudios experimentales de las supernovas tipo la y de la radiacion cosmica de fondo han mos-
trado la reciente expansion acelerada del Universo. Para explicar este comportamiento, se introdujo una
forma hipotética de energia llamada la energia oscura. Por otro lado, la presencia de una constante cos-
moldgica en las ecuaciones de campo provoca una expansion acelerada del Universo; asi, esta Gltima se
identifica con la energia oscura. Ademas, la energia del estado de vacio exhibe las mismas consecuen-
cias de una constante cosmoldgica; por consiguiente, el valor experimental de la energia de vacio debe
contribuir al valor experimental de la constante cosmologica, y ambos deben tener el mismo orden de
magnitud. Sin embargo, al comparar los dos valores, hay una diferencia de mas de 55 drdenes de mag-
nitud. Con el fin de establecer concordancia, es necesario hacer un ajuste fino en el valor experimental
de la constante cosmologica. La imposibilidad de evitar un ajuste fino se conoce como el viejo proble-
ma de la constante cosmologica. Se han planteado muchas soluciones, tales como la sustitucion de la
constante cosmologica por un campo escalar; sin embargo, estas soluciones no resuelven realmente el
problema. Se presentara una solucion alternativa, en la cual la constante cosmologica es complementada
€on un nuevo término originado a partir de modificaciones de la gravedad. La modificacion se realiza
mediante la introduccion de una funcion f(R,G), donde R es el escalar de Ricciy G es el invariante
de Gauss-Bonnet. El término nuevo, que se puede interpretar como un fluido cosmico con una forma
particular para su ecuacion de estado, evoluciona en el tiempo relajando de manera dinamica la enorme
diferencia entre la energia de vacio y la constante cosmologica.
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Abstract

The experimental studies of the type la supernovae and of the cosmic microwave background
radiation have shown the recent accelerated expansion of the Universe. To explain this behavior, a
hypothetical form of energy called the dark energy was introduced. On the other hand, the presence of
a cosmological constant in the field equations causes an accelerated expansion of the Universe; thus,
the latter is identified with the dark energy. Moreover, the energy of the vacuum state exhibits the same
consequences of a cosmological constant; therefore, the experimental value of the vacuum energy must
contribute to the experimental value of the cosmological constant, and both values must have the same
order of magnitude. However, when the two values are compared, there exists a difference of more than
55 orders of magnitude. In order to establish concordance, it is necessary to do a fine-tuning in the
experimental value of the cosmological constant. The impossibility to avoid this fine-tuning is called
the old cosmological constant problem. Many solutions have been raised, such as the replacement of
the cosmological constant by a scalar field; however, these solutions do not actually solve the problem.
We will present an alternative solution, in which the cosmological constant is complemented by a new
term originated from modifications of gravity. The modification is performed by introducing a function
f(R,G), where R is the Ricci scalar and G is the Gauss-Bonnet invariant. The new term, which can be
interpreted as a cosmic fluid with a particular form for its equation of state, evolves in time dynamically

relaxing the enormous difference between the vacuum energy and the cosmological constant.

Keywords: Cosmological constant, dark energy, modified gravity.

1. Introduccion

En la teoria general de la relatividad el tensor momentum-
energia es la fuente del campo gravitatorio. Por lo tanto, es el
valor mismo de la energia, y no la diferencia entre estados,
la cantidad decisiva en el comportamiento de los fendbmenos
gravitacionales; es decir, cualquier tipo de energia, incluyen-
do la energia proveniente del estado de vacio, debe ser in-
cluida en el analisis de la fisica gravitacional. La energia de
vacio permea el Universo entero creando un campo gravita-
cional que produce una expansion acelerada; este resultado
también puede ser obtenido al introducir una constante de
naturaleza netamente geométrica en las ecuaciones de Eins-
tein. Por consiguiente, la constante cosmologica (CC) “fisi-
ca”, Ags, debe comprender dos contribuciones: una relacio-
nada con una constante Ages, Ilamada la CC desnuda y, por
otro lado, la contribucion del estado de vacio de los campos
que permean el Universo, denominada la CC inducida A jng.
El valor tedrico de la contribucion de estos campos es del
orden de 10® GeV* (Kane, 1993) *.

Los resultados experimentales del estudio de las super-
novas tipo la (Perlmutter et. al., 1999; Riess et. al., 1998)
y los datos de la radiacion cosmica de fondo (Komatsu et.
al., 2011), implican la existencia de una forma hipotética
de energia denominada la energia oscura (EO), cuyas carac-
teristicas son similares a las de la CC. En consecuencia, es

razonable tomar como medida de la CC la cantidad de EO
presente en el Universo. La EO constituye un 73% de la
densidad de energia total del Universo (Jarosik et. al., 2011;
Komatsu et. al., 2011; Larson et. al., 2011) siendo el va-
lor experimental de su densidad del orden de 10 %7 GeV*.
Al comparar este valor con la contribucion de los campos
que permean el Universo, se obtiene la enorme diferencia de
55 o6rdenes de magnitud. Con el Gnico fin de obtener con-
cordancia entre los resultados tedricos y experimentales, se
elige el valor de Ages de tal forma que se cancelan 55 ci-
fras significativas de manera exacta; sin embargo, es evidente
que esta eleccion no proporciona una explicacion satisfacto-
ria del porqué del pequefio valor observado de A g5 a pesar de
la enorme contribucion de los campos. La imposibilidad de
evitar la contribucion de los campos sin recurrir a un ajuste
fino se denomina el primer o viejo problema de la CC (Wein-
berg, 1989).

Como solucioén al viejo problema de la CC se ha reempla-
zado Ages por campos escalares (Abbot, 1985; Armendariz—
Picon, Mukhanov & Steinhardt, 2000; Barr, 1987; Barr
& Hochberg, 1988; Caldwell, Dave & Steinhardt, 1998;
Ford, 1987; Peccei, Sola & Wetterich, 1987; Sola, 1989;
Yoo & Watanabe, 2012); sin embargo, esta sustitucion no
resuelve realmente el problema (Weinberg, 1989). Para dar
una verdadera solucién al primer problema de la CC se de-
ben garantizar dos hechos: primero, la cancelacion libre de

4Este valor se obtiene teniendo en cuenta Gnicamente el vacio electrodébil; a una escala de gran unificacion el valor es del orden de 1064 Gev*.
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ajustes finos de la contribucién de los campos, y, segun-
do, no se debe alterar la historia térmica del Universo. En
las Refs. (Bauer, 2010; Bauer, Sola & Stefancic, 2010a;
Bauer, Sola & Stefancic, 2010b) se presentd una posible
solucion en donde estos dos hechos se satisfacen. En este
tipo de solucion, la CC desnuda no se sustituye por campos
escalares sino que es complementada por un término prove-
niente de la modificacion de la gravedad. La modificacion
se realiza a través de la introduccion de una funcién de la
forma f(R,G), que involucra el invariante de Gauss-Bonnet
G (Chern, 1945). La construccion del nuevo funcional ga-
rantiza que en la nueva teoria de la gravedad, el principio de
equivalenciay la conservacion del cuadrimomentum se sigan
cumpliendo. El resultado efectivo de la modificacion es la
aparicion de un nuevo fluido cosmico llamado el “Cosmon”.
La presencia del Cosmon en las ecuaciones de campo provo-
ca la cancelacion dindmica de la contribucion de los campos.
Debido al origen gravitacional del Cosmon, la expansion del
Universo pone en accion el mecanismo de cancelacion y a
su vez, la cancelacion garantiza que la expansion del Uni-
verso sea la esperada. Adicionalmente, la ecuacion de estado
(EDE) de la combinacion CC-Cosmon es no homogénea, lo
cual implica que el presente modelo esta relacionado con la
posible solucion al viejo problema de la CC presentada en la
Ref. (Stefancic, 2009). En cuanto a la diferencia entre una
EDE homogénea y una no homogénea, se deben observar las
variables fisicas presentes en la EDE: cuando estdn presen-
tes Unicamente la densidad de energia p y la presion p del
fluido en cuestidn, i.e. cuando la EDE se puede escribir de
la forma f(p,p) = 0, se dice que ésta es homogénea; por el
contrario, cuando se involucra otras cantidades diferentes se
dice que la EDE es no homogénea, i.e. ésta tiene la forma
f(p,p) = g(x), en donde x representa una o més cantidades
diferentes a p y p. En el presente modelo la EDE depende
adicionalmente del parametro de Hubble H y del parame-
tro de desaceleracion ¢ = —adi/a? siendo a el parametro de
expansion.

Es importante mencionar que al referirse a una EDE no
homogeénea, no se esta haciendo referencia a un espacio no
homogéneo: mas aln, en el analisis del presente articulo se
asume, siguiendo el principio cosmologico, un espacio ho-
mogéneo e isotropo y por lo tanto la métrica de fondo es la
métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW). Por Gltimo,
la construccion de la funcion f(R,G) provee una correcta
transicion entre las etapas conocidas del Universo y, por en-
de, respeta su historia térmica.

Para ilustrar el problema se calculard en la seccion 2
la energia de vacio a partir del mecanismo de ruptura es-
ponténea de la simetria o mecanismo de Higgs; también se

mostrara por qué la energia del estado base se comporta gra-
vitacionalmente como una constante cosmoldgica. En la sec-
cion 3 se expondra de forma clara y precisa el viejo problema
de la constante cosmologica; en este punto se expondra por
qué las soluciones planteadas hasta el momento no han sido
satisfactorias. Posteriormente, en la seccion 4 se presentaran
las motivaciones que llevaron al planteamiento de un mode-
lo de gravedad modificada como la posible solucion (Bauer,
2010; Bauer, Sola & Stefancic, 2010a; Bauer, Sola & Ste-
fancic, 2010b), haciéndose un énfasis especial en la idea fun-
damental que éste propone; se describira como obtener las
ecuaciones de campo a partir del principio de accion esta-
cionaria y como a partir de ellas se obtienen las respectivas
ecuaciones que gobiernan la evolucion cosmol6gica; ademas,
se mencionaran las condiciones que se deben satisfacer para
proporcionar una verdadera solucion acorde con las obser-
vaciones. Con el proposito de comprender detalladamente la
posible solucion, se estudiara en la seccion 5 un modelo de
juguete que a su vez permitira plantear conjeturas acerca de
la forma explicita de las funciones que describen un modelo
realista. Finalmente, en la seccién 6 se discutira tericamente
el comportamiento del modelo realista, analizando su com-
portamiento a lo largo de la historia térmica del Universo
y mostrando que se exhibe una correcta transicion entre las
épocas conocidas.

La métrica a utilizar a lo largo del desarrollo del articulo
tiene signatura (4, —, —, —). Los indices griegos representan
cualquiera de los nimeros {0, 1,2, 3} y los indices latinos
cualquiera de los nimeros {1,2,3}. Los indices repetidos
implican sumatoria, a menos de que se indique lo contrario.
La derivada parcial 0, A" se denotara por A” , y la derivada
covariante V,, A” por A, . Los simbolos de Christoffel estan
dados por:

1
FZV = igpa [g,ua,u + Guo,pu — gpw,a] ) (1)

y las componentes del tensor de Riemann y Ricci por:

Rpu/\u = FZU,/\ - FZ)\,V + FiaFZu - szla Z/\7 (2)
wa = Rpluyp~ (3)

2. El vacio electrodébil

Aunque existen numerosas fuentes de energia de vacio de-
pendiendo del modelo de particulas fundamentales que se
trabaje, el problema sera ilustrado en el contexto del vacio
electrodébil (Kane, 1993; Weinberg, 1995). Este vacio pro-
veniente del mecanismo de ruptura espontanea de la simetria
0 mecanismo de Higgs es el responsable de la masa de los
bosones W+ y Z (y de todos los fermiones con masa). El
campo del Higgs formalmente se describe por un doblete de
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campos escalares; sin embargo, por razones practicas, se uti-
lizar& un solo campo escalar ¢. La accion del sistema con-
tiene la constante Ages (la CC desnuda) cuya naturaleza es
netamente geométrica:

1
S /d4x lg] [W (R — 2Ages) + Zd,}

" R
= [aavil |[qg -t 2] @

en donde G es la constante de gravitacion universal, R el
escalar de Ricci, .7, es la densidad lagrangiana que descri-
be los campos energia—materia, y ¢ es el determinante de la
métrica g,,,, en consideracion. De acuerdo con el principio
de equivalencia (Weinberg, 1972), la densidad lagrangiana
de un campo escalar ¢ en cualquier sistema de referencia se
obtiene al reemplazar n** por g** °:

2= 30" 0,60,0 - V(9), ©

en donde el potencial V' (¢) esta dado por:
1 1
V(g) = 3m’é® + e, (A>0.  (6)

De esta manera, la accion en la Ec. (4) se puede expresar
como:

5= ﬁ / d'z+/TgIR + S[d), W)
en donde
S[¢] = /d4m\/m.,22¢, (8)
con
i = 50" 0,60,0 — V(6) ~ paes ()

A partir de las expresiones (8) y (9) se calcula el tensor
momentum-energia

Fo _ 2 88l 0%

pr \/m 6gp,t/ - 89“’”

en donde

- g;wf = GpvPAdes + wa
(10)

1
ij - 8;1,¢6V¢ - §g/Lu8<T¢ao¢ + g/LVV(¢)' (11)

En el estado de vacio no existe energia cinética ni gradien-
te, por consiguiente sblo contribuyen la constante p ages Y €l

valor esperado en el vacio del potencial V' (¢):

<Tfu> = GJuvPAdes + <Tfy>
= Guv (Prdes + (V)
= (PAdes + PAind)guu
= PAfisGuv s

(12)

en donde paing €s el valor esperado en el vacio del poten-
cial V(¢). La expresion (12) tiene la misma forma del ten-
sor momentum-energia asociado a la constante cosmologica
introducida originalmente por Einstein (Einstein, 1917). Es
decir, la “verdadera” densidad de energia asociada con la CC,
que se denotara por p A5s, comprende dos contribuciones: una
dada por la constante geométrica p qes, y Otra dada por el va-
lor esperado en el vacio del potencial V' (¢).

Como se observa en la figura 1A, cuando m? < 0 el po-
tencial V' (¢) posee dos minimos con ¢ # 0, a diferencia del
caso cuando m? > 0 en donde V (¢) posee un solo minimo
con ¢ = 0. Los minimos corresponden a los valores espe-
rados en el vacio para ¢ (Cheng & Li, 1984). Para el caso
descrito en la figura 1A, el escoger uno de los dos minimos,
por ejemplo el minimo de la derecha, y construir una teoria
de perturbaciones alrededor del valor de ¢ en este punto, con-
duce a un rompimiento de la simetria® que se tenia original-
mente en el lagrangiano. De esta manera la particula asocia-
da al campo ¢ (el boson de Higgs) obtiene una masa fisica
igual a M = (—2m?)z. Sin embargo, el teorema de Golds-
tone (Cheng & Li, 1984) implica la existencia de bosones
sin masa cuando se rompe la simetria de esta manera, lo cual
es contrario a lo observado experimentalmente, ya que los
bosones W* y Z son masivos. No obstante, si se constru-
ye un lagrangiano invariante ante transformaciones de gauge
locales (lo cual requiere introducir un doblete de campos),
se puede evadir el teorema de Goldstone y obtener finalmen-
te bosones masivos. Debido a que el objetivo de esta seccion
consiste en ilustrar sobre como se encuentra el valor del vacio
electrodébil y no en proveer un calculo riguroso de las masa
de los bosones, es suficiente trabajar con el lagrangiano (5).
El valor esperado en el vacio de ¢ que corresponde al valor
de uno de los minimos de la figura 1A (el de la derecha por
ejemplo) es:

_ 2
) =5 (13)

5En realidad, el principio de covariancia establece que se debe reemplazar n** por g#¥ y las derivadas parciales por derivadas covariantes; sin embar-
go, en el caso de un campo escalar las derivadas parciales y covariantes son iguales. En el caso de un campo vectorial, donde el término es de la forma
F . = Auw — Ay, se cancelan los simbolos de Christoffel y de nuevo no es necesario reemplazar las derivadas parciales por derivadas coraviantes,

Fow=Au,— A

6l lagrangiano (5) no es invariante de gauge local pero si posee simetria de Lorentz, hermiticidad y simetria bajo la transformacion ¢ — —o.
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V(o)
¢
(A)m? <0
V(o)
¢
(B)ym? >0

FIGURA 1. El potencial V' (¢) del campo de Higgs. El caso (A) presenta dos minimos, lo cual crea un rom-
pimiento espontaneo de la simetria al tener que elegir entre uno de ellos. En el (B) caso s6lo existe un minimo

y por lo tanto la simetria no se rompe.

En conclusion, la transicion de fase electrodébil requiere que 3md 1
(0]#|0) # 0, lo cual induce una densidad de energia de vacio paind = (V(9)) = — = = —=M3($)?,  (14)
paind = (V). En un nivel clasico, la densidad de energia 2\ 8

del vacio electrodébil tiene el valor (Kane, 1993; Weinberg,

1995):

en donde M? = —2m? ~ 1002 GeV? es la masa fisica al
cuadrado del boson de Higgs (Aad et. al., 2012; Chatrchyan

"Hasta el momento, las observaciones realizadas en el LHC acerca de la nueva particula descubierta y candidata a ser el bosén de Higgs son consistentes con
las caracteristicas predichas por el Modelo Estandar; sin embargo, es necesario confirmar otras caracteristicas como sus nimeros cuanticos.
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et. al., 2012) " El valor de experimental de (0|¢|0) se obtiene
a partir de la constante de Fermi G r (Beringer et. al., 2012):

(0]¢|0) = (V2GF)~2 ~ 246,22 GeV. (15)

Reemplazando estos valores en (14), se obtiene que el valor
esperado en el vacio para el potencial V' (¢) es aproximada-
mente igual a —10% GeV*.

Como se vera en la siguiente seccion, al comparar el valor
deducido en esta seccion con el valor experimental obtenido
a partir de datos cosmolbgicos, se encuentra una diferencia
abismal de 55 6rdenes de magnitud. Se mostrara en dicha
seccion los primeros intentos para dar una solucion a este
problema, asi como también se argumentara por qué tales in-
tentos no lo solucionan realmente.

3. Elviejo problema de la constante cosmologica

Los resultados experimentales (Perlmutter et al., 1999;
Riess et al., 1998) muestran que el Universo no solo se ex-
pande, sino que lo hace de una forma acelerada. Este hecho
llevd a la hipotesis de la existencia de una nueva forma de
energia llamada la EO, cuyas caracteristicas deben ser simi-
lares a las de la CC con el fin de obtener el tipo de expansion
observada. De esta manera, la EO se constituye en la medi-
da experimental de la CC. Por otra parte, los resultados de
las Refs. (Jarosik et. al., 2011; Komatsu et. al., 2011; Lar-
son et. al., 2011) muestran que el Universo es practicamen-
te plano, lo cual implica que, dado el monto de contenido
material observado, existe un 73% de energia faltante. La
EO también proporciona una solucion a este problema, cons-
tituyéndose en la cantidad de energia faltante. El orden de
magnitud de la densidad de EO se puede calcular a partir del
valor central de su pardmetro de densidad €2, (Komatsu et.
al., 2011):

PAfis _ P Afis

QA = =
3mZH;  pe

=0,729, (16)

en donde m? = 1/v8rG ~ 10'® GeV es la masa reduci-
da de Planck y p. = 3m2HZ ~ 1047 GeV* es la densi-
dad de energia critica. A partir de la Ec. (16), se obtiene que
Pass = Pe - 0,729 ~ 10747 GeV*, por lo tanto, este Gltimo
valor se constituye en el orden de magnitud del valor experi-
mental de la CC.

En la seccion anterior se encontr6 que el valor de la con-
tribucion del vacio electrodébil es del orden de 108 GeV?, y
ya que los experimentos descritos en las Referencias (Bressi,
Carugno, Onofrio & Ruoso, 2002; Casimir,1948; Mohi-
deen & Roy, 1998) demuestran la realidad indiscutible de la
energia de vacio, el vacio electrodébil se constituye en una
fuente real del campo gravitatorio. Al comparar este valor

tedrico con el valor experimental mostrado anteriormente, se
puede decir que la teoria predice una cantidad que es 55 Orde-
nes de magnitud mayor que el valor observado. Esto ha sido
Ilamado por algunos autores como “la peor prediccion tebrica
en la historia de la fisica” (Efstathaiou, Hobson & Lasenby,
2006). Ahora, si se supone que los campos sblo contribuyen
con el valor exacto de paing = —10% GeV* y que el valor
observado es exactamente 1047 GeV/*; la teoria por si sola
no consigue obtener concordancia entre los dos resultados,
a menos que se escoja el valor pages CcON una precision de
55 cifras significativas. Por otro lado, debido a que en teoria
cuéntica de campos no es importante el valor de la energia
sino la diferencia entre dos estados diferentes, se puede cam-
biar el valor de la energia de vacio afiadiendo una constante
arbitraria; sin embargo, lo anterior nos indica que siempre
se debe escoger esta ultima constante con 55 cifras signifi-
cativas de precision. Esto muestra realmente que las teorias
actuales son incapaces de dar una explicacion satisfactoria a
la existencia del pequefio valor observado de p zgs, @ pesar
del enorme valor de p ping.

Lo expuesto anteriormente se conoce como el primer o
viejo problema de la CC. Quien quiera resolver este proble-
ma debe preguntarse: ;Como cancelar, sin recurrir a ajus-
tes finos, la enorme contribucion de los campos? Como so-
lucion a este cuestionamiento, se ha reemplazado p ages pOr
campos escalares (Abbot, 1985; Barr, 1987; Barr & Hoch-
berg, 1988; Ford, 1987; Peccei, Sola & Wetterich, 1987,
Sola, 1989) (también en modelos de quintaesencia (Cald-
well, Dave & Steinhardt, 1998; Yoo & Watanabe, 2012) y
k-esencia (Armendariz-Picon, Mukhanov & Steinhardt,
2000; Yoo & Watanabe, 2012)). Sin embargo, en la Ref.
(Weinberg, 1989) se mostrd que esto no es realmente la so-
lucion al problema; la demostracion consiste basicamente en
que si se logra la cancelacion dindmica del vacio cuantico,
los campos no satisfacen las ecuaciones de movimiento que
se derivan a partir de su densidad lagrangiana, y viceversa:
si los campos satisfacen las ecuaciones de movimiento, éstos
no logran solucionar el problema de ajuste fino (Weinberg,
1996).

4. Posible solucion

La motivacion principal que condujo al planteamiento de
la presente solucion se encuentra en la Referencia (Stefan-
cic, 2009) en donde se muestra un modelo cosmolbgico que
contiene un fluido c6smico adicional con una EDE no ho-
mogeénea de la forma p = wp+ SH ~%, con « > 0. El mode-
lo exhibe en épocas tardias una expansion acelerada produc-
to de una CC efectiva de pequefio valor. Como se vera mas



RODRIGUEZ, J.F., Y. RODRIGUEZ - EL MECANISMO DEL UNIVERSO RELAJADO: POSIBLE SOLUCION DINAMICA... 559

detalladamente en la seccion 5, cuando la CC es complemen-
tada por una funcion de la forma 1/ H 27, siendo n un nimero
natural, es posible cancelar en épocas tardias y sin necesidad
de recurrir a un ajuste fino, la contribucion de los campos que
permean el Universo. Esto se debe a que el nuevo término, al
ser un cociente que involucra a H, es muy grande en épocas
tardias cuando el pardmetro de Hubble es muy pequefio. Pa-
ra épocas dominadas por la radiacion o la materia, el valor
de pags Se relaja mediante la introduccion de términos de la
forma 1/(q — 1) 0 1/(q — ), respectivamente (Bauer, So-
la & Stefancic, 2010a). En resumen, se busca construir un
modelo cosmolégico en donde la CC es complementada por
un nuevo fluido césmico, llamado el “Cosmon”, para pro-
vocar de esta manera la aparicion de una EDE efectiva no
homogénea. Este mecanismo, originado en la presencia del
Cosmon, que reduce de manera significativa el gran valor de
PAfis, S llamara de ahora en adelante el “mecanismo de rela-
jacion” de la CC. No obstante, el origen y la naturaleza del
“Cosmon” no son claros.

En la Referencia (Nojiri & Odintsov, 2005) se
mostrd que una EDE no homogénea es en realidad la descrip-
cion efectiva de una teoria modificada de la gravedad; es de-
cir, el Cosmon no es una particula, sino la manifestacion de
unateoria modificada de la gravedad. Gracias a la forma que
poseen el escalar de Ricci y el invariante de Gauss-Bonnet en
la métrica de Friedmann-Robertson-Walker, se pueden obte-
ner algebraicamente los términos 1/(¢ — 1) y 1/(¢ — %) a
partir de ellos. Todo lo anterior sugiere que una teoria modi-
ficada de la gravedad que involucre el escalar de Ricci y el
invariante de Gauss-Bonnet conduce a una posible solucion
al viejo problema de la CC; la presentacion de esta teoria de
gravedad modificada se realizard en la siguiente subseccion.
Se debe mencionar que la solucion al ser de origen gravita-
cional, en contraste con las soluciones en términos de campos
escalares, goza de la gran ventaja de ser un mecanismo auto-
interactuante, i.e., aparte de conseguir la cancelacion din ami-
ca de pags, provoca simultaneamente que el Universo evolu-
cione a través de la historia térmica estandar. Por @ltimo, se
debe mencionar que el enorme valor de p ass NO €S un proble-
ma sino que garantiza el mismo éxito de la solucion (como
se observaré en la seccion 5).

4.1. Principio variacional. En las Referencias (Bauer,
2010; Bauer, Sola & Stefancic, 2010a; Bauer, Sola & Ste-
fancic, 2010b) se presenta la siguiente teoria modificada de

la gravedad como la posible solucion al problema:

S = /\/*_gd‘lz |:163TGRpAﬁS — f(R,G) +$M} ’
(7)

en donde G es el invariante de Gauss-Bonnet dado por:
G = R? — 4R, R" + R, R, (18)

Puesto que el invariante de Gauss-Bonnet es un escalar que
se construye a partir de sumas algebraicas de contracciones
del tensor de Riemann, la presente teoria es coherente con el
principio general de relatividad, el principio de equivalencia
y la conservacion del cuadrimomentum (Einstein, 1922).

La forma especifica de f(R,G) es:

g

J(R.9) = gy + AR (19)
en donde A(R) es un polinomio de orden bajo (empezando
desde el orden 2 debido a que los ordenes 0y 1 ya estan in-
cluidos en la accion de Einstein-Hilbert con CC); las motiva-
ciones para la introduccion de este término no son relevantes
en la solucion del problema de ajuste fino debido a que su im-
portancia se encuentra en épocas tempranas del universo. El
invariante de Gauss-Bonnet no se incluy6 en este polinomio
ya que al ser un invariante topol6gico no tendra ningdn efec-
to en las ecuaciones de campo resultantes (Armsen, 1977).
El primer término en la Ec. (19), conformado por la cons-
tante 5 y el polinomio B en Ry G, es el responsable de la
cancelacion dindmica de la energia de vacio. Con el prop6si-
to de obtener una densidad lagrangiana con una dimension
de masa correcta®, la constante 5 debe poseer una dimension

igual a:
8] = M™H, (20)

en donde n es la dimension de masa caracteristica del poli-
nomio B(R,G).

Para comprender como se origina la cancelacion dinamica
a partir del funcional (17), primero se derivan las ecuaciones
de campo utilizando el principio de accion estacionaria, i.e.
la variacion a primer orden de (17) es igual a cero:®

08 = /d4x£69“” =0, (21)
dghv
El término S /dg"¥ en (21) corresponde a la derivada fun-
cional, la cual es igual a:
s [ 1

1
- 7GV N l/_El/ 7TV - Y
Sgrr | 16rG e T PABI = B gt [V
(22)

8L.a accion S posee dimensiones de energia integrada en el tiempo; por lo tanto, en unidades naturales, su dimension de masa es 0. En consecuencia, la

dimension de la densidad lagrangiana debe ser M4,
9Si se desea conocer los detalles de este calculo, véase el Apéndice A.
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en donde £, es

Fuw = 3 F(R,G)gpu + R (2R1 + 17
+ Q2RI+ 1), = 9w9™ QRO+ [T) 4
= 8RR + 49, (R ) )
- g(ngaB);uagVB + 4gaﬁ(nguu);aﬂ
+2f9 Ryuapy BT = 4(f9R,)iap,
siendo ¥ = Af/AY. Por el lema fundamental del célculo
variacional se obtiene que

0S
oghv

=0, (24)

y, por lo tanto, las ecuaciones de campo son:
G;U/ = _87TG(pAﬁsguu + pr - 2E;U/)- (25)

En el termino pass, que corresponde a la densidad de energia
de la CC “fisica”, no se ha hecho un ajuste fino en pges
para cancelar paing. Deteniéndose un instante en este pun-
to, se puede intuir que el resultado efectivo de la modifica-
cién de la gravedad consiste en la introduccién de un nue-
vo tensor £, el cual puede ser interpretado como “tensor
momentum-energia” inducido gravitacionalmente. Como se
vera posteriormente, este nuevo término hace que el ajuste
fino sea innecesario.

4.2. Cosmologia f(R,G). Es obvio que la modificacion
de la gravedad ocasiona que la cosmologia sea distinta a la
estandar. Sin embargo, no es el proposito obtener una cosmo-
logia diferente, sino solucionar el viejo problema sin distor-
sionar la conocida historia térmica del Universo. Se vera que
el resultado efectivo de la modificacion es la introduccion
de un nuevo fluido co6smico, llamado el Cosmon, con una
EDE no homogénea. Debido a que el tensor E,,,, (interpreta-
do como el tensor momentum-energia asociado al Cosmoén)
es originado a partir de modificaciones de la gravedad, las
expresiones para su densidad de energia y su presioén en un
universo de Friedmann-Robertson-Walker serdn una funcion
del parametro de expansion a (véase el Apéndice B) . Por
consiguiente, el Cosmon no sera un ente estatico sino un ente
dindmico que evoluciona a medida que el Universo se expan-
de.

4.2.1. Ecuaciones modificadas de Friedmann. Con el
proposito de comprender la naturaleza del tensor £,,,,, se ha-
Ilan las componentes de las ecuaciones de campo con el pri-
mer indice contravariante y el segundo covariante. A partir

de la componente %, se obtiene que:

G% = —3H? = —87G(pass — 2E% + T9),

2 0 (26)
3H” = 87|'G(PAﬁs —2F ot Pm + pr)7

en donde

E% = ! f—24H*(H + H?)f9
2 _ . 27
— 6(H + H?) R +6HfE + 24H3f9’} ,

con p., Y pr- Siendo las densidades de energia de la materia
y la radiacion respectivamente. Esta ecuacion corresponde
a la primera ecuacion de Friedmann modificada. Al compa-
rar con la primera ecuacion de Friedmann, se observa que la
Gnica diferencia es el término E9. Si la gravedad a escalas
cosmologicas esta descrita por la Ec. (17), desde la perspec-
tiva de la ecuaciones de campo usuales el término £ es una
densidad de energia que evoluciona en el tiempo; es decir, el
resultado efectivo de la modificacion es la aparicion de una
densidad de energia variable en el tiempo:

pp = 20 (28)

Generalizando el resultado anterior, el tensor ££,,,, se identifi-
ca con las componentes del tensor momentum-energia, T’ fw,
de un nuevo fluido césmico denominado el “Cosmén”.

De acuerdo con el principio cosmolégico (Weinberg,
1972), el Cosmon debe comportarse como un fluido perfec-
to, 7)., = (p + p)uyuu, — pyu. Enun sistema de referencia
donde el Cosmon esta en reposo (u* = 4f)), su densidad de
energia y presion son:

(TF)% = pr=—2E% y (T')'; = =3pr = —2E",

(29)
con:
, 1 N . )
El=_- [f F8H2JO 4 2f R — o(F + 3H?) [
Lo RN €O
— 24H2(H + H?)f9 +16H(H + H2)f9] .

Gracias a la construccion de la funcion f(R,G) a partir de
invariantes de curvatura, la integral [ d*z+/|g|f(R,G) esun
escalar; por lo tanto, el tensor £,, cumple la identidad de
Bianchi, £/, = 0, la cual implica que el Cosmon cumpla
individualmente la ecuacion de continuidad:

pr +3H(pr +pr) = 0. (31)

“La EDE para el Cosmon” es pr = wrpr. Se puede obser-
var de las ecuaciones (27) y (30) que el parametro de estado
wp €s una funcién no trivial de H y q.
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Para derivar la segunda ecuacion modificada de Fried-
mann se halla la componente ¢, de las ecuaciones de campo:
G, = —3(2H + 3H?) = 6H?q — 3H> 32)
Reorganizando la ecuacion (32), y teniendo en cuenta que la
presion de la materia es cero, se obtiene una ecuacion que
involucra Gnicamente la radiacion, la CC y el Cosmon:

1
H? (q - §> =47 G (pr + pasis +pF)‘ (33)

Si se ignoran los términos correspondientes a la CC vy al
Cosmaon, se deduce que en una época dominada por la mate-
ria ¢ debe ser igual a % es decir, cuando el Cosmbn se can-
cela con la CC, se obtiene el resultado esperado. La ausencia
del Cosmon en las ecuaciones no permitiria el desarrollo de
una época dominada por la materia a menos que se realice un
ajuste fino en la CC.

Al sumar la Ec. (26) con la Ec. (32) para eliminar [ 2 se
llega a la segunda ecuacion de Friedmann modificada:

3H?q = 47 G(pasis + 3pass + pr + 3pF + pm + pr +3p,.).
(34)
Por Gltimo, restando la segunda ecuacion de Friedmann mo-
dificada de la primera, se obtiene una ecuacion en donde se
incluyen (nicamente la materia, la CC y el Cosmon:

3H?*(1—q) = 47Gpm + pasis + pr — 3(pass +pr)]. (35)

Nuevamente, haciendo un anélisis similar, la presencia o au-
sencia del Cosmon en las ecuaciones permite o prohibe la
existencia de una época dominada por la radiacion caracteri-
zada por un parametro de desaceleracion igual a 1.

Sintetizando, el modelo de gravedad modificada permite
definir una CC efectiva. La densidad de energia y la presion
de la CC efectiva estan dadas por:

PAefec = PAfis + PF,

DAefec = DAfis + DF- (36)
La EDE de la CC efectiva es paefec = WefecPAefec, €N donde
— +w
Wefec = M :_1+(1+WF) P

PAfis T PF P Aefec 37)

- 14 (1 + wF)PAefec - PAﬁs'

P Aefec

Debido a que pags €S Una constante y que w r €s una funcion
de H y q, el parametro de estado de la CC efectiva es una
funcion de paefec, H Y ¢; por consiguiente su EDE es no ho-
mogénea. La EDE permite reescribir la segunda ecuacion de
Friedmann de la siguiente manera:

3H2q = 47TG[2P7~ + pm + (1 + Wefec)pAefec]- (38)

A partir de la EDE para cada fluido y de la ecuacion (34), se
obtiene una expresion para el parametro de desaceleracion g:

Q p 3H?
7= Z(l +wn)7n7 Q, ==, Pc

) =g B9

n

en donde n representa cada uno de los fluidos que compo-
nen el Universo. El parametro de estado w aefec, al depen-
der de H y ¢ es una funcion del tiempo. En la seccion 6
se mostraré cualitativamente como debe ser su evolucion en
las épocas dominadas por la materia y la radiacion. La expre-
sibn para el parametro de desaceleracion ¢ hoy en dia no es
simplemente go = 99, /2 — Q% (segiin el modelo ACDM),
sino:

QO 0 0 Q?\ fi
qo = Tm + Qr + (1 + 30Jefec) Qeec. (40)

4.3. Condiciones sobre f(R,G). En virtud de que la pre-
sente solucién no debe solamente cancelar dindmicamente el
valor de la energia de vacio sino que también debe reprodu-
cir satisfactoriamente la cosmologia estandar, f(R,G) debe
cumplir ciertas condiciones que garantizan que se logre di-
cho objetivo. Las condiciones son (Bauer, Sola & Stefancic,
2010a):

1. Debido a la creacion de las particulas del modelo
estandar en la época de recalentamiento, justo des-
pués y en el inicio de la época dominada por la ra-
diacion, la densidad de energia p pefec debe coincidir
préacticamente con el enorme valor de la densidad de
energia de vacio. Para una época anterior, el mecanis-
mo de relajacion no debe funcionar, puesto que oca-
sionaria dafios al funcionamiento de los modelos in-
flacionarios. La primera condicion se puede resumir
en:

o~ 2
B(R7g)_>0’ f(R,G) = aaR" + ... @)

para H > H.,,

T

en donde H!, , es el parametro de Hubble carac-
teristico de esta época.

La presencia de A(R) no provoca que el valor de
PAfis S€ altere ya que a una escala de gran unificacion,
en donde pass ~ peur ~ M&yr, CON maur ~
10'6 GeV, se tiene que R ~ H? ~ 8wmgp/m2,
y por lo tanto R?/pags ~ 64m2me,p/miy ~ 1077,
i.e. R? es despreciable; la razon para introducir el po-
linomio A(R) radica en producir una inflacion de ti-
po Starobinsky (Starobinsky, 1980) o una inflacion
de tipo anémala (Antoniadis & Mottola, 1992; Sola,
2008; Sola & Shapiro, 2002) y de esta manera crear
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una transicion entre la época inflacionaria y el me-
canismo de relajacion. EI polinomio A también pro-
vee una Vvia de escape a inestabilidades encontradas
en el formalismo métrico (Sotiriou & Faroni, 2010)
y posibilidades de renormalizacion a altas energias.
No obstante, el polinomio no cumplira ninguna fun-
cién en el mecanismo de relajacion y sera ignorado
en el anélisis subsecuente.

2. La presencia del Cosmon no debe distorsionar la his-
toria térmica del universo, por consiguiente, el valor
Paefec Oy en dia debe coincidir esencialmente con el
valor medido experimentalmente de 10 47 GeV*. En
vista de que la diferencia entre el valor experimental
y el valor arrojado por teoria cudntica de campos es
abismal, se necesita basicamente que los dos valores
se cancelen mutuamente, i.e. pags ~ —pr; para esto,
B deber ser tan pequefio como para que el cociente
crezcay se produzca la cancelacion. La segunda con-
dicibn se resume en:

B(R,G) — 0 para H < H}!,,. (42)

Al tratar de satisfacer las condiciones anteriores en cada una
de las etapas de la historia térmica, se podra construir la for-
ma explicita de la funcién B. Los detalles acerca de la can-
celacion dindmica y de la construccion de B se presentaran
en las siguientes secciones.

5. Modelo de juguete

Para entender de manera mas precisa como el mecanis-
mo garantiza que la relajacion se realice mediante un pro-
Ceso espontaneo y no mediante ajustes finos en la CC, se
analizara un modelo de juguete en tres escenarios diferen-
tes. Para solucionar el primer problema de la CC se debe dar
razon acerca del pequefio valor medido de la CC a pesar del
enorme valor del vacio cudntico. La razon consiste, segn
(Bauer, Sola & Stefancic, 2010a), en que se esta ignorando
el termino E,,,, en las ecuaciones de campo, el cual cancela
de manera espontanea el vacio cudntico provocando que el
valor observado sea muy pequefio:

lpass — 2E%| < |pass),
lpass + prl < |pass|- (43)
El término pr no es ajustado ad hoc, sino que varia en el

tiempo hasta que se alcanza la cancelacion que provoca que
el valor de paefec Sea el observado.

5.1. Epoca actual. La cancelacion en épocas tardias del
Universo se obtiene con pr = 3/H?. Al reemplazar en la

primera ecuacion modificada de Friedmann (26) se obtiene:

3H? B
c = S5~ — Pm = Pm T700 44
p e P + PAfis + pF =P +PAﬁs+H2 (44)
cuya solucion es:
H? — (ﬂ> / (pp—pm _ 1> ) (45)
PAfis PAfis

Actualmente p,,, p. < |pass|, por consiguiente el primer
término del denominador en la expresion (45) se puede des-
preciar y la solucion es H? = —f3/pass. EI enorme valor
de pags NO €s un problema dentro de este modelo, sino que
por el contrario, ocasiona que el parametro de Hubble actual
sea pequefo. Sin la presencia de pr la ecuacion estaria do-
minada por la enorme CC provocando que H sea grande en
oposicion a los resultados experimentales.

El mecanismo también puede ser analizado desde un pun-
to de vista diferente. Debido a que el parametro de Hubble
al cuadrado hoy en dia HZ es muy pequefio comparado con
pa/3m2, el termino 1/ H? se hace muy grande y, escogiendo
correctamente el signo de 3 se obtiene la cancelacion de la
CC. De ahora en adelante, relajar la CC es equivalente a ha-
cer B — 0. Laeleccion de la constante 3 no se constituye en
un ajuste fino ya que pequefios cambios en 3 no produciran
grandes cambios en Hy; el pequefio valor de H es debido
al gran valor de p ags Siendo Gnicamente necesario ajustar las
unidades.

5.2. Epoca de radiacion y de materia. Para analizar la
época dominada por la radiacion se toma como ejemplo
el vacio electrodébil cuyo valor es negativo. El efecto de
una CC negativa en esta época se deduce de la solucion
de la ecuacion de Friedmann con densidades de energia p,.
Y pass comparables en magnitud, y bajo la condicion de

Pr — |pAﬁs‘ > 0:

. 2

a pr = |pass]

@Y o 1pads| 46
() T (46)
da pg - |p/\ﬁs|a4

(47)

2,4
3mya
La solucion viene dada por:

1/4 —
a(t):[ pr ] sen | 2 IpAﬁs‘t . (48)

|PAﬁs‘ \/gmp

De la figura 2 se observa que la presencia de una energia
de vacio negativa en la época de radiacion provoca el reco-
lapso del universo. Para evitar que esto suceda se introduce
nuevamente un término que contrarresta el enorme valor de
vacio electrodébil. Sin embargo, en este caso, el parametro
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a(r)

FIGURA 2. Comportamiento del parametro de expansion a con una CC negativa comparable con la
densidad de energia de la radiacion. La linea continua muestra el comportamiento del paré&metro a(t) cuan-
do la CC negativa es comparable con la densidad de energia de la radiacion. La linea punteada muestra el

comportamiento asintético cuando la CC es despreciable.

de Hubble es grande y no funciona el método utilizado para
la época actual; asi se debe complementar la funcion B con
un término que tienda a cero en esta época:

B o H*(1 - q). (49)

Justo al inicio de la época de radiacion, la energia de vacio
negativa provocara que el pardmetro de desaceleracion tienda
a valores positivos (recolapso del Universo). A medida que ¢
se acercaal, B — 0. Por consiguiente, el valor de la densi-
dad de energia inducida gravitacionalmente tiende a ser muy
grande y cancela de esta manera el valor de la CC. El valor de
g seramuy cercano a 1 pero nunca igual, puesto que el proce-
so se detendra cuando la cancelacion cause que la radiacion
sea dominante. Si ¢ llegaré a ser mayor que 1, p » dominaria
sobre pags, 10 cual es equivalente a la presencia de una CC
positiva que nuevamente provocaria que ¢ tendiera a 1. Por
esta razon se concluye que el modelo, con ¢ = 1, es estable.
En resumen, el mecanismo de relajacion provoca que se pre-
sente un periodo de radiacién, y a su vez, la misma existencia
de la época de radiacion permite que el mecanismo funcione.
Para la época dominada por la materia la expresion (% —q)
relaja la CC debido a razones similares.

6. Modelo realista
En la seccion anterior se mostré como relajar la CC en

las diferentes épocas del Universo; sin embargo, cada mode-
lo descrito implica un periodo de existencia infinita sin una

transicion entre épocas. A partir de lo trabajado anteriormen-
te, se infiere que para lograr el objetivo de una adecuada tran-
sicion entre épocas, se requiere que la funcion B contenga
cada uno de los términos H2, (1 —q) y (g — 4 ); paraello, en
los articulos (Bauer, 2010; Bauer, Sola & Stefancic, 2010a;
Bauer, Sola & Stefancic, 2010b) se propone el siguiente an-
satz:

B(R,G) = bsR* +¢G + b,R". (50)

Del Apéndice B, se observa que cualquiera de los términos
en la Ec. (50) aporta un término proporcional a H ?". Si se
elige b, = 2y c = 3, se obtiene (¢ — £). El Gltimo término
proporciona (1 — ¢) sin necesidad de fijar la constante b, la
cual se denotaré por y. De acuerdo con lo anterior, el ansatz
mejorado es:

B(R,G) = §R2 + %g + (yR)"
—umg- -2 OY

+ [6yH? (1 —q)]".

El término proporcional a (1 — ¢) sera el responsable de re-
lajar la CC en la época de radiacion cuando H es grande;
por consiguiente, éste debe dominar sobre el primero, para
lo cual es necesario que n > 2. En la época de equivalencia
entre la radiacion y materia, los dos términos deben ser del
mismo orden y por lo tanto:

(4—2n)

Yy~ Heq "o (52)
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Las ecuaciones de campo resultantes (véase el apéndice B.2)
son no lineales y bastantes complejas, lo cual dificulta una
solucion analitica de ellas. Por consiguiente, para entender
cualitativamente el modelo, se realizar a continuacion un
andlisis tedrico aproximado del comportamiento de la fun-
cién (51) en cada época del Universo. Aunque es posible
hacer un completo anélisis numérico del modelo, esto se en-
cuentra fuera del alcance del articulo; sin embargo, se presen-
tara un analisis numérico asintético del modelo en la época
actual.

6.1. Epoca de radiacion. Primeramente, es importante
mencionar que la formaen la que opera concretamente el me-
canismo de relajacion de la CC en las épocas de radiacion y
materia para este modelo realista es diferente a la presentada
en el modelo de juguete. La época de radiacion esta caracte-
rizada por ¢ ~ 1y por H? o p, o a—*. Para relajar la CC
se requiere que B — 0. Debido al valor de ¢, los términos
en B poseen signos contrarios y es posible la cancelacion
aproximada de ambos si [H?(1 —q)]" ~ H*. De aqui, se
deduce que H2(1 — ¢q) ~ H#  a~4(%). Reemplazando en
la ecuacion (35) se encuentra que

8
n

3H2(1 — q) = 47TG(Pm + PAefec — 3pAefec) oca n, (53)

por [0 tanto paetec = 2pm + % pactec + c1a” . Cuando fi-
naliza la época de radiacion, ¢ se hace diferente de 1; por lo
tanto, para que se presente una transicién suave a la época
de materia, en donde H? oc a3, se requiere que n = §.
Utilizando la ecuacion de continuidad y la regla de la cade-
na, pa,,, = aHd—‘fL(pAefec), se llega a la siguiente ecuacion
diferencial ordinaria con coeficientes variables:

d

L prctec) +3 et pretee +era ) =0
— — m — C a n = .

da P Aefec o P Aefec 3 P 3 P Aefec 1
(54)

Al solucionar la Ec. (54) con la ayuda de un sistema de alge-
bra computacional, se obtiene una expresion para p pefec:

1
_ 8 _8
PAefec = C20 - pm + 3C1 (—4 + E) a : . (55)

A partir de la expresion anterior se obtiene el parametro de
estado werec Valido en esta época:

(1> %pm + %pAefec + Cla_%

Wefec = | 5 s —1 5

3 cza*4—pm+3(—4—|— E) a"n

(56)

En el limite cuando a — 0, es decir, en la época temprana de
radiacion, wefec — %; en la época tardia de radiacién, cuando
a — OO, CUefec — 0.

6.2. Epoca de materia. La época dominada por la mate-
ria esta caracterizada por ¢ ~ 3, H? o p,,, o a~%. Reali-
zando un andlisis similar, la condicion B — 0 implica que
H*(q — §) ~ H?". A partir de la ecuacion (33) se obtiene
que:

1 1 _ n—
H? (q - _> =4rG (gpr +pAefec) ~ H?2 o 3 1),

2
(57)
y por lo tanto paerec = —2p, + cza=3"~ Y. Al escoger
n = % se obtiene una transicion suave entre la época do-
minada por la radiacion y la época dominada por la materia.
Nuevamente, utilizando la ecuacion de continuidad, se llega

a una ecuacion diferencial para p pefec:

d 1 1 a(m—
% (pAefec)“"?’; (PAefec - gpr + c3a 3 1)) =0, (58)

cuya solucion es:

—3(n—1)
_ c3a
Phctec = caq ® — pp+ ——— 5 (59)
El parametro de estado en esta época es:
_1 —3(n—1)
Pr + C30
Wefec = . (60)

— c — —1)"
caa 3_p7’+n—32a 3(n—1)

Para la época temprana (¢ — 0) el parametro tiende a % y
para la época tardia (¢ — oo) tiende a 0.

Anteriormente, se mostrd6 como se debe escoger el valor
de n para producir una correcta transicion entre las etapas;
sin embargo, el valor obtenido en los dos casos es diferente y
por consiguiente se escogera un valor cercano a las dos con-
diciones, n = 3. Esta seleccion también es congruente con la
condicibn que se impuso al principio, n > 2. Finalmente, el
ansatz completo es:

BRG)= SR+ 3G+ WRP, (61

1
B(R,G) =24H*(q — =) (¢ — 2
(R.G) (4-3) (3 ) )
+ [6yH? (1 —q)]".
Se podria replicar en este punto que el andlisis presentado no
es valido, ya que la densidad de energia inducida no contie-
ne Gnicamente la funcion 1/B. Sin embargo, al examinar los
términos adicionales, se observa que estan acompafiados por
la derivada de la funcion 1/ B, lo cual implica que p » sea una
funcién de la forma:
BN(a,a,d, d
PF = % (63)
De esta manera, se mantiene la idea de hacer B — 0 para
relajar el enorme valor de p pgs.
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0.5F

0.0-

~2.0L,

(A) 2pass/B8 <0

(B) 2pa5s/8 >0

FIGURA 3. Evolucion tardia del parametro de desaceleracion ¢ con respecto a h = ¢H. Se presenta una
familia de soluciones de las Ecs. (71) y (72). Las flechas indican la direccion del tiempo cosmico. La linea
continua gruesa y gris que divide las graficas en dos regiones representa q' = d(?(/]c) = 0. Las lineas continuas
negras representan universos que evolucionan de una época dominada por la radiacion a una época acelerada
producto de una CC pequefia. Las lineas a trazos azules representan universos superacelerados en el pasado
(i.e. cuyo parametro de desaceleracion se hace cada vez mas negativo cuando se va hacia atras en el tiempo).

Las lineas a trazos-punteadas representan universos superacelerados en el futuro. La linea punteada violeta

representa universos que son superacelerados tanto en el pasado como en el futuro.

6.3. Epoca actual. Para la época actual el parametro de
Hubble H es muy pequefio y por lo tanto se desprecia el
segundo término en la Ec. (62) (Bauer, Sola & Stefancic,
2010a), o en otras palabras se impone y = 0 en el modelo.
En este caso, no se puede producir una cancelacién aproxi-
mada entre dos términos, por lo cual la relajacion de la CC
esta soportada en el pequefio valor de H (del mismo modo
que se analizo en el modelo de juguete). Asi, la densidad de
energia inducida gravitacionalmente en la época actual es°:

pr = 864B8[H®(10¢* — 31¢> + 15¢° + 19¢ — 10)
+ H"4(4¢*> — 10 + 7)]/B?

(64)
_B(Bg*=3¢-5)  Bq(4¢* —10¢+7)
2H*(2¢> —5q +22) 2H®>(2¢®> — bq+ 2)%’
y la ecuacion de Friedmann modificada es:
Pc = Pm T PAefec- (65)

En un analisis asintotico, p,, — 0, y la densidad de energia
Critica se hace todavia mas pequefia, p. — 0; por lo tanto la

ecuacion (65) se reduce a:

Prefec = Pafis + pr =0, (66)
ie.
(5¢° =3¢—5)  q4(4¢>—10¢+7) T _
2H4(2¢2 — 5q +22) 2H>(2¢2 —5q+2)3|
(67)
Si se plantean las siguientes variables adimensionales h :=
cH, T :=t/c,endonde ¢ = |2pass/f3|3, se obtiene ¢/ () =
dq/dt = cq(t). Lo anterior permite reescribir la ecuacion
(67) de la siguiente manera:

5¢2 — 3¢ —5 q'(4¢> — 10g +7)

PAfis +ﬁ

(22 —5¢+2)2  h(2¢> —5q +2)3 £ht=0, (68)
ie.
, (5¢*—3¢—5)(2¢*> — 5q + 2)h + h*(2¢* — 5q + 2)*
462 — 10q + 7 ’
(69)

en donde el signo + corresponde al caso 2paas/8 > 0 el
signo — al caso 2pags/ 5 < 0. La derivada del paréametro de
Hubble adimensional con respecto al tiempo adimensional

10para obtener este resultado, se debe reemplazar y = 0y H = —H? (¢ + 1) enla Ec. (154) del Apéndice B.
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esta relacionada con el parametro de desaceleracion median-
te la siguiente expresion®®:

dh

— =h'=-h*(q+1). 70
= (@+1) (70)
De las ecuaciones (69) y (70) se pueden construir ecuaciones
diferenciales de primer orden para h(q) 0 g(h):

4 _dg _
' dh
(5¢* — 3¢ — 5)(2¢® — 5q + 2)h + h°(2¢* — 5q + 2)?

h2(4¢? =10+ 7)(q + 1) ’
(71)

ndh
¢ dq
h?(4¢> — 10g + 7)(g + 1)
(5¢%2 — 3¢ — 5)(2¢% — 5q + 2)h + h®(2¢% — 5q + 2)3"
(72)
En la figura 3A se muestra una familia de soluciones numéri-
cas de las ecuaciones anteriores. La linea continua gruesa y
gris que divide las graficas en dos regiones representa ¢’ = 0,
lo que es igual a la curva:
5¢> =3¢ —5 Y
(242 = 5q +2)°

La soluciones interesantes son aquéllas que corresponden a
universos provenientes de una época de radiacion, i.e. las
lineas negras en la figura 3B. Se puede observar que es-
tas Gltimas, independientemente de las condiciones iniciales,
evolucionan en el tiempo hacia el punto (b = 0, ¢ ~ —0,74),
el cual describe un universo con expansion acelerada. Es-
te comportamiento es similar al predicho en los modelos de
quintaesencia (Caldwell, Dave & Steinhardt, 1998; Yoo &
Watanabe, 2012). En contraste, para obtener un universo de
Sitter, el cual corresponde al punto (h = 373/4 ¢ = —1),
se necesita un juste fino en las condiciones iniciales. En el
caso descrito en la figura 3A, que corresponde a la situacion
en la que la densidad de energia de la CC y la constante 3
poseen signo contrarios, el mecanismo de relajacion actia de
la misma forma que fue descrita en el modelo de juguete. En
el caso descrito en la figura 3B se muestra que aun cuando la
densidad de energia de la CC y la constante 3 posean igual

signo, las soluciones tienden al punto (h = 0, ¢ ~ —0,74).

—0. (73)

7. Conclusiones

Se estudid la posible solucion al viejo problema de la
constante cosmolégica, originada en el modelo de gravedad
modificada descrito por la accion en la Ec. (17), que invo-
lucra una funcion f(R,G) dependiente del escalar de Ricci

y del invariante de Gauss-Bonnet. Las ecuaciones de campo,
derivadas a partir del principio de accion estacionaria, mues-
tran que el resultado efectivo de la modificacion consiste en
la introduccion de un nuevo tensor momentum-energia E ,,,,.
Al estudiar la cosmologia inducida por las ecuaciones modi-
ficadas de Friedmann, se mostr0 que la idea esencial detras
de la modificacion de la gravedad consiste en introducir un
término variable que cancela dinamicamente el enorme valor
de la densidad de energia de vacio. Con el fin de obtener la
conocida historia térmica del Universo, se impusieron condi-
ciones que permiten acotar la forma funcional de f(R, G).

A partir del estudio de un modelo de juguete se
mostré como el mecanismo, sin necesidad de realizar un
ajuste fino, relaja de manera dindmica el enorme valor del
vacio cudntico en diferentes épocas del Universo, y genera
un proceso de retroalimentacion. También, bajo el estudio de
este modelo de juguete, se construy6 la forma de f(R, G) de
tal modo que el modelo corresponde a uno real:

f(R,G) = B(%g) + A(R), (74)
con
BR.G)= 2R+ 3G+ R}, (19)

Se mostrd, a través de una aproximacion analitica, como el
comportamiento del modelo es congruente con la cosmo-
logia estandar. También, a través de un analisis numérico, se
mostrd como en el comportamiento asint6tico se obtiene, sin
necesidad de un ajuste fino, un universo con una expansion
acelerada; este resultado es similar al predicho en los mode-
los de quintaesencia (Caldwell, Dave & Steinhardt, 1998;
Yoo & Watanabe, 2012). Debido a que no se estudio el com-
portamiento del modelo a escalas del Sistema Solar, en don-
de esencialmente debe comportarse segin la teoria de la gra-
vedad de Einstein, no se puede concluir que la solucion es
completa (véase sin embargo la Ref. (Bauer, Sola & Stefan-
cic, 2011)). Es de anotar que existen otros interesantes mo-
delos que, a través de modificaciones a la gravedad, cance-
lan dinamicamente la densidad de energia de vacio (Brune-
ton et. al., 2012; Charmousis, Copeland, Padilla & Saffin,
2012a; Charmousis, Copeland, Padilla & Saffin, 2012b;
Copeland, Padilla & Saffin, 2012; Padilla, Saffin & Zhou,
2010; Padilla, Saffin & Zhou, 2011). Como ltima conclu-
sion, se puede decir que el modelo de gravedad modificada
presentado en este articulo es en realidad un modelo efectivo,
valido inicamente en escalas cosmologicas, que posiblemen-
te soluciona el viejo problema de la constante cosmologica.

HEsto se obtiene reemplazando las variables adimensionales hy fen H = —H2(q + 1).
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Apéndices
Apéndice A. Obtencion de las ecuaciones de campo

A continuacion se mostraran los detalles del célculo de
las ecuaciones de campo para una gravedad modificada del
tipo F(R,S,T), y a partir de esta expresion general se ob-
tendran las respectivas ecuaciones para una gravedad de tipo
F(R,G).

El funcional que describe este primer tipo de gravedad es:
S = / d*z\/=gF(R,S,T), (76)

endonde S = R*R,, y T = R°P*R,,\,. Para obtener
la ecuaciones de campo se realiza una variacion a primer or-
den al funcional S. Primeramente, a partir de g#? g, = 0¥,
las variaciones del tensor métrico doblemente covariante y
doblemente contravariante son:

09 = —9"" 9" 0gv0, (17)

6gpu = _gpug/tcr(sg’/o- (78)
La variacion de los simbolos de Christoffel es:

1
5wa = igpa (5gl/o,u + 59#0,1/ - (Sguu,o)
+ 59[)0 (g o,V + Guo,u — 9, u,a) 9
o, NN (79)

1
= §gpg (591/0,# + 69#0‘,1/ - 69;“/,0

- 2590,\Fﬁy).

Por conveniencia, se hallan las derivadas covariantes de las
variaciones de la métrica calculadas con respecto a la métrica
Juv-

5gw7;u - 5gw7,/t - Fﬁydg)\a - Fzgdgu)\v (80)

6g;u7;1/ = 6gua,u - Fiﬂdg)\o - Fi\oégukv (81)

Sguvic = SGuvo — Lap69rw — Lo, 0gun. (82)
Utilizando la propiedad de simetria de los simbolos de Chris-

toffel I'),, = I}, y restando la ecuacion (82) de la suma de
las ecuaciones (80) y (81), se obtiene

1
ory, = 5gpa (0gvoip + 0Guow — 0Guvio) . (83)

Debido a que las variaciones son con respecto a g#*, se debe
introducir la Ec. (78) en la Ec. (83):

1
oy, =—5 [QAV(‘SQAP);M + gw(ég’\p);y

2 (84)
— Guagus (69°7)").
La variacion del tensor de Riemann es:
5Rpuku = 6FZJ/,>\ - 5FZ>\,V + F;;\U(;FZU + (;Fl))\o']'—‘fl.l/ (85)
— 1“5051“;A — T’ Z»

Puesto que la diferencia de dos simbolos de Christoffel es un
tensor (Carroll, 2004), se puede hallar su derivada covarian-
te:

6Fﬁy;/\ = 61“/‘1”’/\ +I'% 0T,

uv
P sTP
5F;L)\;l/ - 5F;L)\,l/

=708, —1'%,617,,, (86)

oo
+17,0T7\ = 17,017, —T5,0I%,. (87)
Asi, al restar la Ec. (87) de la Ec. (86) se obtiene una expre-
sibn més adecuada (Carroll, 2004):

6Rpp)\u = (5FZV);>\ - (6FZA);V' (88)

Con las expresiones anteriores se mostrara la variacion del
funcional (76). Debido a que la operacion variacion 6 cumple
la regla de Leibniz, se divide la variacion en dos partes:

6S = / d*z {[6v/—gF(R,S,T)| + 6F(R,S,T)} , (89)

endonde 6 F'(R,S,T) es:

O0F(R,S,T) =08k + 6Ss + dSr. (90)
La variacion del primer término de la integral, § \/—g es:
1 dg
o/—g=—-—=—. 91
275 ey

Para hallar g se utiliza el hecho que In(det A) = Tr(Iln A):

ﬁé(det A) =Tr[s(In A)] = Tr(A 15 A). 92)

Realizando la sustitucion A = g,,,,, A~! = g/ se obtiene:
69 = 9(9""09) = —9(969""), (93)
y reemplazando en la Ec. (91) se llega a la expresion:

1 (g, 09" 1 ,
5(v/=9) = 59(9‘7\/__3) = —5V=99u 09", (94)

A partir de este punto, el superindice que acompafie la le-
tra F denotara derivacion parcial con respecto a éste, F X =
OF/0X. La variacion 6Sp, es:

0Sk = / d*z/—gF TR,

(95)
_ / d o/ G (Ru6g™ + ¢"SR,) .
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Para hallar la variacion del tensor de Ricci se utiliza la expre-
sion (88)

(SR[U/ = 5Rpuup = (6FZp);V - (§FZV)§P7 (96)
y a partir de la Ec. (84) se obtiene:
1
5R;w = 5{[9)\1/(59)\;));# + g/\u((sg)\p)ﬂ/
- gaugﬁu((;gaﬁ);p]m - [gAﬂ((SgAp)W]%V}'

Reemplazando la expresion anterior en la Ec. (95) se obtiene

0SSR = /d4x\/fg{FRR#,,59’“’
+ FR[(692)x = 900 (09" )0 }-

Ahora se integra por partes dos veces'? para obtener una ex-
presion en donde la variacion de la métrica no sea opera-
da por una derivada covariante. Debido a las condiciones de
frontera 6" = (dg"") » = 0, cada vez que se realiza este
proceso se ignoran los términos de superficie:

97)

(98)

38k = / d*zy/=g (F"Ryy + FY,, — g (F7)'7,) 69"
(99)

La variacion Sy es:

6Sg = / d*a/—gF%6 (R, R*), (100)
en donde
0 (R, R") = RM6R,, + R, 0RMY,
= R™0Ryu + Rud (9" 9" Rox) . (101)
= 2RM SR, + 2R\, 09" R,
Utilizando la expresion (97) se obtiene:

§(RuwR™) = 2R™ (93 (69™)iu)ip + 2R2v 09" R,

)

— R" (901950 (89°7) %], — R [920(09™ )]0
(102)

Reemplazando en la Ec. (100):
0Ss = /d417v |g|FS{2R/W[gku(égxp);u};p

+ QR)\V(SQ#VRM)\ - R [Qaﬂgﬂu(gaﬁ);p];p
- Ruy[gkp(ég)\p);;t];v}-

(103)

Integrando por partes dos veces y eliminando los términos de
superficie se obtiene:

555 = / di2/=g [2(F5R™) s gur — (FSRy)%,

- gp,V(FSRUA);G/\ +2FSR/\VRMA} 5.9“”'

(104)
Por (ltimo, la variacion S es:
68y = / d*a/=gF" s (Rpun RPN (105)
con
5(Rpu/\VRpMV) = 5(RPH>\V)RpﬂAu (106)

+ Rppunn 0 (R,

Utilizando las propiedades de simetria del tensor de Riemann
se llega a:
RW)\V(S(RPMV) = _RUM)\VRT,U)\V(SQUT + RPNAV(SRPMAW
(107)
R0 (RPY) = 3RS Ry yini6g°™ + RJNSRY .
(108)
Por lo tanto, la Ec. (106) queda expresada como:

(Rpuns RPAN) = 2RI Ry yini09°" + 2R AN SRS,, .

(109)
A partir de la Ec. (88) se llega a:

(R RP) = 2B (010,00 = (7)o

yz
+ 2R PP Ry 09°0

= 4R} (010, )x + 2R Ry pu69™.
(110)

Al reemplazar la expresion (84) y emplear la primera identi-
dad de Bianchi R, = Ryuae + Rpap Se Obtiene:
5(RPMVRWM) = QRaVWRMpM;gM
_ QRP/MV (gauaga;pw\ + gguégo';pl/)\
— Guadupd9°" "),
5(RPMAVRPM/\V) = QRQVWRAVW@M
- Q(Rp’/):régp?zu\ + Rpl/)\0'6go-;0u)\
+ Rp)\ayéga;py)\ - Ruakpdga;pyx)v
5(RPM>\VRPH/\U) = QR;WRAVPM(SQW\

—4R)69"7,,.

(111)

1210 procedimiento es valido gracias a que el operador derivada covariante cumple la regla de Leibnitz. Asi, integrar por partes en este caso conduce a:
/d4zv —gA" By = /d4r\’ —9(A* Bu)w — /d4zV —9BuAMY,.

Cada vez que se integra por partes, la operacion derivada covariante pasa de un término al otro en el producto. En virtud del teorema de Stokes, se observa que
el primer término, a la derecha de la igualdad, es igual a la integral de superficie del vector A#* B, en la frontera; de aqui, proviene el nombre de términos de

superficie.
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Si se reemplaza lo anterior en la Ec. (105) y se eliminan nue-
vamente los términos de superficie al integrar por partes, la
Ec. (105) resulta en:

8Sr = / d*o/—g[2FT Ryxop R)P

—4(FTR7%))iapl0g"".

(112)

Finalmente, se obtiene la expresion completa para la va-
riacion a primer orden de la Ec. (76) (Bauer, Sola & Stefan-
cic, 2010a):

oS = /d4x\/ngW§gW

1
= / d4m\/—g[—§gWF(R,S, T)+ FER,,
+ FB;:W - g;w(FR);?o + 2(FSRU)\);MUQV)\
- (FSRHV);?U - guu(FsRaA);U/\

+2F Ry R} + 2F  Ryng )P
—4(FTRY?).0pl09"

v

(113)

+ (Términos de superficie).

De acuerdo con el principio de accion estacionaria, las ecua-
ciones de campo en el vacio para una gravedad del tipo
F(R,S,T) son:

1
D,y = -5 guwF(R,8,T)+ FER,, + FT,,

- g*”’(FR);?U + 2(FSRUA);MUQU/\
— (FSRu)'% — gu (FSR7) 01 (114)

+2F%Ry\, R} + 2FT Rypop R)P
—4(FTR,):0p = 0.

Las ecuaciones de campo para una gravedad de tipo
F(R,G) se obtienen utilizando la regla de la cadena en las
derivadas parciales de F' de la siguiente manera:

F(R,S,T)=[(R,G) = F* = 57 (91 fR — R 94 .

96

G _ 40
apl =7 (119

oG
FS = o2 f9=—4f9, F' =

Por consiguiente las respectivas ecuaciones de campo en el
vacio son:

1
By = =5/ (R.G)gu + Ry (2RO + )
+ 2R+ 7)., — 9ws™ QRIT+ 7,
— 8f9RR) + 49, (fIRY).0

- S(ngaﬁ)magVﬂ + 4gaﬂ(ngW);aﬂ

+ QfQRMuﬁ'vRuaBA{ - 4(ngO/éwﬁ);a,8 =0. ( 6)
11

Terminando, la expresion (114) con F? = 1, F% =
0, FT = 0 corresponde a las ecuaciones de campo de Eins-
tein en el vacio:

1
G = = 59y R+ Ry = 0. (117)

Apéndice B. Obtencion de las ecuaciones de campo para
una gravedad tipo f(R, G) en un universo de FRW

Se presentaran los calculos para obtener las ecuaciones
que describen el comportamiento del Universo cuando la gra-
vedad esta descrita por la accion (17). Los simbolos de Chris-
toffel en FRW son (Weinberg, 2008):

IY% = aady, (118)
i a 7
I, = acsj.

Las componentes que no se mencionen son cero. Con las ex-
presiones anteriores se hallan las componentes del tensor de
Riemann:

Rijmn = (&nénj - §;5jvn)d2a (119)
RO,LOJ = aa(sw,
% a 1
R 00 — 55@
Roioj = aidij, Rijmn = —(6imOnj — 0inljm)a’a?,
(120)
. 22
0i0j _ @ cij ijmn _ im snj in sjmy @
R J_E(SJ, R = — (5™ — 5" )E’
(121)
y las componentes del tensor de Ricci:
Roo = 32, Ri; = —(aii + 2a)dy;, (122)
. - S 9
RO =32 R _ (L2050 123
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El escalar de Ricci, los escalares S, Ty el invariante de
Gauss-Bonnet G se obtienen a partir de las expresiones an-
teriores:

i a? )
R:g'uVR,w:6<E+¥> =06H (1—q), (124)

SIRW,R“VZ].Q a_+ﬂ+a_ ,
a>  a®  at (125)
=12H%(¢* — g+ 1).
22 -4
T =Ry RN =12 (L8 + &
PHA ( at + at ’ (126)
= 12H?(¢* +1).
G=R*—4S+T = —24H*q. (127)

Tensor de Einstein y F,,,,. Las componentes del tensor de
Einstein G, = R, — %gle se obtienen a partir de las
expresiones (122) y (124). La componente G %:

1
Goo = Roo— 59003
. . 2
_ 3% _3%_ 3“_2
a a a
= —3H2 (128)
GOO = gOMGHO = Goo = —3H2. (129)
La componente G;:
% ip 1 il
Gj = g Guj:*?(s Gi[
1, 1
= ——d <sz - EQZJR)
a? d\ o
= —(z+2-)8: (130)
dado que H = i/a — a?/a?, la Ec. (130) se reduce a
G'; = —(2H + 3H?)5!. (131)

Con el objeto de hallar la expresion especifica de £, en
la Ec. (116) en la métrica de FRW, primeramente se expande

E

v

By = 3 g0 + 2B BRI+ Ry [+ (OR]™)

+ fl;%uv ~ Yuv [QOO(Qng + fR);OO + gij (Qng

+ 1)) = 8FI R R + 49, [(F9R™).00 + (FRY).0i
+ (fOR)u0 + (F9RY).i5] = 8[(f9R™) 090

+ (f9R"),0090i + (FOR)iuiguo + (F9RY)igu,]

+ 4[900(ng;w);00 + Qij(fgptuu);ij] + QfQRWBWRVQﬁW
—4[(f9R%, )00 + (f9R' D)0 + (fOR%D).0i

+ (f9R D)5
(132)

La componente £, esta dada por:

EY =g""Eao = Eoo = —%f + RooRfY + Roo f*
— g7 (2Rf9 + f7).i; — 8f9Rox Ry
— 4[(f9R).0i] + 4[(f9R®).i0 + (FIRY) 4]
+4[9" (9 Ro0) i3] + 249 Roasy Ry
—4[(f9R%):00 + (fIR 600 + (S9R%o ):0i

+ (ngiog);ij}'
(133)

Utilizando las expresiones (119) a (124) se llega a (Bauer,
Sola & Stefancic, 2010a):

1 .2.. . . . .3 .
By =——f+1250p9 4320 32 fR 190 f0
2 a a a a
1 . .
=3 [f —24H2(H + H?)f9 — 6(H + HY) R

+GH 4 2419
(134)

Se obtiene la componente £, al contraer E,; con la
métrica:

1
—2Eij.

(135)

. . , 1 .
Elj — gZaEaj — gl’lnEmj — _ﬁ&LTﬂEm] — _
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Segun la Ec. (132), la componente £;; tiene la forma:
1
E;j = §a2f6ij + 2R RfY + Ry [ + (2Rf9).5 + [
1
+ a26ij [(2ng + fR);OO - a725mn(2ng + fR);mnj|

—8RinR} — 4a?5;; [(f9R"),00 + (F9R"™).0m
jL(ngmO);mO + (ngmn);mn] + 8a2 [(ngom);iO(sjm

1
+ng"L");im6jn] +4 |:(ng17);00 — E(;mn (ngij);mnj|

+2f9 Riap R — 4(fIR, ") as-

(136)
Nuevamente utilizando las expresiones (119) a (124) se ob-
tiene que:

; 1 1 a2 . .. a -
_ _ g R R
By == plu= {*if*‘lﬁf -

. .2 -..2 . .2 . )
+ (9 + 2a—2> 9+ 2Ly 16%,}09] 5
a a a a
1 . . )
=-3 [ +8H2f9 2R — 2(F + 311) 1"

—24H*(H + H?)f9 + 16H (H + H?) 9] ',
(137)

Ecuacion modificada de Friedmann. Se mostraré a conti-
nuacion la forma explicita de la primera ecuacion de Fried-
mann modificada:
0 0
3H2:#<%+2—?+pF+pA>. (138)
p

Para esto es necesario conocer la forma explicita de p p. De
la subseccion anterior se conoce que p i esta dada por:

pi = =2B% = | = 6(H + H)f* + 6 H f
. . (139)

o4 H(H + HY)f9 + 24H3fg} ,
en donde

B
f=5 (140)

2 1
B= gR2 +59+ (yR)® = 24H?(q —1/2)(q — 2)
+[6yH*(1 - q)]°.
(141)
Se procede a calcular las diferentes derivadas de la funcion
f:
_Of  BM/3R+3y°R?)
T OR B2 ’
fQ — 3_f — _i
© oG 2B2’

B (142)

(143)

. 1. 4 . .
B= 5g + gRR + 33 R°R, (144)

f7 = B{[32y°R*R — 2GR + 36y°R*'R

.. . . 145
+ R*(9y°G + 8R) + R(4G — 9y*GR)]} /3B, (149)

. 5 B(G/2+4/3RR+ 3y°R2R
jo=t8 ( - )

y las derivadas con respecto al tiempo de los invariantes de
curvatura en la métrica de FRW:

R=12H(1 — q)H — 6H?¢, (147)

G = —96H3qH — 24H*;. (148)

Al reemplazar las expresiones anteriores en la ecuacion (139)
se obtiene:

1 ko ks ks |k
ppzﬁ(—+—1+—2+—3+—‘?>, (149)

en donde

ki = 24H? [2+ 27y°H*(1 — q)] (1 —q)(H*+ H), (150)

ko = 288 H%{1944y5H* (¢ — 1)*[2(1 — q)H — H{]
+2¢[2(1 — q)H — Hq] + 288y°H?(q — 1)*x
[2(¢ — 1)H + Hd] — 6(g — 1)*x

) (151)
[4(9y°H?q+q—1)H + H(2 + 99> H?){]
+ (1 — q)(—16qH — 4Hg
+ 54y H?q[2(1 — q)H — H{))},
ks = 12H?(H? + H), (152)
ky = 288HO{—4qH — Hj + [4 — 54y>H?x
1 { [ (153)

(q = DI~ @201 — q)H — Hl}.

Por lo tanto
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pr = 144H%{324y° HO(q — 4)(q — 1)° + (74
— 241q + 214¢* — 56¢%) H — 18y H*(q — 1)
[~3(5 + 162y H) — 6> (4 + 243y°H)
+ (4 + 486y° H) + 2q(19 + 729y°H)] + H?x
(q— 1)[4¢*(1 + 333y H) — 12*(2 + 3755 H)
— 2T + T83y°H) + (39 + 473432 H))
— 3888y H(q — 1)*¢ — 6H(7 — 10q
+4¢2)G + 36y° H3(—22 + 57 — 5142
+16¢”)4}/B®.
(154)

Se puede observar que los términos k- y k4 incluyen la de-
rivada del pardmetro de desaceleracion con respecto al tiem-
po, por lo tanto la ecuacion diferencial es de tercer grado en
a(t). Con el fin de disminuir el orden de la ecuacion, se ex-
presan todas la funciones como una funcion del parametro

f=if'(a)=a>f'(a) = aH(a)f'(a).  (155)

H(a) = aH(a)H'(a), (156)
)= = 1=
= a® (% — H”) — H'a. (158)

Al hacer este cambio de variable, se obtiene una expresion
para la densidad de energia en donde el pardmetro de Hubble
es una funcion explicita de a:

864H*(M + NH")
B? ’

pr =0 (159)
con
M = 27H* + 972H5® + 8640 H®y°® + 803520 H "y H'

+ 152928a*H%SH'? + 570> HH"® + 6a* H'*
+138a°Hy*H'® + 12aH%y> H' (589
+ 105484y H'?) + 3a® H*y® H'*(3383
+ 176040y H'?) + 3a® H* H'* (55 + 506a2y> H"
+ 288a*y H') + 3a H3H' (55 + 1971a*y* H"

+ 3618a*ySH'Y),
(160)

N = 10368a2H"y°® + 20736a>HSyS H' + 4a* HH"
+ 60> H?H' (3 + 160y H'?) + 54a® H*y> H' (23
+96a%y> H'?) + 12a* H%y3(73 + 129602y H'?)
+ 3a® H*(7 +198a*y* H'? + 216a*yS H'*),
(161)
H/
aH > +24H" (2 +
‘ H\?
216y°H® (2+ L) |
+ 216y ( + 1%

Si se reemplaza (159) en (138) se obtiene la forma explicita
de la ecuacion de Friedmann modificada:

aH'

2
B=12H* (1 + )
(162)

864H*(M + NH"
r (ni) { (33 )} =0 163)
P
con
Pr Pm PA 2
F= ~— —3H". 164
mIQ,a4 + mz%a?’ + mz% 3 (164)
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