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Los estudios experimentales de las supernovas tipo Ia y de la radiación cósmica de fondo han mos-
trado la reciente expansión acelerada del Universo. Para explicar este comportamiento, se introdujo una
forma hipotética de energı́a llamada la energı́a oscura. Por otro lado, la presencia de una constante cos-
mológica en las ecuaciones de campo provoca una expansión acelerada del Universo; ası́, esta última se
identifica con la energı́a oscura. Además, la energı́a del estado de vacı́o exhibe las mismas consecuen-
cias de una constante cosmológica; por consiguiente, el valor experimental de la energı́a de vacı́o debe
contribuir al valor experimental de la constante cosmológica, y ambos deben tener el mismo orden de
magnitud. Sin embargo, al comparar los dos valores, hay una diferencia de más de 55 órdenes de mag-
nitud. Con el fin de establecer concordancia, es necesario hacer un ajuste fino en el valor experimental
de la constante cosmológica. La imposibilidad de evitar un ajuste fino se conoce como el viejo proble-
ma de la constante cosmológica. Se han planteado muchas soluciones, tales como la sustitución de la
constante cosmológica por un campo escalar; sin embargo, estas soluciones no resuelven realmente el
problema. Se presentará una solución alternativa, en la cual la constante cosmológica es complementada
con un nuevo término originado a partir de modificaciones de la gravedad. La modificación se realiza
mediante la introducción de una función f(R,G), donde R es el escalar de Ricci y G es el invariante
de Gauss-Bonnet. El término nuevo, que se puede interpretar como un fluido cósmico con una forma
particular para su ecuación de estado, evoluciona en el tiempo relajando de manera dinámica la enorme
diferencia entre la energı́a de vacı́o y la constante cosmológica.
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Abstract

The experimental studies of the type Ia supernovae and of the cosmic microwave background
radiation have shown the recent accelerated expansion of the Universe. To explain this behavior, a
hypothetical form of energy called the dark energy was introduced. On the other hand, the presence of
a cosmological constant in the field equations causes an accelerated expansion of the Universe; thus,
the latter is identified with the dark energy. Moreover, the energy of the vacuum state exhibits the same
consequences of a cosmological constant; therefore, the experimental value of the vacuum energy must
contribute to the experimental value of the cosmological constant, and both values must have the same
order of magnitude. However, when the two values are compared, there exists a difference of more than
55 orders of magnitude. In order to establish concordance, it is necessary to do a fine-tuning in the
experimental value of the cosmological constant. The impossibility to avoid this fine-tuning is called
the old cosmological constant problem. Many solutions have been raised, such as the replacement of
the cosmological constant by a scalar field; however, these solutions do not actually solve the problem.
We will present an alternative solution, in which the cosmological constant is complemented by a new
term originated from modifications of gravity. The modification is performed by introducing a function
f(R,G), where R is the Ricci scalar and G is the Gauss-Bonnet invariant. The new term, which can be
interpreted as a cosmic fluid with a particular form for its equation of state, evolves in time dynamically
relaxing the enormous difference between the vacuum energy and the cosmological constant.

Keywords: Cosmological constant, dark energy, modified gravity.

1. Introducción

En la teorı́a general de la relatividad el tensor momentum-
energı́a es la fuente del campo gravitatorio. Por lo tanto, es el
valor mismo de la energı́a, y no la diferencia entre estados,
la cantidad decisiva en el comportamiento de los fenómenos
gravitacionales; es decir, cualquier tipo de energı́a, incluyen-
do la energı́a proveniente del estado de vacı́o, debe ser in-
cluida en el análisis de la fı́sica gravitacional. La energı́a de
vacı́o permea el Universo entero creando un campo gravita-
cional que produce una expansión acelerada; este resultado
también puede ser obtenido al introducir una constante de
naturaleza netamente geométrica en las ecuaciones de Eins-
tein. Por consiguiente, la constante cosmológica (CC) “fı́si-
ca”, Λfis, debe comprender dos contribuciones: una relacio-
nada con una constante Λdes, llamada la CC desnuda y, por
otro lado, la contribución del estado de vacı́o de los campos
que permean el Universo, denominada la CC inducida Λ ind.
El valor teórico de la contribución de estos campos es del
orden de 108 GeV4 (Kane, 1993) 4.

Los resultados experimentales del estudio de las super-
novas tipo Ia (Perlmutter et. al., 1999; Riess et. al., 1998)
y los datos de la radiación cósmica de fondo (Komatsu et.
al., 2011), implican la existencia de una forma hipotética
de energı́a denominada la energı́a oscura (EO), cuyas carac-
terı́sticas son similares a las de la CC. En consecuencia, es

razonable tomar como medida de la CC la cantidad de EO
presente en el Universo. La EO constituye un 73 % de la
densidad de energı́a total del Universo (Jarosik et. al., 2011;
Komatsu et. al., 2011; Larson et. al., 2011) siendo el va-
lor experimental de su densidad del orden de 10−47 GeV4.
Al comparar este valor con la contribución de los campos
que permean el Universo, se obtiene la enorme diferencia de
55 órdenes de magnitud. Con el único fin de obtener con-
cordancia entre los resultados teóricos y experimentales, se
elige el valor de Λdes de tal forma que se cancelan 55 ci-
fras significativas de manera exacta; sin embargo, es evidente
que esta elección no proporciona una explicación satisfacto-
ria del porqué del pequeño valor observado de Λ fis a pesar de
la enorme contribución de los campos. La imposibilidad de
evitar la contribución de los campos sin recurrir a un ajuste
fino se denomina el primer o viejo problema de la CC (Wein-
berg, 1989).

Como solución al viejo problema de la CC se ha reempla-
zadoΛdes por campos escalares (Abbot, 1985; Armendariz–
Picon, Mukhanov & Steinhardt, 2000; Barr, 1987; Barr
& Hochberg, 1988; Caldwell, Dave & Steinhardt, 1998;
Ford, 1987; Peccei, Sola & Wetterich, 1987; Sola, 1989;
Yoo & Watanabe, 2012); sin embargo, esta sustitución no
resuelve realmente el problema (Weinberg, 1989). Para dar
una verdadera solución al primer problema de la CC se de-
ben garantizar dos hechos: primero, la cancelación libre de

4Este valor se obtiene teniendo en cuenta únicamente el vacı́o electrodébil; a una escala de gran unificación el valor es del orden de 1064 GeV4.
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ria del porqué del pequeño valor observado de Λ fis a pesar de
la enorme contribución de los campos. La imposibilidad de
evitar la contribución de los campos sin recurrir a un ajuste
fino se denomina el primer o viejo problema de la CC (Wein-
berg, 1989).

Como solución al viejo problema de la CC se ha reempla-
zadoΛdes por campos escalares (Abbot, 1985; Armendariz–
Picon, Mukhanov & Steinhardt, 2000; Barr, 1987; Barr
& Hochberg, 1988; Caldwell, Dave & Steinhardt, 1998;
Ford, 1987; Peccei, Sola & Wetterich, 1987; Sola, 1989;
Yoo & Watanabe, 2012); sin embargo, esta sustitución no
resuelve realmente el problema (Weinberg, 1989). Para dar
una verdadera solución al primer problema de la CC se de-
ben garantizar dos hechos: primero, la cancelación libre de
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the cosmological constant by a scalar field; however, these solutions do not actually solve the problem.
We will present an alternative solution, in which the cosmological constant is complemented by a new
term originated from modifications of gravity. The modification is performed by introducing a function
f(R,G), where R is the Ricci scalar and G is the Gauss-Bonnet invariant. The new term, which can be
interpreted as a cosmic fluid with a particular form for its equation of state, evolves in time dynamically
relaxing the enormous difference between the vacuum energy and the cosmological constant.
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1. Introducción

En la teorı́a general de la relatividad el tensor momentum-
energı́a es la fuente del campo gravitatorio. Por lo tanto, es el
valor mismo de la energı́a, y no la diferencia entre estados,
la cantidad decisiva en el comportamiento de los fenómenos
gravitacionales; es decir, cualquier tipo de energı́a, incluyen-
do la energı́a proveniente del estado de vacı́o, debe ser in-
cluida en el análisis de la fı́sica gravitacional. La energı́a de
vacı́o permea el Universo entero creando un campo gravita-
cional que produce una expansión acelerada; este resultado
también puede ser obtenido al introducir una constante de
naturaleza netamente geométrica en las ecuaciones de Eins-
tein. Por consiguiente, la constante cosmológica (CC) “fı́si-
ca”, Λfis, debe comprender dos contribuciones: una relacio-
nada con una constante Λdes, llamada la CC desnuda y, por
otro lado, la contribución del estado de vacı́o de los campos
que permean el Universo, denominada la CC inducida Λ ind.
El valor teórico de la contribución de estos campos es del
orden de 108 GeV4 (Kane, 1993) 4.

Los resultados experimentales del estudio de las super-
novas tipo Ia (Perlmutter et. al., 1999; Riess et. al., 1998)
y los datos de la radiación cósmica de fondo (Komatsu et.
al., 2011), implican la existencia de una forma hipotética
de energı́a denominada la energı́a oscura (EO), cuyas carac-
terı́sticas son similares a las de la CC. En consecuencia, es

razonable tomar como medida de la CC la cantidad de EO
presente en el Universo. La EO constituye un 73 % de la
densidad de energı́a total del Universo (Jarosik et. al., 2011;
Komatsu et. al., 2011; Larson et. al., 2011) siendo el va-
lor experimental de su densidad del orden de 10−47 GeV4.
Al comparar este valor con la contribución de los campos
que permean el Universo, se obtiene la enorme diferencia de
55 órdenes de magnitud. Con el único fin de obtener con-
cordancia entre los resultados teóricos y experimentales, se
elige el valor de Λdes de tal forma que se cancelan 55 ci-
fras significativas de manera exacta; sin embargo, es evidente
que esta elección no proporciona una explicación satisfacto-
ria del porqué del pequeño valor observado de Λ fis a pesar de
la enorme contribución de los campos. La imposibilidad de
evitar la contribución de los campos sin recurrir a un ajuste
fino se denomina el primer o viejo problema de la CC (Wein-
berg, 1989).

Como solución al viejo problema de la CC se ha reempla-
zadoΛdes por campos escalares (Abbot, 1985; Armendariz–
Picon, Mukhanov & Steinhardt, 2000; Barr, 1987; Barr
& Hochberg, 1988; Caldwell, Dave & Steinhardt, 1998;
Ford, 1987; Peccei, Sola & Wetterich, 1987; Sola, 1989;
Yoo & Watanabe, 2012); sin embargo, esta sustitución no
resuelve realmente el problema (Weinberg, 1989). Para dar
una verdadera solución al primer problema de la CC se de-
ben garantizar dos hechos: primero, la cancelación libre de

4Este valor se obtiene teniendo en cuenta únicamente el vacı́o electrodébil; a una escala de gran unificación el valor es del orden de 1064 GeV4.
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ajustes finos de la contribución de los campos, y, segun-
do, no se debe alterar la historia térmica del Universo. En
las Refs. (Bauer, 2010; Bauer, Sola & Stefancic, 2010a;
Bauer, Sola & Stefancic, 2010b) se presentó una posible
solución en donde estos dos hechos se satisfacen. En este
tipo de solución, la CC desnuda no se sustituye por campos
escalares sino que es complementada por un término prove-
niente de la modificación de la gravedad. La modificación
se realiza a través de la introducción de una función de la
forma f(R,G), que involucra el invariante de Gauss-Bonnet
G (Chern, 1945). La construcción del nuevo funcional ga-
rantiza que en la nueva teorı́a de la gravedad, el principio de
equivalencia y la conservación del cuadrimomentum se sigan
cumpliendo. El resultado efectivo de la modificación es la
aparición de un nuevo fluido cósmico llamado el “Cosmón”.
La presencia del Cosmón en las ecuaciones de campo provo-
ca la cancelación dinámica de la contribución de los campos.
Debido al origen gravitacional del Cosmón, la expansión del
Universo pone en acción el mecanismo de cancelación y a
su vez, la cancelación garantiza que la expansión del Uni-
verso sea la esperada. Adicionalmente, la ecuación de estado
(EDE) de la combinación CC-Cosmón es no homogénea, lo
cual implica que el presente modelo está relacionado con la
posible solución al viejo problema de la CC presentada en la
Ref. (Stefancic, 2009). En cuanto a la diferencia entre una
EDE homogénea y una no homogénea, se deben observar las
variables fı́sicas presentes en la EDE: cuando están presen-
tes únicamente la densidad de energı́a ρ y la presión p del
fluido en cuestión, i.e. cuando la EDE se puede escribir de
la forma f(ρ, p) = 0, se dice que ésta es homogénea; por el
contrario, cuando se involucra otras cantidades diferentes se
dice que la EDE es no homogénea, i.e. ésta tiene la forma
f(ρ, p) = g(x), en donde x representa una o más cantidades
diferentes a ρ y p. En el presente modelo la EDE depende
adicionalmente del parámetro de Hubble H y del paráme-
tro de desaceleración q = −aä/ȧ2 siendo a el parámetro de
expansión.

Es importante mencionar que al referirse a una EDE no
homogénea, no se está haciendo referencia a un espacio no
homogéneo: más aún, en el análisis del presente artı́culo se
asume, siguiendo el principio cosmológico, un espacio ho-
mogéneo e isótropo y por lo tanto la métrica de fondo es la
métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW). Por último,
la construcción de la función f(R,G) provee una correcta
transición entre las etapas conocidas del Universo y, por en-
de, respeta su historia térmica.

Para ilustrar el problema se calculará en la sección 2
la energı́a de vacı́o a partir del mecanismo de ruptura es-
pontánea de la simetrı́a o mecanismo de Higgs; también se

mostrará por qué la energı́a del estado base se comporta gra-
vitacionalmente como una constante cosmológica. En la sec-
ción 3 se expondrá de forma clara y precisa el viejo problema
de la constante cosmologica; en este punto se expondrá por
qué las soluciones planteadas hasta el momento no han sido
satisfactorias. Posteriormente, en la sección 4 se presentarán
las motivaciones que llevaron al planteamiento de un mode-
lo de gravedad modificada como la posible solución (Bauer,
2010; Bauer, Sola & Stefancic, 2010a; Bauer, Sola & Ste-
fancic, 2010b), haciéndose un énfasis especial en la idea fun-
damental que éste propone; se describirá cómo obtener las
ecuaciones de campo a partir del principio de acción esta-
cionaria y cómo a partir de ellas se obtienen las respectivas
ecuaciones que gobiernan la evolución cosmológica; además,
se mencionarán las condiciones que se deben satisfacer para
proporcionar una verdadera solución acorde con las obser-
vaciones. Con el propósito de comprender detalladamente la
posible solución, se estudiará en la sección 5 un modelo de
juguete que a su vez permitirá plantear conjeturas acerca de
la forma explı́cita de las funciones que describen un modelo
realista. Finalmente, en la sección 6 se discutirá teóricamente
el comportamiento del modelo realista, analizando su com-
portamiento a lo largo de la historia térmica del Universo
y mostrando que se exhibe una correcta transición entre las
épocas conocidas.

La métrica a utilizar a lo largo del desarrollo del artı́culo
tiene signatura (+,−,−,−). Los ı́ndices griegos representan
cualquiera de los números {0, 1, 2, 3} y los ı́ndices latinos
cualquiera de los números {1, 2, 3}. Los ı́ndices repetidos
implican sumatoria, a menos de que se indique lo contrario.
La derivada parcial ∂μA

ν se denotará por Aν
,μ y la derivada

covariante∇μA
ν por Aν

;μ. Los sı́mbolos de Christoffel están
dados por:

Γρ
μν =

1

2
gρσ [gμσ,ν + gνσ,μ − gμν,σ] , (1)

y las componentes del tensor de Riemann y Ricci por:

Rρ
μλν = Γρ

μν,λ − Γρ
μλ,ν + Γρ

λσΓ
σ
μν − Γρ

νσΓ
σ
μλ, (2)

Rμν = Rρ
μνρ. (3)

2. El vacı́o electrodébil

Aunque existen numerosas fuentes de energı́a de vacı́o de-
pendiendo del modelo de partı́culas fundamentales que se
trabaje, el problema será ilustrado en el contexto del vacı́o
electrodébil (Kane, 1993; Weinberg, 1995). Este vacı́o pro-
veniente del mecanismo de ruptura espontánea de la simetrı́a
o mecanismo de Higgs es el responsable de la masa de los
bosones W± y Z (y de todos los fermiones con masa). El
campo del Higgs formalmente se describe por un doblete de
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solución en donde estos dos hechos se satisfacen. En este
tipo de solución, la CC desnuda no se sustituye por campos
escalares sino que es complementada por un término prove-
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f(ρ, p) = g(x), en donde x representa una o más cantidades
diferentes a ρ y p. En el presente modelo la EDE depende
adicionalmente del parámetro de Hubble H y del paráme-
tro de desaceleración q = −aä/ȧ2 siendo a el parámetro de
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campos escalares; sin embargo, por razones prácticas, se uti-
lizará un solo campo escalar φ. La acción del sistema con-
tiene la constante Λdes (la CC desnuda) cuya naturaleza es
netamente geométrica:

S =

∫

d4x
√

|g|
[

1

16πG
(R− 2Λdes) + Lφ

]

=

∫

d4x
√

|g|
[

R

16πG
− ρΛdes + Lφ

]

, (4)

en donde G es la constante de gravitación universal, R el
escalar de Ricci, Lφ es la densidad lagrangiana que descri-
be los campos energı́a–materia, y g es el determinante de la
métrica gμν en consideración. De acuerdo con el principio
de equivalencia (Weinberg, 1972), la densidad lagrangiana
de un campo escalar φ en cualquier sistema de referencia se
obtiene al reemplazar ημν por gμν 5:

Lφ =
1

2
gμν∂μφ∂νφ− V (φ), (5)

en donde el potencial V (φ) esta dado por:

V (φ) =
1

2
m2φ2 +

1

4!
λφ4, (λ > 0). (6)

De esta manera, la acción en la Ec. (4) se puede expresar
como:

S =
1

16πG

∫

d4x
√

|g|R+ S[φ], (7)

en donde

S[φ] =

∫

d4x
√

|g|L̃φ, (8)

con

L̃φ =
1

2
gμν∂μφ∂νφ− V (φ)− ρΛdes. (9)

A partir de las expresiones (8) y (9) se calcula el tensor
momentum-energı́a

T̃ φ
μν =

2
√|g|

δS[φ]

δgμν
= 2

∂L

∂gμν
− gμνL = gμνρΛdes + T φ

μν ,

(10)
en donde

T φ
μν = ∂μφ∂νφ− 1

2
gμν∂σφ∂

σφ+ gμνV (φ). (11)

En el estado de vacı́o no existe energı́a cinética ni gradien-
te, por consiguiente sólo contribuyen la constante ρΛdes y el

valor esperado en el vacı́o del potencial V (φ):

�T̃ φ
μν� = gμνρΛdes + �T φ

μν�
= gμν (ρΛdes + �V �)
= (ρΛdes + ρΛind)gμν

= ρΛfisgμν ,

(12)

en donde ρΛind es el valor esperado en el vacı́o del poten-
cial V (φ). La expresión (12) tiene la misma forma del ten-
sor momentum-energı́a asociado a la constante cosmológica
introducida originalmente por Einstein (Einstein, 1917). Es
decir, la “verdadera” densidad de energı́a asociada con la CC,
que se denotará por ρΛfis, comprende dos contribuciones: una
dada por la constante geométrica ρΛdes, y otra dada por el va-
lor esperado en el vacı́o del potencial V (φ).

Como se observa en la figura 1A, cuando m2 < 0 el po-
tencial V (φ) posee dos mı́nimos con φ �= 0, a diferencia del
caso cuando m2 > 0 en donde V (φ) posee un solo mı́nimo
con φ = 0. Los mı́nimos corresponden a los valores espe-
rados en el vacı́o para φ (Cheng & Li, 1984). Para el caso
descrito en la figura 1A, el escoger uno de los dos mı́nimos,
por ejemplo el mı́nimo de la derecha, y construir una teorı́a
de perturbaciones alrededor del valor de φ en este punto, con-
duce a un rompimiento de la simetrı́a6 que se tenı́a original-
mente en el lagrangiano. De esta manera la partı́cula asocia-
da al campo φ (el bosón de Higgs) obtiene una masa fı́sica
igual a M = (−2m2)

1

2 . Sin embargo, el teorema de Golds-
tone (Cheng & Li, 1984) implica la existencia de bosones
sin masa cuando se rompe la simetrı́a de esta manera, lo cual
es contrario a lo observado experimentalmente, ya que los
bosones W± y Z son masivos. No obstante, si se constru-
ye un lagrangiano invariante ante transformaciones de gauge
locales (lo cual requiere introducir un doblete de campos),
se puede evadir el teorema de Goldstone y obtener finalmen-
te bosones masivos. Debido a que el objetivo de esta sección
consiste en ilustrar sobre cómo se encuentra el valor del vacı́o
electrodébil y no en proveer un cálculo riguroso de las masa
de los bosones, es suficiente trabajar con el lagrangiano (5).
El valor esperado en el vacı́o de φ que corresponde al valor
de uno de los mı́nimos de la figura 1A (el de la derecha por
ejemplo) es:

�φ� =
√

−6m2

λ
. (13)

5En realidad, el principio de covariancia establece que se debe reemplazar ημν por gμν y las derivadas parciales por derivadas covariantes; sin embar-
go, en el caso de un campo escalar las derivadas parciales y covariantes son iguales. En el caso de un campo vectorial, donde el término es de la forma
F μν = Aμ;ν − Aν;ν , se cancelan los sı́mbolos de Christoffel y de nuevo no es necesario reemplazar las derivadas parciales por derivadas coraviantes,
F μν = Aμ,ν − Aν,ν .

6El lagrangiano (5) no es invariante de gauge local pero sı́ posee simetrı́a de Lorentz, hermiticidad y simetrı́a bajo la transformación φ �→ −φ.
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Como se observa en la figura 1A, cuando m2 < 0 el po-
tencial V (φ) posee dos mı́nimos con φ �= 0, a diferencia del
caso cuando m2 > 0 en donde V (φ) posee un solo mı́nimo
con φ = 0. Los mı́nimos corresponden a los valores espe-
rados en el vacı́o para φ (Cheng & Li, 1984). Para el caso
descrito en la figura 1A, el escoger uno de los dos mı́nimos,
por ejemplo el mı́nimo de la derecha, y construir una teorı́a
de perturbaciones alrededor del valor de φ en este punto, con-
duce a un rompimiento de la simetrı́a6 que se tenı́a original-
mente en el lagrangiano. De esta manera la partı́cula asocia-
da al campo φ (el bosón de Higgs) obtiene una masa fı́sica
igual a M = (−2m2)

1

2 . Sin embargo, el teorema de Golds-
tone (Cheng & Li, 1984) implica la existencia de bosones
sin masa cuando se rompe la simetrı́a de esta manera, lo cual
es contrario a lo observado experimentalmente, ya que los
bosones W± y Z son masivos. No obstante, si se constru-
ye un lagrangiano invariante ante transformaciones de gauge
locales (lo cual requiere introducir un doblete de campos),
se puede evadir el teorema de Goldstone y obtener finalmen-
te bosones masivos. Debido a que el objetivo de esta sección
consiste en ilustrar sobre cómo se encuentra el valor del vacı́o
electrodébil y no en proveer un cálculo riguroso de las masa
de los bosones, es suficiente trabajar con el lagrangiano (5).
El valor esperado en el vacı́o de φ que corresponde al valor
de uno de los mı́nimos de la figura 1A (el de la derecha por
ejemplo) es:

�φ� =
√

−6m2

λ
. (13)

5En realidad, el principio de covariancia establece que se debe reemplazar ημν por gμν y las derivadas parciales por derivadas covariantes; sin embar-
go, en el caso de un campo escalar las derivadas parciales y covariantes son iguales. En el caso de un campo vectorial, donde el término es de la forma
F μν = Aμ;ν − Aν;ν , se cancelan los sı́mbolos de Christoffel y de nuevo no es necesario reemplazar las derivadas parciales por derivadas coraviantes,
F μν = Aμ,ν − Aν,ν .

6El lagrangiano (5) no es invariante de gauge local pero sı́ posee simetrı́a de Lorentz, hermiticidad y simetrı́a bajo la transformación φ �→ −φ.
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campos escalares; sin embargo, por razones prácticas, se uti-
lizará un solo campo escalar φ. La acción del sistema con-
tiene la constante Λdes (la CC desnuda) cuya naturaleza es
netamente geométrica:

S =

∫

d4x
√

|g|
[

1

16πG
(R− 2Λdes) + Lφ

]

=

∫

d4x
√

|g|
[

R

16πG
− ρΛdes + Lφ

]

, (4)

en donde G es la constante de gravitación universal, R el
escalar de Ricci, Lφ es la densidad lagrangiana que descri-
be los campos energı́a–materia, y g es el determinante de la
métrica gμν en consideración. De acuerdo con el principio
de equivalencia (Weinberg, 1972), la densidad lagrangiana
de un campo escalar φ en cualquier sistema de referencia se
obtiene al reemplazar ημν por gμν 5:

Lφ =
1

2
gμν∂μφ∂νφ− V (φ), (5)

en donde el potencial V (φ) esta dado por:

V (φ) =
1

2
m2φ2 +

1

4!
λφ4, (λ > 0). (6)

De esta manera, la acción en la Ec. (4) se puede expresar
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S =
1

16πG

∫

d4x
√

|g|R+ S[φ], (7)

en donde

S[φ] =

∫

d4x
√

|g|L̃φ, (8)

con

L̃φ =
1

2
gμν∂μφ∂νφ− V (φ)− ρΛdes. (9)

A partir de las expresiones (8) y (9) se calcula el tensor
momentum-energı́a

T̃ φ
μν =

2
√|g|

δS[φ]

δgμν
= 2

∂L

∂gμν
− gμνL = gμνρΛdes + T φ

μν ,

(10)
en donde

T φ
μν = ∂μφ∂νφ− 1

2
gμν∂σφ∂

σφ+ gμνV (φ). (11)
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valor esperado en el vacı́o del potencial V (φ):

�T̃ φ
μν� = gμνρΛdes + �T φ

μν�
= gμν (ρΛdes + �V �)
= (ρΛdes + ρΛind)gμν

= ρΛfisgμν ,

(12)
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FIGURA 1. El potencial V (φ) del campo de Higgs. El caso (A) presenta dos m ı́nimos, lo cual crea un rom-
pimiento espontáneo de la simetrı́a al tener que elegir entre uno de ellos. En el (B) caso sólo existe un mı́nimo
y por lo tanto la simetrı́a no se rompe.

En conclusión, la transición de fase electrodébil requiere que
�0|φ|0� �= 0, lo cual induce una densidad de energı́a de vacı́o
ρΛind = �V �. En un nivel clásico, la densidad de energı́a
del vacı́o electrodébil tiene el valor (Kane, 1993; Weinberg,

1995):

ρΛind = �V (φ)� = −3m4

2λ
= −1

8
M2

H�φ�2, (14)

en donde M 2
H = −2m2 � 1002 GeV2 es la masa fı́sica al

cuadrado del bosón de Higgs (Aad et. al., 2012; Chatrchyan
7Hasta el momento, las observaciones realizadas en el LHC acerca de la nueva partı́cula descubierta y candidata a ser el bosón de Higgs son consistentes con

las caracterı́sticas predichas por el Modelo Estándar; sin embargo, es necesario confirmar otras caracterı́sticas como sus números cuánticos.
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et. al., 2012) 7 El valor de experimental de �0|φ|0� se obtiene
a partir de la constante de Fermi GF (Beringer et. al., 2012):

�0|φ|0� = (
√
2GF )

− 1

2 ≈ 246,22 GeV. (15)

Reemplazando estos valores en (14), se obtiene que el valor
esperado en el vacı́o para el potencial V (φ) es aproximada-
mente igual a −108 GeV4.

Como se verá en la siguiente sección, al comparar el valor
deducido en esta sección con el valor experimental obtenido
a partir de datos cosmológicos, se encuentra una diferencia
abismal de 55 órdenes de magnitud. Se mostrará en dicha
sección los primeros intentos para dar una solución a este
problema, ası́ como también se argumentará por qué tales in-
tentos no lo solucionan realmente.

3. El viejo problema de la constante cosmológica

Los resultados experimentales (Perlmutter et al., 1999;
Riess et al., 1998) muestran que el Universo no sólo se ex-
pande, sino que lo hace de una forma acelerada. Este hecho
llevó a la hipótesis de la existencia de una nueva forma de
energı́a llamada la EO, cuyas caracterı́sticas deben ser simi-
lares a las de la CC con el fin de obtener el tipo de expansión
observada. De esta manera, la EO se constituye en la medi-
da experimental de la CC. Por otra parte, los resultados de
las Refs. (Jarosik et. al., 2011; Komatsu et. al., 2011; Lar-
son et. al., 2011) muestran que el Universo es prácticamen-
te plano, lo cual implica que, dado el monto de contenido
material observado, existe un 73 % de energı́a faltante. La
EO también proporciona una solución a este problema, cons-
tituyéndose en la cantidad de energı́a faltante. El orden de
magnitud de la densidad de EO se puede calcular a partir del
valor central de su parámetro de densidad ΩΛ (Komatsu et.
al., 2011):

ΩΛ =
ρΛfis

3m2
pH

2
0

=
ρΛfis

ρc
= 0,729 , (16)

en donde m2
p = 1/

√
8πG ∼ 1018 GeV es la masa reduci-

da de Planck y ρc = 3m2
pH

2
0 ∼ 10−47 GeV4 es la densi-

dad de energı́a crı́tica. A partir de la Ec. (16), se obtiene que
ρΛfis = ρc · 0,729 ∼ 10−47 GeV4, por lo tanto, este último
valor se constituye en el orden de magnitud del valor experi-
mental de la CC.

En la sección anterior se encontró que el valor de la con-
tribución del vacı́o electrodébil es del orden de 10 8 GeV4, y
ya que los experimentos descritos en las Referencias (Bressi,
Carugno, Onofrio & Ruoso, 2002; Casimir,1948; Mohi-
deen & Roy, 1998) demuestran la realidad indiscutible de la
energı́a de vacı́o, el vacı́o electrodébil se constituye en una
fuente real del campo gravitatorio. Al comparar este valor

teórico con el valor experimental mostrado anteriormente, se
puede decir que la teorı́a predice una cantidad que es 55 órde-
nes de magnitud mayor que el valor observado. Esto ha sido
llamado por algunos autores como “la peor predicción teórica
en la historia de la fı́sica” (Efstathaiou, Hobson & Lasenby,
2006). Ahora, si se supone que los campos sólo contribuyen
con el valor exacto de ρΛind = −108 GeV4 y que el valor
observado es exactamente 10−47 GeV4; la teorı́a por sı́ sola
no consigue obtener concordancia entre los dos resultados,
a menos que se escoja el valor ρΛdes con una precisión de
55 cifras significativas. Por otro lado, debido a que en teorı́a
cuántica de campos no es importante el valor de la energı́a
sino la diferencia entre dos estados diferentes, se puede cam-
biar el valor de la energı́a de vacı́o añadiendo una constante
arbitraria; sin embargo, lo anterior nos indica que siempre
se debe escoger esta última constante con 55 cifras signifi-
cativas de precisión. Esto muestra realmente que las teorı́as
actuales son incapaces de dar una explicación satisfactoria a
la existencia del pequeño valor observado de ρΛfis, a pesar
del enorme valor de ρΛind.

Lo expuesto anteriormente se conoce como el primer o
viejo problema de la CC. Quien quiera resolver este proble-
ma debe preguntarse: ¿Cómo cancelar, sin recurrir a ajus-
tes finos, la enorme contribución de los campos? Como so-
lución a este cuestionamiento, se ha reemplazado ρΛdes por
campos escalares (Abbot, 1985; Barr, 1987; Barr & Hoch-
berg, 1988; Ford, 1987; Peccei, Sola & Wetterich, 1987;
Sola, 1989) (también en modelos de quintaesencia (Cald-
well, Dave & Steinhardt, 1998; Yoo & Watanabe, 2012) y
k-esencia (Armendariz-Picon, Mukhanov & Steinhardt,
2000; Yoo & Watanabe, 2012)). Sin embargo, en la Ref.
(Weinberg, 1989) se mostró que esto no es realmente la so-
lución al problema; la demostración consiste básicamente en
que si se logra la cancelación dinámica del vacı́o cuántico,
los campos no satisfacen las ecuaciones de movimiento que
se derivan a partir de su densidad lagrangiana, y viceversa:
si los campos satisfacen las ecuaciones de movimiento, éstos
no logran solucionar el problema de ajuste fino (Weinberg,
1996).

4. Posible solución

La motivación principal que condujo al planteamiento de
la presente solución se encuentra en la Referencia (Stefan-
cic, 2009) en donde se muestra un modelo cosmológico que
contiene un fluido cósmico adicional con una EDE no ho-
mogénea de la forma p = ωρ+βH−α, con α > 0. El mode-
lo exhibe en épocas tardı́as una expansión acelerada produc-
to de una CC efectiva de pequeño valor. Como se verá más
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detalladamente en la sección 5, cuando la CC es complemen-
tada por una función de la forma 1/H 2n, siendo n un número
natural, es posible cancelar en épocas tardı́as y sin necesidad
de recurrir a un ajuste fino, la contribución de los campos que
permean el Universo. Esto se debe a que el nuevo término, al
ser un cociente que involucra a H , es muy grande en épocas
tardı́as cuando el parámetro de Hubble es muy pequeño. Pa-
ra épocas dominadas por la radiación o la materia, el valor
de ρΛfis se relaja mediante la introducción de términos de la
forma 1/(q − 1) o 1/(q − 1

2 ), respectivamente (Bauer, So-
la & Stefancic, 2010a). En resumen, se busca construir un
modelo cosmológico en donde la CC es complementada por
un nuevo fluido cósmico, llamado el “Cosmón”, para pro-
vocar de esta manera la aparición de una EDE efectiva no
homogénea. Este mecanismo, originado en la presencia del
Cosmón, que reduce de manera significativa el gran valor de
ρΛfis, se llamará de ahora en adelante el “mecanismo de rela-
jación” de la CC. No obstante, el origen y la naturaleza del
“Cosmón” no son claros.

En la Referencia (Nojiri & Odintsov, 2005) se
mostró que una EDE no homogénea es en realidad la descrip-
ción efectiva de una teorı́a modificada de la gravedad; es de-
cir, el Cosmón no es una particula, sino la manifestación de
una teorı́a modificada de la gravedad. Gracias a la forma que
poseen el escalar de Ricci y el invariante de Gauss-Bonnet en
la métrica de Friedmann-Robertson-Walker, se pueden obte-
ner algebraicamente los términos 1/(q − 1) y 1/(q − 1

2 ) a
partir de ellos. Todo lo anterior sugiere que una teorı́a modi-
ficada de la gravedad que involucre el escalar de Ricci y el
invariante de Gauss-Bonnet conduce a una posible solución
al viejo problema de la CC; la presentación de esta teorı́a de
gravedad modificada se realizará en la siguiente subsección.
Se debe mencionar que la solución al ser de origen gravita-
cional, en contraste con las soluciones en términos de campos
escalares, goza de la gran ventaja de ser un mecanismo auto-
interactuante, i.e., aparte de conseguir la cancelación din ámi-
ca de ρΛfis, provoca simultáneamente que el Universo evolu-
cione a través de la historia térmica estándar. Por último, se
debe mencionar que el enorme valor de ρΛfis no es un proble-
ma sino que garantiza el mismo éxito de la solución (como
se observará en la sección 5).

4.1. Principio variacional. En las Referencias (Bauer,
2010; Bauer, Sola & Stefancic, 2010a; Bauer, Sola & Ste-
fancic, 2010b) se presenta la siguiente teorı́a modificada de

la gravedad como la posible solución al problema:

S =

∫ √−gd4x

[

1

16πG
R− ρΛfis − f(R,G) + LM

]

,

(17)
en donde G es el invariante de Gauss-Bonnet dado por:

G = R2 − 4RμνR
μν +RρμλνR

ρμλν . (18)

Puesto que el invariante de Gauss-Bonnet es un escalar que
se construye a partir de sumas algebraicas de contracciones
del tensor de Riemann, la presente teorı́a es coherente con el
principio general de relatividad, el principio de equivalencia
y la conservación del cuadrimomentum (Einstein, 1922).

La forma especifica de f(R,G) es:

f(R,G) = β

B(R,G) +A(R), (19)

en donde A(R) es un polinomio de orden bajo (empezando
desde el orden 2 debido a que los ordenes 0 y 1 ya están in-
cluidos en la acción de Einstein-Hilbert con CC); las motiva-
ciones para la introducción de este término no son relevantes
en la solución del problema de ajuste fino debido a que su im-
portancia se encuentra en épocas tempranas del universo. El
invariante de Gauss-Bonnet no se incluyó en este polinomio
ya que al ser un invariante topológico no tendrá ningún efec-
to en las ecuaciones de campo resultantes (Armsen, 1977).
El primer término en la Ec. (19), conformado por la cons-
tante β y el polinomio B en R y G, es el responsable de la
cancelación dinámica de la energı́a de vacı́o. Con el propósi-
to de obtener una densidad lagrangiana con una dimensión
de masa correcta8, la constante β debe poseer una dimensión
igual a:

[β] = Mn+4, (20)
en donde n es la dimensión de masa caracterı́stica del poli-
nomio B(R,G).

Para comprender cómo se origina la cancelación dinámica
a partir del funcional (17), primero se derivan las ecuaciones
de campo utilizando el principio de acción estacionaria, i.e.
la variación a primer orden de (17) es igual a cero: 9

δS =

∫

d4x
δS
δgμν

δgμν = 0, (21)

El término δS/δgμν en (21) corresponde a la derivada fun-
cional, la cual es igual a:

δS
δgμν

=

[

1

16πG
Gμν + ρΛfisgμν − Eμν +

1

2
Tμν

]√−g,

(22)
8La acción S posee dimensiones de energı́a integrada en el tiempo; por lo tanto, en unidades naturales, su dimensión de masa es 0. En consecuencia, la

dimensión de la densidad lagrangiana debe ser M4.
9Si se desea conocer los detalles de este cálculo, véase el Apéndice A.
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detalladamente en la sección 5, cuando la CC es complemen-
tada por una función de la forma 1/H 2n, siendo n un número
natural, es posible cancelar en épocas tardı́as y sin necesidad
de recurrir a un ajuste fino, la contribución de los campos que
permean el Universo. Esto se debe a que el nuevo término, al
ser un cociente que involucra a H , es muy grande en épocas
tardı́as cuando el parámetro de Hubble es muy pequeño. Pa-
ra épocas dominadas por la radiación o la materia, el valor
de ρΛfis se relaja mediante la introducción de términos de la
forma 1/(q − 1) o 1/(q − 1

2 ), respectivamente (Bauer, So-
la & Stefancic, 2010a). En resumen, se busca construir un
modelo cosmológico en donde la CC es complementada por
un nuevo fluido cósmico, llamado el “Cosmón”, para pro-
vocar de esta manera la aparición de una EDE efectiva no
homogénea. Este mecanismo, originado en la presencia del
Cosmón, que reduce de manera significativa el gran valor de
ρΛfis, se llamará de ahora en adelante el “mecanismo de rela-
jación” de la CC. No obstante, el origen y la naturaleza del
“Cosmón” no son claros.

En la Referencia (Nojiri & Odintsov, 2005) se
mostró que una EDE no homogénea es en realidad la descrip-
ción efectiva de una teorı́a modificada de la gravedad; es de-
cir, el Cosmón no es una particula, sino la manifestación de
una teorı́a modificada de la gravedad. Gracias a la forma que
poseen el escalar de Ricci y el invariante de Gauss-Bonnet en
la métrica de Friedmann-Robertson-Walker, se pueden obte-
ner algebraicamente los términos 1/(q − 1) y 1/(q − 1

2 ) a
partir de ellos. Todo lo anterior sugiere que una teorı́a modi-
ficada de la gravedad que involucre el escalar de Ricci y el
invariante de Gauss-Bonnet conduce a una posible solución
al viejo problema de la CC; la presentación de esta teorı́a de
gravedad modificada se realizará en la siguiente subsección.
Se debe mencionar que la solución al ser de origen gravita-
cional, en contraste con las soluciones en términos de campos
escalares, goza de la gran ventaja de ser un mecanismo auto-
interactuante, i.e., aparte de conseguir la cancelación din ámi-
ca de ρΛfis, provoca simultáneamente que el Universo evolu-
cione a través de la historia térmica estándar. Por último, se
debe mencionar que el enorme valor de ρΛfis no es un proble-
ma sino que garantiza el mismo éxito de la solución (como
se observará en la sección 5).

4.1. Principio variacional. En las Referencias (Bauer,
2010; Bauer, Sola & Stefancic, 2010a; Bauer, Sola & Ste-
fancic, 2010b) se presenta la siguiente teorı́a modificada de

la gravedad como la posible solución al problema:

S =

∫ √−gd4x

[

1

16πG
R− ρΛfis − f(R,G) + LM

]

,

(17)
en donde G es el invariante de Gauss-Bonnet dado por:

G = R2 − 4RμνR
μν +RρμλνR

ρμλν . (18)

Puesto que el invariante de Gauss-Bonnet es un escalar que
se construye a partir de sumas algebraicas de contracciones
del tensor de Riemann, la presente teorı́a es coherente con el
principio general de relatividad, el principio de equivalencia
y la conservación del cuadrimomentum (Einstein, 1922).

La forma especifica de f(R,G) es:

f(R,G) = β

B(R,G) +A(R), (19)

en donde A(R) es un polinomio de orden bajo (empezando
desde el orden 2 debido a que los ordenes 0 y 1 ya están in-
cluidos en la acción de Einstein-Hilbert con CC); las motiva-
ciones para la introducción de este término no son relevantes
en la solución del problema de ajuste fino debido a que su im-
portancia se encuentra en épocas tempranas del universo. El
invariante de Gauss-Bonnet no se incluyó en este polinomio
ya que al ser un invariante topológico no tendrá ningún efec-
to en las ecuaciones de campo resultantes (Armsen, 1977).
El primer término en la Ec. (19), conformado por la cons-
tante β y el polinomio B en R y G, es el responsable de la
cancelación dinámica de la energı́a de vacı́o. Con el propósi-
to de obtener una densidad lagrangiana con una dimensión
de masa correcta8, la constante β debe poseer una dimensión
igual a:

[β] = Mn+4, (20)
en donde n es la dimensión de masa caracterı́stica del poli-
nomio B(R,G).

Para comprender cómo se origina la cancelación dinámica
a partir del funcional (17), primero se derivan las ecuaciones
de campo utilizando el principio de acción estacionaria, i.e.
la variación a primer orden de (17) es igual a cero: 9

δS =

∫

d4x
δS
δgμν

δgμν = 0, (21)

El término δS/δgμν en (21) corresponde a la derivada fun-
cional, la cual es igual a:

δS
δgμν

=

[

1

16πG
Gμν + ρΛfisgμν − Eμν +

1

2
Tμν

]√−g,

(22)
8La acción S posee dimensiones de energı́a integrada en el tiempo; por lo tanto, en unidades naturales, su dimensión de masa es 0. En consecuencia, la

dimensión de la densidad lagrangiana debe ser M4.
9Si se desea conocer los detalles de este cálculo, véase el Apéndice A.
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en donde Eμν es

Eμν = −1

2
f(R,G)gμν +Rμν

(

2RfG + fR
)

+
(

2RfG + fR
)

;μν
− gμνg

αβ
(

2RfG + fR
)

;αβ

− 8fGRμλR
λ
ν + 4gμν(f

GRαβ);αβ

− 8(fGRαβ);μαgνβ + 4gαβ(fGRμν);αβ

+ 2fGRμαβγR
αβγ
ν − 4(fGRα β

μν );αβ ,

(23)

siendo fY = ∂f/∂Y . Por el lema fundamental del cálculo
variacional se obtiene que

δS
δgμν

= 0 , (24)

y, por lo tanto, las ecuaciones de campo son:

Gμν = −8πG(ρΛfisgμν + Tμν − 2Eμν). (25)

En el término ρΛfis, que corresponde a la densidad de energı́a
de la CC “fı́sica”, no se ha hecho un ajuste fino en ρΛdes
para cancelar ρΛind. Deteniéndose un instante en este pun-
to, se puede intuir que el resultado efectivo de la modifica-
ción de la gravedad consiste en la introducción de un nue-
vo tensor Eμν , el cual puede ser interpretado como “tensor
momentum-energı́a” inducido gravitacionalmente. Como se
verá posteriormente, este nuevo término hace que el ajuste
fino sea innecesario.

4.2. Cosmologı́a f(R,G). Es obvio que la modificación
de la gravedad ocasiona que la cosmologı́a sea distinta a la
estándar. Sin embargo, no es el propósito obtener una cosmo-
logı́a diferente, sino solucionar el viejo problema sin distor-
sionar la conocida historia térmica del Universo. Se verá que
el resultado efectivo de la modificación es la introducción
de un nuevo fluido cósmico, llamado el Cosmón, con una
EDE no homogénea. Debido a que el tensor Eμν (interpreta-
do como el tensor momentum-energı́a asociado al Cosmón)
es originado a partir de modificaciones de la gravedad, las
expresiones para su densidad de energı́a y su presión en un
universo de Friedmann-Robertson-Walker serán una función
del parámetro de expansión a (véase el Apéndice B) . Por
consiguiente, el Cosmón no será un ente estático sino un ente
dinámico que evoluciona a medida que el Universo se expan-
de.

4.2.1. Ecuaciones modificadas de Friedmann. Con el
propósito de comprender la naturaleza del tensor Eμν , se ha-
llan las componentes de las ecuaciones de campo con el pri-
mer ı́ndice contravariante y el segundo covariante. A partir

de la componente 0
0 se obtiene que:

G0
0 = −3H2 = −8πG(ρΛfis − 2E0

0 + T 0
0),

3H2 = 8πG(ρΛfis − 2E0
0 + ρm + ρr),

(26)

en donde

E0
0 = −1

2

[

f − 24H2(Ḣ +H2)fG

− 6(Ḣ +H2)fR +6HḟR + 24H3ḟG
]

,
(27)

con ρm y ρr siendo las densidades de energı́a de la materia
y la radiación respectivamente. Esta ecuación corresponde
a la primera ecuación de Friedmann modificada. Al compa-
rar con la primera ecuación de Friedmann, se observa que la
única diferencia es el término E 0

0. Si la gravedad a escalas
cosmológicas está descrita por la Ec. (17), desde la perspec-
tiva de la ecuaciones de campo usuales el término E 0

0 es una
densidad de energı́a que evoluciona en el tiempo; es decir, el
resultado efectivo de la modificación es la aparición de una
densidad de energı́a variable en el tiempo:

ρF = −2E0
0. (28)

Generalizando el resultado anterior, el tensor Eμν se identifi-
ca con las componentes del tensor momentum-energı́a,T F

μν ,
de un nuevo fluido cósmico denominado el “Cosmón”.

De acuerdo con el principio cosmológico (Weinberg,
1972), el Cosmón debe comportarse como un fluido perfec-
to, Tμν = (ρ+ p)uμuν − pgμν . En un sistema de referencia
donde el Cosmón está en reposo (uμ = δμ0 ), su densidad de
energı́a y presión son:

(T F)00 = ρF = −2E0
0 y (T F)ii = −3pF = −2Ei

i,
(29)

con:

Ei
j = −1

2

[

f + 8H2f̈G + 2f̈R − 2(Ḣ + 3H2)fR

− 24H2(Ḣ +H2)fG +16H(Ḣ +H2)ḟG
]

δij .
(30)

Gracias a la construcción de la función f(R,G) a partir de
invariantes de curvatura, la integral

∫

d4x
√|g|f(R,G) es un

escalar; por lo tanto, el tensor Eμν cumple la identidad de
Bianchi, Eμν

;ν = 0, la cual implica que el Cosmón cumpla
individualmente la ecuación de continuidad:

ρ̇F + 3H(ρF + pF ) = 0. (31)

“La EDE para el Cosmon” es pF = ωF ρF . Se puede obser-
var de las ecuaciones (27) y (30) que el parámetro de estado
ωF es una función no trivial de H y q.
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Para derivar la segunda ecuación modificada de Fried-
mann se halla la componente i

i de las ecuaciones de campo:

Gi
i = −3(2Ḣ + 3H2) = 6H2q − 3H2

= 8πG(3pΛfis + 3pF + 3pm + 3pr).
(32)

Reorganizando la ecuación (32), y teniendo en cuenta que la
presión de la materia es cero, se obtiene una ecuación que
involucra únicamente la radiación, la CC y el Cosmón:

H2

(

q − 1

2

)

= 4πG(pr + pΛfis + pF ). (33)

Si se ignoran los términos correspondientes a la CC y al
Cosmón, se deduce que en una época dominada por la mate-
ria q debe ser igual a 1

2 , es decir, cuando el Cosmón se can-
cela con la CC, se obtiene el resultado esperado. La ausencia
del Cosmón en las ecuaciones no permitirı́a el desarrollo de
una época dominada por la materia a menos que se realice un
ajuste fino en la CC.

Al sumar la Ec. (26) con la Ec. (32) para eliminar H 2 se
llega a la segunda ecuación de Friedmann modificada:

3H2q = 4πG(ρΛfis + 3pΛfis + ρF + 3pF + ρm + ρr +3pr).
(34)

Por último, restando la segunda ecuación de Friedmann mo-
dificada de la primera, se obtiene una ecuación en donde se
incluyen únicamente la materia, la CC y el Cosmón:

3H2(1− q) = 4πG[ρm+ ρΛfis + ρF − 3(pΛfis + pF )]. (35)

Nuevamente, haciendo un análisis similar, la presencia o au-
sencia del Cosmón en las ecuaciones permite o prohı́be la
existencia de una época dominada por la radiación caracteri-
zada por un parámetro de desaceleración igual a 1.

Sintetizando, el modelo de gravedad modificada permite
definir una CC efectiva. La densidad de energı́a y la presión
de la CC efectiva están dadas por:

ρΛefec = ρΛfis + ρF ,

pΛefec = pΛfis + pF . (36)

La EDE de la CC efectiva es pΛefec = ωefecρΛefec, en donde

ωefec =
−ρΛfis + ωFρF

ρΛfis + ρF
= −1 + (1 + ωF )

ρf
ρΛefec

= −1 + (1 + ωF )
ρΛefec − ρΛfis

ρΛefec
.

(37)

Debido a que ρΛfis es una constante y que ωF es una función
de H y q, el parámetro de estado de la CC efectiva es una
función de ρΛefec, H y q; por consiguiente su EDE es no ho-
mogénea. La EDE permite reescribir la segunda ecuación de
Friedmann de la siguiente manera:

3H2q = 4πG[2ρr + ρm + (1 + ωefec)pΛefec]. (38)

A partir de la EDE para cada fluido y de la ecuación (34), se
obtiene una expresión para el parámetro de desaceleración q:

q =
∑

n

(1 + ωn)
Ωn

2
, Ωn =

ρn
ρc

, ρc =
3H2

8πG
, (39)

en donde n representa cada uno de los fluidos que compo-
nen el Universo. El parámetro de estado ωΛefec, al depen-
der de H y q es una función del tiempo. En la sección 6
se mostrará cualitativamente cómo debe ser su evolución en
las épocas dominadas por la materia y la radiación. La expre-
sión para el parámetro de desaceleración q hoy en dı́a no es
simplemente q0 = Ω0

m/2− Ω0
Λfis (según el modelo ΛCDM),

sino:

q0 =
Ω0

m

2
+ Ω0

r + (1 + 3ω0
efec)

Ω0
Λefec
2

. (40)

4.3. Condiciones sobre f(R,G). En virtud de que la pre-
sente solución no debe solamente cancelar dinámicamente el
valor de la energı́a de vacı́o sino que también debe reprodu-
cir satisfactoriamente la cosmologı́a estándar, f(R,G) debe
cumplir ciertas condiciones que garantizan que se logre di-
cho objetivo. Las condiciones son (Bauer, Sola & Stefancic,
2010a):

1. Debido a la creación de las partı́culas del modelo
estándar en la época de recalentamiento, justo des-
pués y en el inicio de la época dominada por la ra-
diación, la densidad de energı́a ρΛefec debe coincidir
prácticamente con el enorme valor de la densidad de
energı́a de vacı́o. Para una época anterior, el mecanis-
mo de relajación no debe funcionar, puesto que oca-
sionarı́a daños al funcionamiento de los modelos in-
flacionarios. La primera condición se puede resumir
en:

β

B(R,G) → 0, f(R,G) → a2R
2 + . . .

para H > H i
rad,

(41)

en donde H i
rad es el parámetro de Hubble carac-

terı́stico de esta época.
La presencia de A(R) no provoca que el valor de

ρΛfis se altere ya que a una escala de gran unificación,
en donde ρΛfis ∼ ρGUT ∼ m4

GUT , con mGUT ∼
1016 GeV, se tiene que R ∼ H2 ∼ 8πm4

GUT /m
2
p,

y por lo tanto R2/ρΛfis ∼ 64π2m4
GUT /m

4
p ∼ 10−9,

i.e. R2 es despreciable; la razón para introducir el po-
linomio A(R) radica en producir una inflación de ti-
po Starobinsky (Starobinsky, 1980) o una inflación
de tipo anómala (Antoniadis & Mottola, 1992; Sola,
2008; Sola & Shapiro, 2002) y de esta manera crear
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una transición entre la época inflacionaria y el me-
canismo de relajación. El polinomio A también pro-
vee una vı́a de escape a inestabilidades encontradas
en el formalismo métrico (Sotiriou & Faroni, 2010)
y posibilidades de renormalización a altas energı́as.
No obstante, el polinomio no cumplirá ninguna fun-
ción en el mecanismo de relajación y será ignorado
en el análisis subsecuente.

2. La presencia del Cosmón no debe distorsionar la his-
toria térmica del universo, por consiguiente, el valor
ρΛefec hoy en dı́a debe coincidir esencialmente con el
valor medido experimentalmente de 10−47 GeV4. En
vista de que la diferencia entre el valor experimental
y el valor arrojado por teorı́a cuántica de campos es
abismal, se necesita básicamente que los dos valores
se cancelen mutuamente, i.e. ρΛfis ∼ −ρF ; para esto,
B deber ser tan pequeño como para que el cociente
crezca y se produzca la cancelación. La segunda con-
dición se resume en:

B(R,G) → 0 para H < H i
rad. (42)

Al tratar de satisfacer las condiciones anteriores en cada una
de las etapas de la historia térmica, se podrá construir la for-
ma explı́cita de la función B. Los detalles acerca de la can-
celación dinámica y de la construcción de B se presentarán
en las siguientes secciones.

5. Modelo de juguete

Para entender de manera más precisa cómo el mecanis-
mo garantiza que la relajación se realice mediante un pro-
ceso espontáneo y no mediante ajustes finos en la CC, se
analizará un modelo de juguete en tres escenarios diferen-
tes. Para solucionar el primer problema de la CC se debe dar
razón acerca del pequeño valor medido de la CC a pesar del
enorme valor del vacı́o cuántico. La razón consiste, según
(Bauer, Sola & Stefancic, 2010a), en que se está ignorando
el término Eμν en las ecuaciones de campo, el cual cancela
de manera espontánea el vacı́o cuántico provocando que el
valor observado sea muy pequeño:

|ρΛfis − 2E0
0| � |ρΛfis|,

|ρΛfis + ρF | � |ρΛfis|. (43)

El término ρF no es ajustado ad hoc, sino que varı́a en el
tiempo hasta que se alcanza la cancelación que provoca que
el valor de ρΛefec sea el observado.

5.1. Época actual. La cancelación en épocas tardı́as del
Universo se obtiene con ρF = β/H2. Al reemplazar en la

primera ecuación modificada de Friedmann (26) se obtiene:

ρc :=
3H2

8πG
= ρm + ρΛfis + ρF = ρm + ρΛfis +

β

H2
, (44)

cuya solución es:

H2 =

(

β

ρΛfis

)

/

(

ρc − ρm
ρΛfis

− 1

)

. (45)

Actualmente ρm, ρc � |ρΛfis|, por consiguiente el primer
término del denominador en la expresión (45) se puede des-
preciar y la solución es H 2

0 = −β/ρΛfis. El enorme valor
de ρΛfis no es un problema dentro de este modelo, sino que
por el contrario, ocasiona que el parámetro de Hubble actual
sea pequeño. Sin la presencia de ρF la ecuación estarı́a do-
minada por la enorme CC provocando que H sea grande en
oposición a los resultados experimentales.

El mecanismo también puede ser analizado desde un pun-
to de vista diferente. Debido a que el parámetro de Hubble
al cuadrado hoy en dı́a H 2

0 es muy pequeño comparado con
ρΛ/3m

2
p, el término 1/H2 se hace muy grande y, escogiendo

correctamente el signo de β se obtiene la cancelación de la
CC. De ahora en adelante, relajar la CC es equivalente a ha-
cer B → 0. La elección de la constante β no se constituye en
un ajuste fino ya que pequeños cambios en β no producirán
grandes cambios en H0; el pequeño valor de H0 es debido
al gran valor de ρΛfis siendo únicamente necesario ajustar las
unidades.

5.2. Época de radiación y de materia. Para analizar la
época dominada por la radiación se toma como ejemplo
el vacı́o electrodébil cuyo valor es negativo. El efecto de
una CC negativa en esta época se deduce de la solución
de la ecuación de Friedmann con densidades de energı́a ρ r

y ρΛfis comparables en magnitud, y bajo la condición de
ρr − |ρΛfis| > 0:

(

ȧ

a

)2

=
ρr − |ρΛfis|

3m2
p

, (46)

da

dt
=

√

ρ0r − |ρΛfis|a4
3m2

pa
4

. (47)

La solución viene dada por:

a(t) =

[

ρ0r
|ρΛfis|

]1/4
√

√

√

√sen

(

2

√|ρΛfis|√
3mp

t

)

. (48)

De la figura 2 se observa que la presencia de una energı́a
de vacı́o negativa en la época de radiación provoca el reco-
lapso del universo. Para evitar que esto suceda se introduce
nuevamente un término que contrarresta el enorme valor de
vacı́o electrodébil. Sin embargo, en este caso, el parámetro
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FIGURA 2. Comportamiento del parámetro de expansión a con una CC negativa comparable con la
densidad de energı́a de la radiación. La lı́nea continua muestra el comportamiento del par ámetro a(t) cuan-
do la CC negativa es comparable con la densidad de energ ı́a de la radiación. La lı́nea punteada muestra el
comportamiento asintótico cuando la CC es despreciable.

de Hubble es grande y no funciona el método utilizado para
la época actual; ası́ se debe complementar la función B con
un término que tienda a cero en esta época:

B ∝ H2(1− q). (49)

Justo al inicio de la época de radiación, la energı́a de vacı́o
negativa provocará que el parámetro de desaceleración tienda
a valores positivos (recolapso del Universo). A medida que q
se acerca a 1, B → 0. Por consiguiente, el valor de la densi-
dad de energı́a inducida gravitacionalmente tiende a ser muy
grande y cancela de esta manera el valor de la CC. El valor de
q será muy cercano a 1 pero nunca igual, puesto que el proce-
so se detendrá cuando la cancelación cause que la radiación
sea dominante. Si q llegará a ser mayor que 1, ρF dominarı́a
sobre ρΛfis, lo cual es equivalente a la presencia de una CC
positiva que nuevamente provocarı́a que q tendiera a 1. Por
esta razón se concluye que el modelo, con q ≈ 1, es estable.
En resumen, el mecanismo de relajación provoca que se pre-
sente un perı́odo de radiación, y a su vez, la misma existencia
de la época de radiación permite que el mecanismo funcione.
Para la época dominada por la materia la expresión ( 1

2 − q)
relaja la CC debido a razones similares.

6. Modelo realista

En la sección anterior se mostró cómo relajar la CC en
las diferentes épocas del Universo; sin embargo, cada mode-
lo descrito implica un perı́odo de existencia infinita sin una

transición entre épocas. A partir de lo trabajado anteriormen-
te, se infiere que para lograr el objetivo de una adecuada tran-
sición entre épocas, se requiere que la función B contenga
cada uno de los términos H 2, (1− q) y (q− 1

2 ); para ello, en
los artı́culos (Bauer, 2010; Bauer, Sola & Stefancic, 2010a;
Bauer, Sola & Stefancic, 2010b) se propone el siguiente an-
satz:

B(R,G) = b2R
2 + c G + bnR

n. (50)

Del Apéndice B, se observa que cualquiera de los términos
en la Ec. (50) aporta un término proporcional a H 2n. Si se
elige b2 = 2

3 y c = 1
2 , se obtiene (q − 1

2 ). El último término
proporciona (1− q) sin necesidad de fijar la constante bn, la
cual se denotará por y. De acuerdo con lo anterior, el ansatz
mejorado es:

B(R,G) = 2

3
R2 +

1

2
G + (yR)n

= 24H4(q − 1

2
) (q − 2)

+
[

6yH2 (1− q)
]n

.

(51)

El término proporcional a (1 − q) será el responsable de re-
lajar la CC en la época de radiación cuando H es grande;
por consiguiente, éste debe dominar sobre el primero, para
lo cual es necesario que n > 2. En la época de equivalencia
entre la radiación y materia, los dos términos deben ser del
mismo orden y por lo tanto:

y ∼ H
(4−2n)

n
eq . (52)
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cada uno de los términos H 2, (1− q) y (q− 1

2 ); para ello, en
los artı́culos (Bauer, 2010; Bauer, Sola & Stefancic, 2010a;
Bauer, Sola & Stefancic, 2010b) se propone el siguiente an-
satz:

B(R,G) = b2R
2 + c G + bnR

n. (50)
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Las ecuaciones de campo resultantes (véase el apéndice B.2)
son no lineales y bastantes complejas, lo cual dificulta una
solución analı́tica de ellas. Por consiguiente, para entender
cualitativamente el modelo, se realizará a continuación un
análisis teórico aproximado del comportamiento de la fun-
ción (51) en cada época del Universo. Aunque es posible
hacer un completo análisis numérico del modelo, esto se en-
cuentra fuera del alcance del artı́culo; sin embargo, se presen-
tará un análisis numérico asintótico del modelo en la época
actual.

6.1. Época de radiación. Primeramente, es importante
mencionar que la forma en la que opera concretamente el me-
canismo de relajación de la CC en las épocas de radiación y
materia para este modelo realista es diferente a la presentada
en el modelo de juguete. La época de radiación está caracte-
rizada por q ≈ 1 y por H 2 ∝ ρr ∝ a−4. Para relajar la CC
se requiere que B → 0. Debido al valor de q, los términos
en B poseen signos contrarios y es posible la cancelación
aproximada de ambos si

[

H2(1 − q)
]n ∼ H4. De aquı́, se

deduce que H 2(1 − q) ∼ H
4

n ∝ a−4( 2

n ). Reemplazando en
la ecuación (35) se encuentra que

3H2(1− q) = 4πG(ρm + ρΛefec − 3pΛefec) ∝ a−
8

n , (53)

por lo tanto pΛefec = 1
3ρm + 1

3ρΛefec + c1a
− 8

n . Cuando fi-
naliza la época de radiación, q se hace diferente de 1; por lo
tanto, para que se presente una transición suave a la época
de materia, en donde H 2 ∝ a−3, se requiere que n = 8

3 .
Utilizando la ecuación de continuidad y la regla de la cade-
na, ρ̇Λfis

= aH d
da(ρΛefec), se llega a la siguiente ecuación

diferencial ordinaria con coeficientes variables:

d

da
(ρΛefec)+3

1

a

(

ρΛefec +
1

3
ρm +

1

3
ρΛefec + c1a

− 8

n

)

= 0.

(54)
Al solucionar la Ec. (54) con la ayuda de un sistema de álge-
bra computacional, se obtiene una expresión para ρΛefec:

ρΛefec = c2a
−4 − ρm + 3c1

(

−4 +
8

n

)−1

a−
8

n . (55)

A partir de la expresión anterior se obtiene el parámetro de
estado ωefec válido en esta época:

ωefec =

(

1

3

)

(

1
3ρm + 1

3ρΛefec + c1a
− 8

n

c2a−4 − ρm + 3
(−4 + 8

n

)−1
a−

8

n

)

.

(56)
En el lı́mite cuando a → 0, es decir, en la época temprana de
radiación, ωefec → 1

3 ; en la época tardı́a de radiación, cuando
a → ∞, ωefec → 0.

6.2. Época de materia. La época dominada por la mate-
ria está caracterizada por q ≈ 1

2 , H
2 ∝ ρm ∝ a−3. Reali-

zando un análisis similar, la condición B → 0 implica que
H4(q − 1

2 ) ∼ H2n. A partir de la ecuación (33) se obtiene
que:

H2

(

q − 1

2

)

=4πG

(

1

3
ρr + pΛefec

)

∼ H2n−2 ∝ a3(n−1),

(57)
y por lo tanto pΛefec = − 1

3ρr + c3a
−3(n−1). Al escoger

n = 7
3 se obtiene una transición suave entre la época do-

minada por la radiación y la época dominada por la materia.
Nuevamente, utilizando la ecuación de continuidad, se llega
a una ecuación diferencial para ρΛefec:

d

da
(ρΛefec)+3

1

a

(

ρΛefec − 1

3
ρr + c3a

−3(n−1)

)

= 0, (58)

cuya solución es:

ρΛefec = c4a
−3 − ρr +

c3a
−3(n−1)

n− 2
. (59)

El parámetro de estado en esta época es:

ωefec =
− 1

3ρr + c3a
−3(n−1)

c4a−3 − ρr +
c3

n−2a
−3(n−1)

. (60)

Para la época temprana (a → 0) el parámetro tiende a 1
3 , y

para la época tardı́a (a → ∞) tiende a 0.

Anteriormente, se mostró cómo se debe escoger el valor
de n para producir una correcta transición entre las etapas;
sin embargo, el valor obtenido en los dos casos es diferente y
por consiguiente se escogerá un valor cercano a las dos con-
diciones, n = 3. Esta selección también es congruente con la
condición que se impuso al principio, n > 2. Finalmente, el
ansatz completo es:

B(R,G) = 2

3
R2 +

1

2
G + (yR)3, (61)

B(R,G) = 24H4(q − 1

2
) (q − 2)

+
[

6yH2 (1− q)
]3

.

(62)

Se podrı́a replicar en este punto que el análisis presentado no
es valido, ya que la densidad de energı́a inducida no contie-
ne únicamente la función 1/B. Sin embargo, al examinar los
términos adicionales, se observa que están acompañados por
la derivada de la función 1/B, lo cual implica que ρF sea una
función de la forma:

ρF =
βN(a, ȧ, ä,

...
a)

B3
. (63)

De esta manera, se mantiene la idea de hacer B → 0 para
relajar el enorme valor de ρΛfis.
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FIGURA 3. Evolución tardı́a del parámetro de desaceleración q con respecto a h = cH . Se presenta una
familia de soluciones de las Ecs. (71) y (72). Las flechas indican la direcci ón del tiempo cósmico. La lı́nea
continua gruesa y gris que divide las gráficas en dos regiones representa q ′ = dq

d(t/c) = 0. Las lı́neas continuas
negras representan universos que evolucionan de una época dominada por la radiación a una época acelerada
producto de una CC pequeña. Las lı́neas a trazos azules representan universos superacelerados en el pasado
(i.e. cuyo parámetro de desaceleración se hace cada vez más negativo cuando se va hacia atrás en el tiempo).
Las lı́neas a trazos-punteadas representan universos superacelerados en el futuro. La l ı́nea punteada violeta
representa universos que son superacelerados tanto en el pasado como en el futuro.

6.3. Época actual. Para la época actual el parámetro de
Hubble H es muy pequeño y por lo tanto se desprecia el
segundo término en la Ec. (62) (Bauer, Sola & Stefancic,
2010a), o en otras palabras se impone y = 0 en el modelo.
En este caso, no se puede producir una cancelación aproxi-
mada entre dos términos, por lo cual la relajación de la CC
está soportada en el pequeño valor de H (del mismo modo
que se analizó en el modelo de juguete). Ası́, la densidad de
energı́a inducida gravitacionalmente en la época actual es 10:

ρF = 864β[H8(10q4 − 31q3 + 15q2 + 19q − 10)

+H7q̇(4q2 − 10q + 7)]/B3

=
β(5q2 − 3q − 5)

2H4(2q2 − 5q + 22)
− βq̇(4q2 − 10q + 7)

2H5(2q2 − 5q + 2)3
,

(64)

y la ecuación de Friedmann modificada es:

ρc = ρm + ρΛefec. (65)

En un análisis asintótico, ρm → 0, y la densidad de energı́a
crı́tica se hace todavı́a mas pequeña, ρc → 0; por lo tanto la

ecuación (65) se reduce a:

ρΛefec = ρΛfis + ρF = 0, (66)

i.e.

ρΛfis+β

[

(5q2 − 3q − 5)

2H4(2q2 − 5q + 22)
− q̇(4q2 − 10q + 7)

2H5(2q2 − 5q + 2)3

]

=0.

(67)
Si se plantean las siguientes variables adimensionales h :=

cH , t̃ := t/c, en donde c = |2ρΛfis/β| 14 , se obtiene q′(t̃) =
dq/dt̃ = cq̇(t). Lo anterior permite reescribir la ecuación
(67) de la siguiente manera:

5q2 − 3q − 5

(2q2 − 5q + 2)2
− q′(4q2 − 10q + 7)

h(2q2 − 5q + 2)3
± h4 = 0, (68)

i.e.

q′ =
(5q2−3q−5)(2q2 − 5q + 2)h± h5(2q2 − 5q + 2)3

4q2 − 10q + 7
,

(69)
en donde el signo + corresponde al caso 2ρΛfis/β > 0 y el
signo − al caso 2ρΛfis/β < 0. La derivada del parámetro de
Hubble adimensional con respecto al tiempo adimensional

10Para obtener este resultado, se debe reemplazar y = 0 yḢ = −H2(q + 1) en la Ec. (154) del Apéndice B.
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está relacionada con el parámetro de desaceleración median-
te la siguiente expresión11:

dh

dt̃
= h� = −h2(q + 1). (70)

De las ecuaciones (69) y (70) se pueden construir ecuaciones
diferenciales de primer orden para h(q) o q(h):

q�

h� =
dq

dh
=

= − (5q2 − 3q − 5)(2q2 − 5q + 2)h± h5(2q2 − 5q + 2)3

h2(4q2 − 10q + 7)(q + 1)
,

(71)
h�

q�
=

dh

dq
=

= − h2(4q2 − 10q + 7)(q + 1)

(5q2 − 3q − 5)(2q2 − 5q + 2)h± h5(2q2 − 5q + 2)3
.

(72)
En la figura 3A se muestra una familia de soluciones numéri-
cas de las ecuaciones anteriores. La lı́nea continua gruesa y
gris que divide las gráficas en dos regiones representa q � = 0,
lo que es igual a la curva:

5q2 − 3q − 5

(2q2 − 5q + 2)
2 ± h4 = 0. (73)

La soluciones interesantes son aquéllas que corresponden a
universos provenientes de una época de radiación, i.e. las
lı́neas negras en la figura 3B. Se puede observar que es-
tas últimas, independientemente de las condiciones iniciales,
evolucionan en el tiempo hacia el punto (h = 0, q ≈ −0,74),
el cual describe un universo con expansión acelerada. Es-
te comportamiento es similar al predicho en los modelos de
quintaesencia (Caldwell, Dave & Steinhardt, 1998; Yoo &
Watanabe, 2012). En contraste, para obtener un universo de
Sitter, el cual corresponde al punto (h = 3−3/4, q = −1),
se necesita un juste fino en las condiciones iniciales. En el
caso descrito en la figura 3A, que corresponde a la situación
en la que la densidad de energı́a de la CC y la constante β
poseen signo contrarios, el mecanismo de relajación actúa de
la misma forma que fue descrita en el modelo de juguete. En
el caso descrito en la figura 3B se muestra que aun cuando la
densidad de energı́a de la CC y la constante β posean igual
signo, las soluciones tienden al punto (h = 0, q ≈ −0,74).

7. Conclusiones

Se estudió la posible solución al viejo problema de la
constante cosmológica, originada en el modelo de gravedad
modificada descrito por la acción en la Ec. (17), que invo-
lucra una función f(R,G) dependiente del escalar de Ricci

y del invariante de Gauss-Bonnet. Las ecuaciones de campo,
derivadas a partir del principio de acción estacionaria, mues-
tran que el resultado efectivo de la modificación consiste en
la introducción de un nuevo tensor momentum-energı́a E μν .
Al estudiar la cosmologı́a inducida por las ecuaciones modi-
ficadas de Friedmann, se mostró que la idea esencial detrás
de la modificación de la gravedad consiste en introducir un
término variable que cancela dinámicamente el enorme valor
de la densidad de energı́a de vacı́o. Con el fin de obtener la
conocida historia térmica del Universo, se impusieron condi-
ciones que permiten acotar la forma funcional de f(R,G).

A partir del estudio de un modelo de juguete se
mostró cómo el mecanismo, sin necesidad de realizar un
ajuste fino, relaja de manera dinámica el enorme valor del
vacı́o cuántico en diferentes épocas del Universo, y genera
un proceso de retroalimentación. También, bajo el estudio de
este modelo de juguete, se construyó la forma de f(R,G) de
tal modo que el modelo corresponde a uno real:

f(R,G) = β

B(R,G) +A(R), (74)

con

B(R,G) = 2

3
R2 +

1

2
G + (yR)3. (75)

Se mostró, a través de una aproximación analı́tica, cómo el
comportamiento del modelo es congruente con la cosmo-
logı́a estándar. También, a través de un análisis numérico, se
mostró cómo en el comportamiento asintótico se obtiene, sin
necesidad de un ajuste fino, un universo con una expansión
acelerada; este resultado es similar al predicho en los mode-
los de quintaesencia (Caldwell, Dave & Steinhardt, 1998;
Yoo & Watanabe, 2012). Debido a que no se estudió el com-
portamiento del modelo a escalas del Sistema Solar, en don-
de esencialmente debe comportarse según la teorı́a de la gra-
vedad de Einstein, no se puede concluir que la solución es
completa (véase sin embargo la Ref. (Bauer, Sola & Stefan-
cic, 2011)). Es de anotar que existen otros interesantes mo-
delos que, a través de modificaciones a la gravedad, cance-
lan dinámicamente la densidad de energı́a de vacı́o (Brune-
ton et. al., 2012; Charmousis, Copeland, Padilla & Saffin,
2012a; Charmousis, Copeland, Padilla & Saffin, 2012b;
Copeland, Padilla & Saffin, 2012; Padilla, Saffin & Zhou,
2010; Padilla, Saffin & Zhou, 2011). Como última conclu-
sión, se puede decir que el modelo de gravedad modificada
presentado en este artı́culo es en realidad un modelo efectivo,
válido únicamente en escalas cosmológicas, que posiblemen-
te soluciona el viejo problema de la constante cosmológica.

11Esto se obtiene reemplazando las variables adimensionales h y t̃ en Ḣ = −H2(q + 1).
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Apéndices

Apéndice A. Obtención de las ecuaciones de campo

A continuación se mostrarán los detalles del cálculo de
las ecuaciones de campo para una gravedad modificada del
tipo F (R,S, T ), y a partir de esta expresión general se ob-
tendrán las respectivas ecuaciones para una gravedad de tipo
F (R,G).

El funcional que describe este primer tipo de gravedad es:

S =

∫

d4x
√−gF (R,S, T ), (76)

en donde S = RμνRμν y T = RρμλνRρμλν . Para obtener
la ecuaciones de campo se realiza una variación a primer or-
den al funcional S. Primeramente, a partir de gμσgσν = δμν ,
las variaciones del tensor métrico doblemente covariante y
doblemente contravariante son:

δgρμ = −gρνgμσδgνσ, (77)

δgρμ = −gρνgμσδg
νσ. (78)

La variación de los sı́mbolos de Christoffel es:

δΓρ
μν =

1

2
gρσ (δgνσ,μ + δgμσ,ν − δgμν,σ)

+ δgρσ (gμσ,ν + gνσ,μ − gμν,σ) ,

=
1

2
gρσ (δgνσ,μ + δgμσ,ν − δgμν,σ

− 2δgσλΓ
λ
μν).

(79)

Por conveniencia, se hallan las derivadas covariantes de las
variaciones de la métrica calculadas con respecto a la métrica
gμν :

δgνσ;μ = δgνσ,μ − Γλ
μνδgλσ − Γλ

μσδgνλ, (80)

δgμσ;ν = δgμσ,ν − Γλ
νμδgλσ − Γλ

νσδgμλ, (81)

δgμν;σ = δgμν,σ − Γλ
σμδgλν − Γλ

σνδgμλ. (82)
Utilizando la propiedad de simetrı́a de los sı́mbolos de Chris-
toffel Γλ

μν = Γλ
νμ y restando la ecuación (82) de la suma de

las ecuaciones (80) y (81), se obtiene

δΓρ
μν =

1

2
gρσ (δgνσ;μ + δgμσ;ν − δgμν;σ) . (83)

Debido a que las variaciones son con respecto a gμν , se debe
introducir la Ec. (78) en la Ec. (83):

δΓρ
μν = −1

2

[

gλν(δg
λρ);μ + gλμ(δg

λρ);ν

− gμαgνβ(δg
αβ);ρ].

(84)

La variación del tensor de Riemann es:
δRρ

μλν = δΓρ
μν,λ − δΓρ

μλ,ν + Γρ
λσδΓ

σ
μν + δΓρ

λσΓ
σ
μν

− Γρ
νσδΓ

σ
μλ − δΓρ

νσΓ
σ
μλ.

(85)

Puesto que la diferencia de dos sı́mbolos de Christoffel es un
tensor (Carroll, 2004), se puede hallar su derivada covarian-
te:

δΓρ
μν;λ = δΓρ

μν,λ+Γρ
λσδΓ

σ
μν −Γσ

μλδΓ
ρ
σν −Γσ

λνδΓ
ρ
μσ, (86)

δΓρ
μλ;ν = δΓρ

μλ,ν +Γρ
νσδΓ

σ
μλ−Γσ

μνδΓ
ρ
σλ−Γσ

λνδΓ
ρ
μσ. (87)

Ası́, al restar la Ec. (87) de la Ec. (86) se obtiene una expre-
sión más adecuada (Carroll, 2004):

δRρ
μλν = (δΓρ

μν);λ − (δΓρ
μλ);ν . (88)

Con las expresiones anteriores se mostrará la variación del
funcional (76). Debido a que la operación variación δ cumple
la regla de Leibniz, se divide la variación en dos partes:

δS =

∫

d4x
{[

δ
√−gF (R,S, T )

]

+ δF (R,S, T )
}

, (89)

en donde δF (R,S, T ) es:

δF (R,S, T ) = δSR + δSS + δST . (90)

La variación del primer término de la integral, δ
√−g es:

δ
√−g = −1

2

δg√−g
. (91)

Para hallar δg se utiliza el hecho que ln(detA) = Tr(lnA):
1

detA
δ(detA) = Tr[δ(lnA)] = Tr(A−1δA). (92)

Realizando la sustitución A = gμν , A
−1 = gμν se obtiene:

δg = g(gμνδgμν) = −g(gμνδg
μν), (93)

y reemplazando en la Ec. (91) se llega a la expresión:

δ(
√−g) =

1

2

g(gμνδg
μν)√−g

= −1

2

√−ggμνδg
μν . (94)

A partir de este punto, el superı́ndice que acompañe la le-
tra F denotará derivación parcial con respecto a éste, F X =
∂F/∂X . La variación δSR es:

δSR =

∫

d4x
√−gFRδR,

=

∫

d4x
√−gFR (Rμνδg

μν + gμνδRμν) .

(95)
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Para hallar la variación del tensor de Ricci se utiliza la expre-
sión (88)

δRμν = δRρ
μνρ = (δΓρ

μρ);ν − (δΓρ
μν);ρ, (96)

y a partir de la Ec. (84) se obtiene:

δRμν =
1

2
{[gλν(δgλρ);μ + gλμ(δg

λρ);ν

− gαμgβν(δg
αβ);ρ];ρ − [gλρ(δg

λρ);μ];ν}.
(97)

Reemplazando la expresión anterior en la Ec. (95) se obtiene

δSR =

∫

d4x
√−g{FRRμνδg

μν

+ FR[(δgλσ);λ − gμν(δg
μν);σ];σ}.

(98)

Ahora se integra por partes dos veces12 para obtener una ex-
presión en donde la variación de la métrica no sea opera-
da por una derivada covariante. Debido a las condiciones de
frontera δgμν = (δgμν),σ = 0, cada vez que se realiza este
proceso se ignoran los términos de superficie:

δSR =

∫

d4x
√−g

(

FRRμν + FR
;μν − gμν(F

R);σ;σ
)

δgμν .

(99)

La variación δSS es:

δSS =

∫

d4x
√−gFSδ (RμνR

μν) , (100)

en donde
δ (RμνR

μν) = RμνδRμν +RμνδR
μν ,

= RμνδRμν +Rμνδ
(

gμσgνλRσλ

)

,

= 2RμνδRμν + 2Rλνδg
μνR λ

μ .

(101)

Utilizando la expresión (97) se obtiene:

δ(RμνR
μν) = 2Rμν [gλν(δg

λρ);μ];ρ + 2Rλνδg
μνR λ

μ

−Rμν [gαμgβν(δg
αβ);ρ];ρ −Rμν [gλρ(δg

λρ);μ];ν .
(102)

Reemplazando en la Ec. (100):

δSS =

∫

d4x
√

|g|FS{2Rμν[gλν(δg
λρ);μ];ρ

+ 2Rλνδg
μνR λ

μ −Rμν [gαμgβν(g
αβ);ρ];ρ

−Rμν [gλρ(δg
λρ);μ];ν}.

(103)

Integrando por partes dos veces y eliminando los términos de
superficie se obtiene:

δSS =

∫

d4x
√−g

[

2(FSRσλ);μσgνλ − (FSRμν)
;σ
;σ

− gμν(F
SRσλ);σλ +2FSRλνR

λ
μ

]

δgμν .
(104)

Por último, la variación δST es:

δST =

∫

d4x
√−gFT δ

(

RρμλνR
ρμλν

)

, (105)

con
δ(RρμλνR

ρμλν) = δ(Rρμλν )R
ρμλν

+Rρμλνδ(R
ρμλν).

(106)

Utilizando las propiedades de simetrı́a del tensor de Riemann
se llega a:

Rρμλνδ(Rρμλν ) = −R μλν
σ Rτμλνδg

στ +R μλν
ρ δRρ

μλν ,
(107)

Rρμλνδ
(

Rρμλν
)

= 3R μλν
σ Rτμλνδg

στ +R μλν
ρ δRρ

μλν .
(108)

Por lo tanto, la Ec. (106) queda expresada como:

δ(RρμλνR
ρμλν ) = 2R μλν

σ Rτμλνδg
στ + 2R μλν

ρ δRρ
μλν .
(109)

A partir de la Ec. (88) se llega a:

δ(RρμλνR
ρμλν) = 2R μλν

ρ

[

(δΓρ
μν);λ − (δΓρ

μλ);ν

]

+ 2R νρμ
α Rλνρμδg

αλ

= 4R μλν
ρ (δΓρ

μν);λ + 2R νρμ
α Rλνρμδg

αλ.
(110)

Al reemplazar la expresión (84) y emplear la primera identi-
dad de Bianchi Rρνλμ = Rρμλν +Rρλνμ se obtiene:

δ(RρμλνR
ρμλν) = 2R νρμ

α Rλνρμδg
αλ

− 2R μλν
ρ (gσνδg

σρ
;μλ + gσμδg

σρ
;νλ

− gμαgνβδg
αβ;ρ

;λ),

δ(RρμλνR
ρμλν) = 2R νρμ

α Rλνρμδg
αλ

− 2(R νλ
ρ σδg

ρσ
;νλ +R νλ

ρ σδg
σρ
;νλ

+R λ ν
ρ σ δgσρ;νλ −Rν λ

σ ρδg
σρ
;νλ),

δ(RρμλνR
ρμλν) = 2R νρμ

α Rλνρμδg
αλ

− 4R νλ
ρ σδg

ρσ
;νλ.

(111)

12Este procedimiento es válido gracias a que el operador derivada covariante cumple la regla de Leibnitz. Ası́, integrar por partes en este caso conduce a:∫
d4x

√−gAμνBμ;ν =

∫
d4x

√−g(AμνBμ);ν −
∫

d4x
√−gBμA

μν
;ν .

Cada vez que se integra por partes, la operación derivada covariante pasa de un término al otro en el producto. En virtud del teorema de Stokes, se observa que
el primer término, a la derecha de la igualdad, es igual a la integral de superficie del vector AμνBμ en la frontera; de aquı́, proviene el nombre de términos de
superficie.
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Si se reemplaza lo anterior en la Ec. (105) y se eliminan nue-
vamente los términos de superficie al integrar por partes, la
Ec. (105) resulta en:

δST =

∫

d4x
√−g[2FTRμλσρR

λσρ
ν

− 4(FTR σρ
μ ν);σρ]δg

μν .

(112)

Finalmente, se obtiene la expresión completa para la va-
riación a primer orden de la Ec. (76) (Bauer, Sola & Stefan-
cic, 2010a):

δS =

∫

d4x
√−gDμνδg

μν

=

∫

d4x
√−g[−1

2
gμνF (R,S, T ) + FRRμν

+ FR
;μν − gμν(F

R);σ;σ + 2(FSRσλ);μσgνλ

− (FSRμν)
;σ
;σ − gμν(F

SRσλ);σλ

+ 2FSRλνR
λ
μ + 2FTRμλσρR

λσρ
ν

− 4(FTR σρ
μ ν);σρ]δg

μν

+ (Términos de superficie).

(113)

De acuerdo con el principio de acción estacionaria, las ecua-
ciones de campo en el vacı́o para una gravedad del tipo
F (R,S, T ) son:

Dμν = −1

2
gμνF (R,S, T ) + FRRμν + FR

;μν

− gμν(F
R);σ;σ + 2(FSRσλ);μσgνλ

− (FSRμν)
;σ
;σ − gμν(F

SRσλ);σλ

+ 2FSRλνR
λ
μ + 2FTRμλσρR

λσρ
ν

− 4(FTR σρ
μ ν);σρ = 0.

(114)

Las ecuaciones de campo para una gravedad de tipo
F (R,G) se obtienen utilizando la regla de la cadena en las
derivadas parciales de F de la siguiente manera:

F (R,S, T )=f(R,G) ⇒ FR =
∂G
∂R

fG+fR = 2RfG+fR,

FS =
∂G
∂S

fG = −4fG, FT =
∂G
∂T

fG = fG . (115)

Por consiguiente las respectivas ecuaciones de campo en el
vacı́o son:

Eμν = −1

2
f(R,G)gμν +Rμν

(

2RfG + fR
)

+
(

2RfG + fR
)

;μν
− gμνg

αβ
(

2RfG + fR
)

;αβ

− 8fGRμλR
λ
ν + 4gμν(f

GRαβ);αβ

− 8(fGRαβ);μαgνβ + 4gαβ(fGRμν);αβ

+ 2fGRμαβγR
αβγ
ν − 4(fGRα β

μν );αβ = 0.
(116)

Terminando, la expresión (114) con F R = 1, FS =
0, FT = 0 corresponde a las ecuaciones de campo de Eins-
tein en el vacı́o:

Gμν = −1

2
gμνR+Rμν = 0. (117)

Apéndice B. Obtención de las ecuaciones de campo para
una gravedad tipo f(R,G) en un universo de FRW

Se presentarán los cálculos para obtener las ecuaciones
que describen el comportamiento del Universo cuando la gra-
vedad está descrita por la acción (17). Los sı́mbolos de Chris-
toffel en FRW son (Weinberg, 2008):

Γ0
ij = aȧδij , (118)

Γi
j0 =

ȧ

a
δij .

Las componentes que no se mencionen son cero. Con las ex-
presiones anteriores se hallan las componentes del tensor de
Riemann:

Ri
jmn = (δimδnj − δinδjm)ȧ2, (119)

R0
i0j = aäδij ,

Ri
00j =

ä

a
δij ,

R0i0j = aäδij , Rijmn = −(δimδnj − δinδjm)a2ȧ2,
(120)

R0i0j =
ä

a3
δij , Rijmn = −(δimδnj − δinδjm)

ȧ2

a4
,

(121)
y las componentes del tensor de Ricci:

R00 = 3
ȧ

a
, Rij = −(aä+ 2ȧ)δij , (122)

R00 = 3
ä

a
, Rij = −(

ä

a3
+

2ȧ2

a4
)δij . (123)
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El escalar de Ricci, los escalares S, T y el invariante de
Gauss-Bonnet G se obtienen a partir de las expresiones an-
teriores:

R = gμνRμν = 6

(

ä

a
+

ȧ2

a2

)

= 6H2(1− q), (124)

S = RμνR
μν = 12

(

ä2

a2
+

äȧ2

a3
+

ȧ4

a4

)

,

= 12H4(q2 − q + 1).

(125)

T = RρμλνR
ρμλν = 12

(

a2ä2

a4
+

ȧ4

a4

)

,

= 12H2(q2 + 1).

(126)

G = R2 − 4S + T = −24H4q. (127)

Tensor de Einstein y Eμν . Las componentes del tensor de
Einstein Gμν = Rμν − 1

2gμνR se obtienen a partir de las
expresiones (122) y (124). La componente G 0

0:

G00 = R00 − 1

2
g00R

= 3
ä

a
− 3

ä

a
− 3

ȧ2

a2

= −3H2. (128)

G0
0 = g0μGμ0 = G00 = −3H2. (129)

La componente Gi
j :

Gi
j = giμGμj = − 1

a2
δilGil

= − 1

a2
δil

(

Rlj − 1

2
gljR

)

= −
(

ȧ2

a2
+ 2

ä

a

)

δij ; (130)

dado que Ḣ = ä/a− ȧ2/a2, la Ec. (130) se reduce a

Gi
j = −(2Ḣ + 3H2)δij . (131)

Con el objeto de hallar la expresión especı́fica de Eμν en
la Ec. (116) en la métrica de FRW, primeramente se expande

Eμν :

Eμν = −1

2
fgμν + 2RμνRfG +Rμνf

R + (2RfR);μν

+ fR
;μν − gμν [g

00(2RfG + fR);00 + gij(2RfG

+ fR);ij ]− 8fGRμλR
λ
ν + 4gμν [(f

GR00);00 + (fGR0i);0i

+ (fGRi0);i0 + (fGRij);ij ]− 8[(fGR00);μ0gν0

+ (fGR0i);μ0gνi + (fGRi0);μigν0 + (fGRij)μigνj]

+ 4[g00(fGRμν);00 + gij(fGRμν);ij ] + 2fGRμαβγR
αβγ
ν

− 4[(fGR0 0
μν );00 + (fGRi 0

μν);i0 + (fGR0 i
μν);0i

+ (fGRi j
μν);ij ].

(132)

La componente E0
0 esta dada por:

E0
0 = gα0Eα0 = E00 = −1

2
f +R00RfG +R00f

R

− gij(2RfG + fR);ij − 8fGR0λR
λ
0

− 4[(fGR0i);0i] + 4[(fGRi0);i0 + (fGRij);ij ]

+ 4[gij(fGR00);ij ] + 2fGR0αβγR
αβγ
0

− 4[(fGR0 0
00 );00 + (fGRi 0

00 );i0 + (fGR0 i
00 );0i

+ (fGRi j
00 );ij ].

(133)

Utilizando las expresiones (119) a (124) se llega a (Bauer,
Sola & Stefancic, 2010a):

E0
0 = −1

2
f + 12

ȧ2ä

a3
fG + 3

ä

a
fR − 3

ȧ

a
ḟR − 12

ȧ3

a3
ḟG ,

= −1

2

[

f − 24H2(Ḣ +H2)fG − 6(Ḣ +H2)fR

+6HḟR + 24H3ḟG
]

.

(134)

Se obtiene la componente E i
j al contraer Eαj con la

métrica:

Ei
j = giαEαj = gimEmj = − 1

a2
δimEmj = − 1

a2
Eij .

(135)
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RODRÍGUEZ, J. F. & RODRÍGUEZ, Y.: EL MECANISMO DEL UNIVERSO RELAJADO 19

Según la Ec. (132), la componente E ij tiene la forma:

Eij =
1

2
a2fδij + 2RijRfG +Rijf

R + (2RfG);ij + fR
;ij

+ a2δij

[

(2RfG + fR);00 − 1

a2
δmn(2RfG + fR);mn

]

− 8RiλR
λ
j − 4a2δij

[

(fGR00);00 + (fGR0m);0m

+(fGRm0);m0 + (fGRmn);mn

]

+ 8a2
[

(fGR0m);i0δjm

+fGRmn);imδjn
]

+ 4

[

(fGRij);00− 1

a2
δmn(fGRij);mn

]

+ 2fGRiαβγR
αβγ
j − 4(fGRα β

ij );αβ .
(136)

Nuevamente utilizando las expresiones (119) a (124) se ob-
tiene que:

Ei
j = − 1

a2
Eij =

[

−1

2
f − 4

ȧ2

a2
f̈G − f̈R − 2

ȧ

a
ḟR

+

(

ä

a
+ 2

ȧ2

a2

)

fG + 24
äȧ2

a3
fG + 16

äȧ2

a2
ḟG

]

δij

= −1

2

[

f + 8H2f̈G + 2f̈R − 2(Ḣ + 3H)fR

−24H2(Ḣ +H2)fG + 16H(Ḣ +H2)ḟG
]

δij .

(137)

Ecuación modificada de Friedmann. Se mostrará a conti-
nuación la forma explı́cita de la primera ecuación de Fried-
mann modificada:

3H2 =
1

m2
p

(

ρ0r
a4

+
ρ0m
a3

+ ρF + ρΛ

)

. (138)

Para esto es necesario conocer la forma explicita de ρF . De
la subsección anterior se conoce que ρF está dada por:

ρF = −2E0
0 =

[

f − 6(Ḣ +H2)fR + 6HḟR

−24H2(Ḣ +H2)fG + 24H3ḟG
]

,
(139)

en donde
f =

β

B
, (140)

y

B =
2

3
R2 +

1

2
G + (yR)3 = 24H2(q − 1/2)(q − 2)

+ [6yH2(1− q)]3.
(141)

Se procede a calcular las diferentes derivadas de la función
f :

fR :=
∂f

∂R
= −β(4/3R+ 3y3R2)

B2
, (142)

fG :=
∂f

∂G = − β

2B2
, (143)

Ḃ =
1

2
Ġ +

4

3
RṘ+ 3y3R2Ṙ, (144)

ḟR = β{[32y3R3Ṙ− 2GṘ+ 36y6R4Ṙ

+R2(9y3Ġ + 8Ṙ) +R(4Ġ − 9y3GṘ)]}/3B3,
(145)

ḟG =
βḂ

B3
=

β
(

Ġ/2 + 4/3RṘ+ 3y3R2Ṙ
)

B
, (146)

y las derivadas con respecto al tiempo de los invariantes de
curvatura en la métrica de FRW:

Ṙ = 12H(1− q)Ḣ − 6H2q̇, (147)

Ġ = −96H3qḢ − 24H4q̇. (148)

Al reemplazar las expresiones anteriores en la ecuación (139)
se obtiene:

ρF = β

(

1

B
+

k1
B2

+
k2
B3

+
k3
B2

+
k4
B3

)

, (149)

en donde

k1 = 24H2
[

2 + 27y3H2(1− q)
]

(1−q)(H2+ Ḣ), (150)

k2 = 288H6{1944y6H4(q − 1)4[2(1− q)Ḣ −Hq̇]

+ 2q[2(1− q)Ḣ −Hq̇] + 288y3H2(q − 1)3×
[2(q − 1)Ḣ +Hq̇]− 6(q − 1)2×
[4(9y3H2q + q − 1)Ḣ +H(2 + 9y3H2)q̇]

+ (1− q)(−16qḢ − 4Hq̇

+ 54y3H2q[2(1− q)Ḣ −Hq̇])},

(151)

k3 = 12H2(H2 + Ḣ), (152)

k4 = 288H6{−4qḢ −Hq̇ + [4− 54y3H2×
(q − 1)](1− q)[2(1− q)Ḣ −Hq̇]}. (153)

Por lo tanto
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ρF = 144H6{324y6H6(q − 4)(q − 1)5 + (74

− 241q + 214q2 − 56q3)Ḣ − 18y3H4(q − 1)2×
[−3(5 + 162y3Ḣ)− 6q2(4 + 243y3Ḣ)

+ q3(4 + 486y3Ḣ) + 2q(19 + 729y3Ḣ)] +H2×
(q − 1)[4q3(1 + 333y3Ḣ)− 12q2(2 + 375y3Ḣ)

− 2(7 + 783y3Ḣ) + q(39 + 4734y3Ḣ)]

− 3888y6H5(q − 1)4q̇ − 6H(7− 10q

+ 4q2)q̇ + 36y3H3(−22 + 57q − 51q2

+ 16q3)q̇}/B3.
(154)

Se puede observar que los términos k2 y k4 incluyen la de-
rivada del parámetro de desaceleración con respecto al tiem-
po, por lo tanto la ecuación diferencial es de tercer grado en
a(t). Con el fin de disminuir el orden de la ecuación, se ex-
presan todas la funciones como una función del parámetro
a:

ḟ = ȧf ′(a) = ȧ
a

a
f ′(a) = aH(a)f ′(a), (155)

Ḣ(a) = aH(a)H ′(a), (156)

q(a) = − äa

ȧ2
= −1− Ḣ

H2
= −1− aH ′(a)

H(a)
, (157)

q̇ = − Ḧ

H2
+ 2

Ḣ2

H3
,

= a2
(

H ′

H
−H ′′

)

−H ′a. (158)

Al hacer este cambio de variable, se obtiene una expresión
para la densidad de energı́a en donde el parámetro de Hubble
es una función explicita de a:

ρF = β
864H4(M +NH ′′)

B3
, (159)

con

M = 27H4 + 972H6y3 + 8640H8y6 + 80352aH7y6H ′

+ 152928a2H6y6H ′2 + 57a3HH ′3 + 6a4H ′4

+ 138a5Hy3H ′5 + 12aH5y3H ′(589

+ 10548a2y3H ′2) + 3a2H4y3H ′2(3383

+ 17604a2y3H ′2) + 3a2H2H ′2(55 + 506a2y3H ′2

+ 288a4y6H ′4) + 3aH3H ′(55 + 1971a2y3H ′2

+ 3618a4y6H ′4),
(160)

N = 10368a2H7y6 + 20736a3H6y6H ′ + 4a4HH ′2

+ 6a3H2H ′(3 + 16a2y3H ′2) + 54a3H4y3H ′(23

+ 96a2y3H ′2) + 12a2H5y3(73 + 1296a2y3H ′2)

+ 3a2H3(7 + 198a2y3H ′2 + 216a4y6H ′4),
(161)

B =12H4

(

1 +
aH ′

H

)

+ 24H4

(

2 +
aH ′

H

)2

+ 216y3H6

(

2 +
aH ′

H

)3

.

(162)

Si se reemplaza (159) en (138) se obtiene la forma explı́cita
de la ecuación de Friedmann modificada:

F +

(

β

m2
p

)[

864H4(M +NH ′′)
B3

]

= 0, (163)

con
F =

ρr
m2

pa
4
+

ρm
m2

pa
3
+

ρΛ
m2

p

− 3H2. (164)
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