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En este articulo, extendemos al problema de minimos cuadrados lineales de rango defi-

) n?(m — 1) n?
ciente, el resultado presentado en [MaSa06], el cual reduce de m | ———= +n(m —1) + 3
a m[3n + n?] el costo del algoritmo standard para calcular el estimador jackknife para
minimos cuadrados lineales de rango completo.
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Rango deficiente.

Abstract
In this article, we extend to the linear least squares problem of rank deficient, the result
2 -1 3
given in [MaSa06], which reduces from m n(m2) +n(m—1)+ % to m[3n+n?] the

standard algorithm cost of computing the jackknife estimator for the linear least squares
problem of full range.
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1. Introduccion.

Los estimadores basados en técnicas de re-
muestreo como el jackknife, por sus propieda-
des estadisticas [Ef94], [Ko.e88], [ShTu96], son
cada vez mas usados, tanto en general, como
en particular, en el problema de minimos cua-
drados lineales [WeWe83], para reducir el sesgo
de las estimaciones [Mi74], y estimar varianzas
[Wo85] e intervalos de confianza [K1.e87], prin-
cipalmente. Ademas, en las dos ultimas déca-
das, este tipo de métodos han ganado impor-
tancia debido a las facilidades computaciona-
les de los nuevos tiempos. Pero, como para-
lelamente ha aumentado la dimensién de los
problemas a resolver, las facilidades compu-
tacionales no eximen de la necesidad de bus-
car algoritmos més eficientes para los célculos.
En [MaSa06], usando convenientemente pro-
piedades basicas del dlgebra lineal, se propone
un algoritmo mucho maés eficiente que el al-
goritmo standard para el célculo de Estima-
dor Jackknife para Minimos Cuadrados Linea-
les (EJMCL), que funciona cuando el problema
de estimacion inicial es de rango completo.

En este articulo, proponemos una modificacion
al algoritmo propuesto en [MaSa06], de tal ma-
nera que conserve la eficiencia sin requerir con-
dicion alguna sobre el problema inicial ni sobre
los subproblemas involucrados en la estimacion
jackknife.

Para lograr este propésito, inicialmente, recor-
damos la definicion del estimador jackknife pa-
ra el problema de minimos cuadrados lineales
de rango completo, luego presentamos el algo-
ritmo standard para el cdlculo del EJMCL y los
aportes, en este sentido, hechos por Martinez
y Sanabria [MaSa00] y [MaSa06]. Posterior-
mente, sin usar el supuesto de rango completo
de la matriz inicial del Problema de Minimos
Cuadrados Lineales (PMCL), presentamos una
nueva caracterizacién de la o las soluciones de
los subproblemas de minimos cuadrados (no

necesariamente de rango completo), requeridas
para el calculo del EJMCL. Finalmente, con
base en este resultado, proponemos la modi-
ficacion al algoritmo planteado anteriormente,
la cual es el objetivo central de este articulo.

2. Estimador Jackknife pa-
ra Minimos Cuadrados Linea-
les(EJMCL).

Como se planteé en [MaSa00] y [MaSa06], da-
do un pardmetro 0 y T = t,,(Y1, - ,Y,,) un
estimador de este parametro, se puede cons-
truir otro estimador utilizando la técnica de
jackknife, la cual consiste en corregir el esti-
mador inicial con base en el promedio de los m
estimadores que se obtienen al aplicar el pro-
cedimiento inicial de estimacion a cada una de
las submuestras que resultan al eliminar una
observacion de la muestra inicial.

Formalmente, dada Yi,Ys,---,Y,,, una mues-
tra aleatoria de una poblacién caracterizada
por un pardametro 0 y T = t,(Y1, -+ ,Yn,)
un estimador de 6, se calculan los estimado-

res T; =t 1 (Y1, -+, Y1, Y1, -, Yy) para
1 =1,---,mYy luego se calcula el estimador
1 m
T, =— T—(m-—1T;
;= ;_1 (m (m—1)T;)
=mT —(m-—1 — 1
T = (m =13 1)

=T+ (m-1) (T—Z%)

llamado estimador jackknife [BeYe91], [Ef94],
[Mi74], [ShTu96], [Ko.e88].

En particular, dado el conjunto de observacio-
nes (al, o), parai = 1,--- ,m, donde a; € R",
m >ny «q; €R, el problema de estimar z tal
que a; = al'z, por el método de los minimos

cuadrados, se reduce a encontrar T tal que

AZ — y||; = min || Az —
147 = yll> = min [[Az —yll2 ,
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donde A = [ay, -+ ,an]t yy= (a1, -+ ,am)T,
lo cual se conoce como el Problema de Minimos
Cuadrados Lineales (PMCL).

Asi, el estimador jackknife para minimos cua-
drados es

m

xJ:me’\—(m—l)Z

i=1

&)

2

donde Z; es tal que

14 = yillo = min [[Air —yill2 ,
con AZ — [ala"' 7ai_1’ai+17... 7a/m]T
<a1a 1, (g, >am)T-

yy =

3. Algoritmos para calcular el
EJMCL.

Por lo descrito en la seccién anterior, el algo-
ritmo para calcular el EJMCL se divide en tres
pasos:

0. Dados A € R™", y € R™,

1. Resolver min||Az — y||o, SALIDA: Z.
TER™

2. Parai=1,---,m
Resolver m}{nHAix—yng , SALIDA: ;.
TERM

m o~
:l’/',
3. Calcular  z;=mZ— (m—1 =
J ( ) ; —
SALIDA: 1.
Si las matrices A y A;, parai=1,---,m, son

todas de rango completo, los problemas de los
Pasos 1 y 2 se reducen a encontrar las solucio-
nes unicas de las ecuaciones

AT Az = ATy y AT Ajr = Aly;,

para ¢ = 1,--- ,m. En otras palabras, dichos
pasos se reducen a calcular

/I\: (ATA)_IATQ/ y 57\2 = (AlTAZ)_lAlTy“

parat=1,---,m.

Para este caso, en [MaSa00], los autores pro-
ponen un algoritmo que reduce el costo de los
calculos de 7;, una vez T estd calculado.

Parat=1,---,m.
{Resolver AT A;x = ATvy;.}
- Resolver Sz; = a;.
- Calcular §; = al z;.
- Calcular 0; = 1 — 6;.
- Calcular 3; = zI'd — «;0;.

(2

~

- Calcular z7; = =

SALIDA: T;.

Como soporte tedrico de este algoritmo, con
base en ciertas relaciones entre las matri-
ces y los vectores involucrados [MaSa00] y
la propiedad de matrices invertibles dada por
Shermann-Morrison-Woodbury [DeSc83],
Martinez y Sanabria obtuvieron el siguiente
resultado.

Teorema 1 [MaSa00] . Dadas las matri-

ces A = lay, - ,an)T de orden m x n y
A = lay, - ,ai1,0i41, ,a,]T de orden
(m — 1) X n, ambas de rango completo, y los
vectores y = (aq, - ,a,)0 € R™ y y; =

(alﬁ Ty Qg1 Qg1 7am)T € R(m—l)) la so-
lucion de AT Az = ATy, estd dada por

A ~ Z;FdZ
Z‘z:fE—F —Q; ) %,
op)

donde T es la solucion de AT Ax = ATy, z; es
la solucién de ATAz = a;, 0, = 1 —alz y
Maés tarde, para fortalecer el resultado an-
terior, en [MaSa06|, los autores encontraron
una caracterizacion del conjunto solucion de
ATA;x = Aly;, basada en la solucién de
AT Ax = ATy, independientemente de si la ma-
triz A; es o no de rango completo.

Teorema 2. [MaSa06] Dada la matriz A =
[ay, -+ ,an)t € R™™ de rango completo y
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la solucion T de ATAx = ATy, donde y =
(ar,~ - ,am)T € R™, sio; = 1—alz =0
y T; es una solucion de AT A;x = d;, entonces
T; =X+ vz para algin v € R y z; la solucion
de ATAz = a;. (Ademds, se demuestra que si
g 7é 07 Y= %Zdl - ai)

Este resultado, les permitié a Martinez y Sa-
nabria implementar una ligera modificacién
del segundo paso del algoritmo propuesto en
[MaSa00], para seguir siendo eficientes en el
calculo del estimador jackknife para minimos
cuadrados lineales con la condiciéon tnica que
A sea de rango completo [MaSa06]:

Parai=1,--- ,m.
{Resolver AT Ajx = ATy}
- Resolver Sz; = a;.
- Calcular §; = a! z;.
- Calcular o; = 1 — 6;.
Si g; 7’é 0,
{ Solucion tinica }
Bi = Z;Td — 06151
_ b
Vi = T @y
T
Si no,
{ Escoja una de las infinitas
soluciones }
7 = 0.
end si
end para
SALIDA: T;.

Como este tltimo algoritmo solo esta garanti-
zado si la matriz A es de rango completo, nos
vimos obligados a continuar con la busqueda de
resultados que nos permitieran una caracteri-
zacién de la o las soluciones de AT A;x = ATy,
basada en una solucién de AT Az = ATy, inde-
pendientemente de si las matrices A y A; son
o no de rango completo. A continuacion, pre-
sentamos los resultados de esta bisqueda.

4. Caracterizaciéon del conjunto
solucién de AT Az = Aly;.

Lema. Dada la matriz A = |ay,- -+ ,a,]" de
orden mxn y una solucion T de AT Ax = ATy,
donde y = (ag, -+ ,q,)T € R™, si 05 =
1 —alz = 0, entonces a7 — o; = 0, donde
2 es una solucion de AT Az = a;.
Demostracién: Si S = ATA, d; = Aly,
Al’ = [Cll, IR ¢ I B0 T DL ,(Im]T de orden
yi = (o1, ooy, g, - )T € ROMTY,
tenemos que, como d = ATy = d; + a,a,,
S = S; + a;al’ (ver Lemas 1 y 2 en [MaSa00])
y 8T = d = d; + a;a;, entonces 2! ST =
zld;+a;z] a;. Ademds, como Sz; = a;, se tiene
que a! T = zl'd; + a;z] a;. Por lo tanto,

T

(2

al? —a; = zld; +ai(z]a;—1)

= zzTSzxz + O!i(ZiTCLZ' — 1)
= 2/(S — a;a] )w; + (2] a; — 1)
T

T T T |
= 2z Sz, — 2z aqa; v+ oz a; — 1

_ . T
= a; T; — 2

= (1—zla)a v +a;(z] a; — 1)

i

aial z; + (2} a; — 1)

i
T T
= (1—z a)(a; x; — o)
de donde resulta obvio que si o0; = 1—2)a; = 0,
entonces a! T — a; = 0.
O

El Teorema 1 establece que si o; = 1—al z; # 0,
entonces A; es de rango completo y

~ ~ Zdei
(L'Z:I'—f— —Q; | Z .

g
Al igual que en [MaSa06], veamos que, en

caso que o; = 0, utilizando el Lema ante-
rior, podemos determinar algunas soluciones

Teorema 3. Bajo las mismas condiciones del
Lema anterior, si 0; = 1 —alz; = 0, se tiene
que T; = T+yz; es solucion de AT Ajx = ATy,

para todo v € R.
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Demostraciéon: Usando la misma notacion
que en la demostracién del Lema anterior, sea
v ER,

(S — aiai ) (T + 7z)
= ST +vSz — aal
T

Si(T + vz;)
T — ’yaiaiTzi
T — ya;al z;
T

i

= d+a; —a;a
= d+rya(l—alz) —aal s .

Usando la hipdtesis o; = 0, por el Lema ante-
rior, al T = a; y por lo tanto

O

Para completar la caracterizacion de las solu-
ciones de AT A;x = d;, obtuvimos el siguiente
resultado.

Teorema 4. Bajo los supuestos del Lema an-
terior, si T; es una solucion de AT Ajx = d;,
entonces T; = T + 7;z; para algin v; € Ry
2 una solucion de ATAx = a;. Ademds, si
o;=1—alz #0, entonces

T
a; T — oy

%’ZT- (2)

Demostracion: Usando la misma notacién
que en la demostracion del Lema anterior, si

Sit; = d;
entonces,
Si’\l - aiaiT@ = (d — OziCLi) .
Por tanto,

~ T~
Sz, = d— o0+ aa; T

~ T~
= ST — o0, +aa; 75

S(jl'\z - EE\) = ( Ti\i - oz,—)ai .

i

Asi que

Ty — T ="7i%i
para algin v; € R y un z; tal que Sz; = a;.
Como T; = T + 7;2; es solucién de Sx; = d;,
entonces

(S — ala?)(5+ ’)/lZl) =d— a4 .
Y puesto que ST = d, entonces

T T
ViSz — a;a; T — v;0,0; 2 = —040; .

Ahora, como Sz; = a;, se tiene que

T T4
vl —a; z)a; = (a; T — a;)a;.
T
, a; r — oy . T
De aqui que ~; = 1_gT, 0= 1—a; z; #
—a; z;

0 y, por el Lema anterior, ~; serda cualquier
nimero real, si o; = 0 (ver Teorema 3).

|

Es de anotar que, si el problema original es de
rango completo; es decir, S es invertible, este 7;
coincide con el escalar encontrado en [MaSa00].
En este caso, 7 = S~ 'd = S7'd;, + oS a,.
Por lo tanto, alZ = al' S7'd; + cyal' S~la; =
ziT d; + xiaiTzi. Reemplazando este resultado en
(2), tenemos que
2ld; + azal 2z — o

P =

i
T T
. Z; dl — OZZ<1 —a; Z,’)
op
T
z; d;
= — Q5 .
op

que es el escalar obtenido en el Teorema 1, de-
mostrado en [MaSa00].

5. Algoritmo modificado y ge-
neralizado para el calculo del

EJMCL.

Los resultados anteriores nos permiten imple-
mentar una ligera modificacién del algoritmo
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propuesto en [MaSa06] para seguir siendo efi-
cientes en el calculo del estimador jackknife pa-
ra minimos cuadrados lineales, ain en el caso
que A sea de rango deficiente. Dicho algorit-
mo modificado y generalizado para calcular ;
aparece a continuacion.

Parai=1,--- ,m.
{Resolver AT A;x = ATy;.}
- Resolver Sz; = q;.
- Calcular §; = a 2.
- Calcular 0;, =1 — ;.
Si g; 7é 0,
{ Solucion tinica }
al? — o
%=
Si no,
{ Escoja una de las infinitas
soluciones }
v = 0.
end si
/w\i =7 + iz
end para
SALIDA: Z;.

ag;

Al comparar este algoritmo con el propuesto
en la Seccién 5 de [MaSa06], podemos concluir
que la diferencia aparece por la posibilidad que
existe que A sea de rango deficiente y por lo
tanto que el PMCL inicial tenga infinitas solu-
ciones. En este caso, con base en una solucién
del problema inicial, podemos calcular una so-
lucién de los subproblemas requeridos para la
estimacion de jackknife, simplemente calculan-
do una solucién de ATAz = a; y un escalar
apropiado (ver (2)).

Al igual que en [MaSa06|, si o; = 0 (subpro-
blema de rango deficiente), el subproblema tie-
ne infinitas soluciones, en donde sugerimos to-
mar como solucién la misma que se tomo para
el problema inicial (y; = 0 = z; = 7). En
consecuencia, como se demostré en [MaSa00],
este algoritmo reduce el costo de solucion de

los subproblemas 2aunque no sean de ranggo
n*(m —1) n

5 +n(m—1)+ 5
am[3n+n?] el nimero de flops requeridos para
el célculo del estimador jackknife de minimos
cuadrados lineales (EJMCL) para un modelo
lineal atn si este es de rango deficiente, siendo
n el nimero de parametros a estimar y m el

tamano de la muestra.

completo, de m

Es maés, si no se necesitan los EMCL de ca-
da una de las submuestras, se puede obtener

el EJMCL sin calcular los EMCL, mediante la
expresion

con la ventaja adicional de saber que algunos
v; son cero, lo cual simplifica la sumatoria de
la expresién anterior.

6 . Conclusiones

En este articulo, se ha caracterizado completa-
mente el conjunto solucién de los subproblemas
de minimos cuadrados lineales que resultan en
el calculo del estimador jackknife de minimos
cuadrados lineales de un modelo lineal, ain en
el caso que éste sea de rango deficiente.

Este resultado permite modificar el algoritmo
propuesto en [MaSa06] para calcular el mencio-
nado estimador, sin requerir que ninguno de
los problemas involucrados (inicial o subpro-
blemas) sean de rango completo, manteniendo
la misma eficiencia de computo.

Al igual que en [MaSa00], este resultado per-
mite hacer calculos mas eficientes siempre que
el algoritmo que se utilice para resolver los di-
ferentes subproblemas de minimos cuadrados
lineales requeridos por el estimador jackknife
sea el mismo que se utilice para resolver el pro-
blema de minimos cuadrados lineales inicial.
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Queda como un reto para nosotros y nuestros
lectores, desarrollar una teoria similar que per-
mita caracterizar las soluciones de los subpro-
blemas de minimos cuadrados para el caso ge-
neralizado del estimador jackknife en el cual se
elimina mas de una observacién de la muestra
inicial para plantear los subproblemas (Esti-
mador jackknife agrupado).

7 . Agradecimientos

Nuestros agradecimientos al Departamento de
Matematicas de la Universidad del Valle por
el apoyo logistico y econémico tanto para el
desarrollo como para la divulgacién del pre-
sente trabajo. También, nuestro reconocimien-
to y agradecimientos al evaluador anénimo de
la version original de este trabajo por sus su-
gerencias para mejorar la presentacion de los
resultados.

Referencias

[BeYe91] Behar, R.y Yepes, M. (1991) So-
bre algunas técnicas de remuestreo:
El método de jackknife. Heuristica,
No 6, Pags. 49-58

[DeSc83] Dennis, J.E. & Schnabel, R.B.
(1983) Numerical methods for un-
constrained optimization and nonli-
near equations. Prentice Hall, New

Jersey, USA.

[Ef94] Efron, B. (1994) The Jackknife,
the Bootstrap and Other Resampling
Plans CBMS-NSF Regional Confe-
rence Series in Applied Mathema-
tics, No. 38, Sixth Edition, STAM,
Philadelphia, PA, USA.

[K1.e87] Kleijuen, JPC., Karremans, P.
Oortwinj, W., Van Groennen-
daal, W. (1987) Jackknifing esti-
mated weighted least squares, Com-

munications in Statistics: Theory
and Methods v.16, Pags. 747-764.

[Ko.e88] Kovar, J., Rao, J. & Wu, CFlJ.
(1988) Bootstrap and other methods
to measure errors in Ssurvey estima-
tes, Canadian Journal of Statistics
16, Pag. 26-45.

[MaSa00] Martinez, H.J. y Sanabria A.M.
(2000) Cdlculo eficiente del esti-
mador jackknife para minimos cua-
drados lineales bajo condiciones de
unicidad. Matematicas: Ensenanza
Universitaria, Vol VIII, Nos 1 y
2, Pags. 29-43.

[MaSa06] Martinez, H.J. y Sanabria A.M.
(2006) Cdlculo eficiente del estima-
dor jackknife para minimos cuadra-
dos lineales de Rango Completo. Re-
vista de la Academia Colombiana de

Ciencias Exactas, Fisicas y Natura-
les, Vol XXX, Pag. 361-365.

Mi74]  Miller, R.G. (1974) The Jacknife:
a review. Biometrika 61, Pags. 1-15.

[ShTu96] Shao, J. and Tu, D. (1996) The
Jackknife and the Bootstrap, 2nd
Printing, Springer Series in Statis-
tics, New York. USA.

[WeWe83] Weber, N.C. & Welsh, A.H.
(1983) Jackknifing the general linear
model, Australian Journal of Statis-
tics 25, No. 3, Pags. 425-436.



594

REV. ACAD. COLOMB. CIENC.: VOLUMEN XXXVI, NUMERO 141 - DICIEMBRE 2012

[Wo85]

Wolter, K.M., (1985) Introduction
to wariance estimation, First Edi-
tion, Statistics for Social and Beha-

vioral Science, Springer, New York,
USA.

Recibido: 10 de agosto de 2012
Aceptado para publicacion: 5 de diciembre de 2012





