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Resumen

Se presenta una descripción de la forma como se afronta el problema de la abstracción mental, necesaria para 
el desarrollo de un modelo matemático, capaz de describir los fenómenos que rigen el comportamiento de la 
dinámica de procesos naturales, ante perturbaciones externas al sistema. El objetivo de este trabajo es encontrar 
la ecuación de balance, partiendo desde la ecuación de Liouville clásica en la escala microscópica hasta las 
ecuaciones de balance a escala macroscópica o ecuaciones de Navier-Stokes. Dividiendo magnitudes físicas 
como la velocidad en dos partes, una de ellas relacionada con el valor promedio y la otra con el fluctuante, genera 
la posibilidad de saltar de un escala a otra y así reducir la complejidad. En el artículo también se menciona de 
manera resumida el hecho que la complejidad se construye a partir de unidades simples; de esta manera, los 
modelos se consideran una abstracción de la realidad en la que se le asigna una ecuación matemática en diferentes 
escalas, tanto temporal como espacial, para explicar cómo la naturaleza se comporta y cómo ella se moldea para 
lograr sus determinadas formas. © Acad. Colomb. Cienc. Ex. Fis. Nat. 2016. 
Palabras clave: modelamiento, multi-escala, ecuaciones de balance.

An approximation to setting up mathematical models for nature description

Abtract

 A description of how everyone does abstractions to develop a mathematical model is presented; as well as the ability 
to describe the behaviour of nature processes dynamic when there are external perturbations. The aim of this work is 
to find the balance equation, starting from the classical Liouville equation on the microscopic scale until the balance 
equations on a macroscopic scale or Navier-Stokes equations. By dividing physical quantities such as velocity in two 
parts, one of which related to the average value and the other one with the fluctuation; it is possible to jump from one 
scale to another and reduces complexity. At this point, the complexity is constructed from simple units; therefore, the 
models are considered reality abstractions based on a mathematical equation formulated at different levels, both on 
time and space; as consequence, nature takes its shape due to the external influence, without forget the nature laws, by 
modifying the shape, adapting and looking for the less energy demand. © Acad. Colomb. Cienc. Ex. Fis. Nat. 2016.
Key words: Modelling, mult-scale, balance equations.
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Artículo de posesión

Introducción
La importancia de desarrollar modelos se relaciona con la 
dificultad de entender y explicar fenómenos desde el punto 
de vista experimental, con la imposibilidad de operar el 
sistema real en regiones de riesgo, y con tiempos de ensayo 
demasiado largos en los sistemas reales (días o meses); versus 
el corto tiempo de solución del modelo (segundos o minutos) 
en el computador que permite replicar la experimentación de 
fenómenos traslapados, predecir nuevos comportamientos, 
comprender la física del problema y reducir los costos de la 
experimentación. Los modelos matemáticos se usan como 
herramientas científicas para aproximarse a la determinación 
de estructuras y reactividad química, de condiciones óptimas 

de diseño de una etapa o proceso, para la delimitación 
de la región de operación óptima de un sistema, para el 
diseño de sistemas de monitoreo, automatización, control y 
diagnóstico de fallas. También, se usa para caracterización 
y creación de conocimiento sobre el comportamiento de 
un proceso; en fin, los modelos se utilizan para explicar y 
controlar diversos fenómenos en nuestro entorno y para 
pronosticar los acontecimientos venideros (Myung, I. J. 
2000, Moore, J. 2015).
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Los modelos permiten darle explicación a las observaciones 
y por ende, facilitan el conocimiento de las características 
de la naturaleza. Un modelo teórico es la formulación en 
términos de expresiones matemáticas de las suposiciones y 
sus consecuencias, bajo el supuesto que dichas relaciones 
identifican el proceso en particular del mundo real. 

Cualquiera que sea el proceso se pueden desarrollar 
modelos determinísticos y estocásticos, dependiendo de la 
incertidumbre en las variables que identifican el proceso. 
Los modelos determinísticos permiten una predicción exacta 
con base en ecuaciones cuya solución es precisa y sin lugar 
a incertidumbre; contrario a lo estocásticos, en los cuales 
el nivel de incertidumbre es alto y lo que se predice es la 
probabilidad de ocurrencia de eventos.

La naturaleza toma forma. La naturaleza toma forma, 
respetando leyes que rigen su comportamiento ante la 
influencia externa y hacen que los eventos naturales se 
orienten a través de la repetición de una unidad oculta, 
modificando la forma para adaptarse, actuando con el menor 
gasto energético posible. La dinámica del movimiento de los 
objetos se rige por la ley de Newton y sus diversas modi-
ficaciones; la relación entre un sistema y sus alrededores 
se rige por las leyes de la termodinámica. Los científicos 
siempre buscan clasificar y darle explicación a las formas 
básicas que se presentan en la naturaleza. Se conoce que la 
complejidad de las formas que se presentan en la naturaleza 
es generada por la gran variedad de la ruptura espontánea de 
la simetría y es representada por un gran número de ecua-
ciones simétricas como los balances de energía, momento 
y materia; de otro lado, ecuaciones no simétricas como la 
segunda ley de la termodinámica.

Con la postulación de las leyes fundamentales de la termo-
dinámica (la primera ley predice la conservación de la 
energía y la segunda, la no conservación de la distribución de 
los estados energéticos), nuestro entendimiento de la natura-
leza toma forma, modificando su entorno, adaptándose y 
repitiendo una unidad básica oculta un sin número de veces. 
La naturaleza siempre busca lograr lo máximo con el mínimo 
ajuste posible, el camino más corto con el menor gasto 
energético, respetando siempre las leyes fundamentales.

Existe un patrón de conjunto, el cual se repite: mucha infor-
mación en un extremo, conducción entre un extremo y el 
otro, luego distribución nuevamente de la información. Esto 
se observa en los árboles, en los ríos desde su nacimiento 
en las montañas hasta su desembocadura en el mar, en el 
sistema circulatorio y nervioso de los seres vivos, entre otros 
(ver Figura 1).

La forma irregular de los límites del sistema en la naturaleza 
mantiene activa su interacción entre ésta y su entorno, 
facilita el intercambio de materia, energía e información y 
de esta manera la auto-organización en los sistemas. Para 
clasificar las formas, existe por ejemplo, la propuesta de los 
sistemas de ramificación (Bell, A.D. 1986), que distingue 

tres categorías: ciegos, deficientes visuales y los patrones de 
auto-organización; donde hay un enfoque en propiedades 
algorítmicas de la formación de patrones. 

Stevens (Bell, A. D. 1986), propone cuatro tipos de patrones: 
meandros, espirales, explosiones y ramificación; algo similar 
a esto se puede encontrar en la clasificación de los tipos de 
interfaces en la naturaleza de acuerdo con Stevens, P. S. 
(1974): Interfaz de movimiento en un medio desordenado 
(flujo en materiales porosos, la propagación de frentes de 
llama, etc.), procesos de deposición (deposición de átomos, 
formación de gotas de agua, procesos de cristalización, etc.) 
y los sistemas biológicos (crecimiento bacteriano, plegables 
y torsiones de proteínas en el espacio, etc.) (Prusinkiewicz, 
P. 1998).

Hay varias teorías para explicar las formas básicas de la 
naturaleza, pero el modelado de la forma sigue siendo un 
campo abierto para la investigación científica. Thompson 
(1917), describe que las formas de los seres vivos se debe 
a las fuerzas y las propiedades físicas que intervienen en 
los procesos biológicos. De otro lado, los mecanismos de 
Turing (1952) dan una explicación simple para un gran 
número de formas en la naturaleza basado en que existen 
zonas fluctuantes que logran desestabilizar el sistema y 

Figura 1. Patrón identificado estructura ramificada en un extremo, 
sigue un tallo y luego otra estructura ramificada en el otro extremo.
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lo hacen evolucionar hacia otras estructuras coherentes 
(líneas de cebras y leopardos de dibujos sobre la piel de            
los peces tropicales).

Según Sharon, et al. (2005), el teorema central de la 
geometría diferencial, demostrado por Gauss, señala que la 
métrica de una superficie (curvatura de Gauss) depende de la 
forma en que esta se adopta en el espacio. Se encuentra que la 
forma de las fronteras de hojas y flores no pueden ser planas, 
sino onduladas, y que siempre que existan discrepancias 
entre la tasa de crecimiento de las hojas de las fronteras y 
sus centros, aparecerán ondas como las que se aprecia en las 
membranas biológicas, líquenes, babosas marinas, coles y 
orquídeas (Eran, S.; Michael M. and Harry, L. S. 1986). 
En la clasificación de las semillas de girasol, en la formación 
en espiral de una concha o de un cono de pino y en el patrón 
de crecimiento de las ramas de un árbol, por ejemplo, se 
encontró que la secuencia de la serie de Fibonacci es común 
en estos casos. Debe haber presentado las mismas leyes 
básicas y, por tanto, una representación matemática similar.

Los sistemas naturales y los hechos por el hombre tienen 
un propósito y un tamaño finito, sujeto a restricciones de 
flujo y de tamaño (Bejan, A. 2000), de ahí la importancia 
de los procesos de optimización que se llevan a cabo de 
forma natural o guiada por el ser humano. En la medida 
que los flujos de materia y energía son restringidos, y que 
adicionalmente existen restricciones de tamaño, los sistemas 
tienen formas irregulares que facilitan el uso de los recursos. 
Se puede decir que la segunda ley de la termodinámica rige 
principalmente este proceso de optimización restringida; 
todo lo ajusta a un principio de economía que es lo que se 
establece en definitiva el curso de la evolución.

Podría hablarse sobre los puntos críticos en los que un 
sistema se vuelve inestable y donde da lugar a la bifurcación 
(Prigogine, I. Nicolis, G. 1987), a la auto-organización o a 
los puntos restrictivos que hacen que la naturaleza aumente 
su complejidad para aprovechar el máximo posible los dife-
rentes flujos de materia y energía (Bejan, A. 1997; 2005; 
Kurchan J. 2005); por ejemplo, cálculos de bifurcaciones, 
basados en la teoría de la dinámica de los sistemas no lineales, 
muestran que hexágonos son una de las primeras formas 
en que aparece, en el borde de la incertidumbre, y que esta 
estructura de simetría se ve favorecida en relación con otros.

Sin embargo, estos casos que acaban de ser citados son 
diferentes interpretaciones del mismo principio, que es la 
segunda ley de la termodinámica. Los sistemas naturales 
y las acciones de los seres humanos tienen un propósito, 
con sujeción a las limitaciones de flujo y tamaño. Como 
los flujos de materia y energía están restringidos y existen 
otras restricciones geométricas, los sistemas tienen formas 
irregulares que facilitan el uso de los recursos.

Se cree que este proceso de optimización sujeto a restriccio-
nes se rige principalmente por la ley principal del universo, 
según Einstein, ajustado a un principio de economía que es 

lo que se establece en definitiva el curso de la evolución. 
En este documento se discute la hipótesis de que la natura-
leza evoluciona para modificar sus diferentes formas como 
consecuencia de las limitaciones impuestas por la “segunda 
ley de la termodinámica” y que permite ramificar los 
estados del sistema cuando hay suficiente flujo de cualquier 
bien conservador.

El problema de la escala espacial y temporal. Un sistema 
natural está constituido por partículas elementales, las cuales 
puede agruparse para conformar una unidad básica (v.g. el 
núcleo de un átomo), esta a su vez puede ligarse entre sí 
para construir una estructura molecular, definiéndose así un 
especie o grupo funcional con características de conjunto 
definidas y diferentes a las de la unidad básica (ver Figura 
2a). Estas estructuras moleculares pueden agruparse para 
construir una zona definida de materia, constituyéndose en 
clúster, los cuales se unen y forman los granos, para luego 
construir a partir de un grupo de granos las partículas (ver 
Figura 2a y 2b). 

Los grupos de partículas forman zonas sólidas dentro 
de un material poroso, dando lugar a otra escala superior 
del orden de nanómetro con distribución no uniforme de 
tamaño y forma de poros. Se hacen las siguientes preguntas: 
¿ Si se tiene un gas con 1023 partículas en permanente 
movimiento aleatorio y sin dirección definida, ¿qué es 
lo que se mueve cuando un elemento mecánico como un 
ventilador pone movimiento el fluido y lo hace desplazar 
de un punto a otro?; ¿Cómo actúa la gravedad u cualquier 
fuerza externa sobre las partículas individuales de tamaño 
pequeño y masa pequeña?; ¿Será que las fuerzas externas 
actúan sobre el conjunto y no sobre partículas individuales? 
y ¿Cómo se forman las interacciones dentro de un conjunto 
de partículas?. Al igual que la escala espacial, se presenta la 
escala temporal, en la que variaciones en el tiempo son solo 
perceptibles si se registran dichos cambios en tiempos muy 
pequeños. Por ejemplo, las colisiones a escala molecular 
solo son detectables si se miden los efectos en tiempos 
en la misma escala; de lo contrario, éstas se perciben en 
escalas temporales mayores mediante el promedio de las 
fluctuaciones, que dan origen a las leyes constitutivas como 
la Ley de Fourier, Fick, Ohm y Newton.

En el caso de las escalas temporales se trae a colación el 
problema de la turbulencia, como el chorro de agua que se 
ilustra en la Figura 3. La escala temporal se puede percibir 
al tratar de medir el tiempo de colisión entre las partículas 
fundamentales de agua, el cual es diferente del tiempo de 
colisión en un grupo de partículas o clúster .

Entre otro orden de ideas y relacionado con el mismo 
ejemplo de la turbulencia, la escala temporal también se 
percibe al medir la velocidad de un punto o conjuntos de 
partículas fundamentales en el tiempo. Se observa en la 
Figura 3, que la velocidad promedio medible a escala 
macroscópica varía en el tiempo y se puede deducir una 
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función de distribución de velocidades en esa escala, 
tomando el número de repeticiones de un valor dado de la 
velocidad; la cual permite definir una función de densidad 
de probabilidades (Probability Density Function-PDF). 
Estas fluctuaciones en el tiempo de la velocidad del con-
junto de partículas es consecuencia de las variaciones de        
la velocidad de cada partícula en una escala de tiempo 
mucho menor.

Construyendo el modelo matemático

Aproximarse a modelar la naturaleza es describirla mediante 
una ecuación, normalmente es una tarea que se desarrolla 
construyendo desde lo simple hasta lo complejo, teniendo 
en cuenta que la naturaleza se describe por un sistemas de 

N partículas interactuantes entre ellas y cada partícula 
posee una dinámica regida por las leyes de la mecánica. 
Para este fin, se requiere la posición y la velocidad de cada 
partícula para su descripción completa, la cual es tarea difí-
cil de realizar, puesto que habrá que resolver un sistema de 
ecuaciones de un enorme tamaño del orden de 6,023x1023 
ecuaciones simultáneas. 

Por lo tanto, se recurre al concepto del colectivo (ensemble), 
ideada por Josiah Williard Gibbs a finales del siglo XIX y 
necesario para describir el mundo (Reichl, L.E. 1998; Gibb, 
M. 1960; Landau L.D. and Lifshitz, E. M. 1969; Tolman, 
R. 1979; Hoyos, B. A. and Chejne F. 2015; Chejne F. et.al. 
2013; Bird, R. B. et. al. 2002). Un colectivo es un número 
infinito de sistemas caracterizado por dinámicas y variables 
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Figura 3. Esquema ilustrativo de un flujo turbulento en el que se mide la velocidad puntual y se registra en el tiempo.

Figura 2. Esquemas ilustrativos de la conformación de las diferentes escalas espaciales. a) Secuencia para la formación del hidrogel, en 
el que se puede apreciar como estructuras en la escala molecular se unen para formar clúster y finalmente partículas. Esquema donado por 
el profesor Carlos Moreno de la Universidad de Granada, España. b) Esquema de un carbón en el que se ilustra su estructura porosa a una 
escala de nanómetro (Izq.), la estructura molecular a la escala de Armstrong (Der.). También, la combinación de estructuras químicas da 
forma a un sólido poroso. Esquema adaptado de (Ye, R. et. al. 2013).

a) b)
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de estado idénticas (N, V, T, ó E), pero con condiciones 
iniciales diferentes (ver Figura 4), un ejemplo de aplicación 
de estos colectivos se puede ver en (Reichl, L.E. 1998).

La descripción estadística completa de un sistema de 
N partículas está dada en término de una función de 
distribución:

                                   (1)

Cuya dinámica se rige por la ecuación de Liouville clásica:

                                (2)

Donde el operador de Liouville se define con base en el 
Hamiltoniano (H) y en las coordenadas generalizadas (qi, pi)  
de la siguiente manera:

                                        (3)

La solución de la ecuación (2) solo es formal y útil para 
fines teóricos; por lo tanto, se debe tener una ecuación de 
evolución reducida, la cual se haya integrando sobre todas 
las posiciones y velocidades con excepción de una: 

  (4)

Donde  representa el número de partículas con 
posición, velocidad y tiempo igual a  por unidad de 
volumen en el espacio físico, por unidad de volumen en el 
espacio de las velocidades en un tiempo t; N1 es el número 
de partículas de la especie 1 y n1 es el número de partículas  
N1 dividido por el volumen del sistema. De esta manera se 
tiene una visión de la naturaleza con base en la dinámica de 
una partícula, afirmando que lo que le pasa a ella, es lo que 
le pasa a las demás. La dinámica del grupo de partículas 
está regida por la ecuación cinética y una de ellas, es la 
ecuación de Boltzmann, la cual se puede expresar de la 
siguiente manera:

    (5)

Donde, el lado izquierdo de la ecuación (5) representa el 
cambio en el tiempo del número se partículas por unidad del 
volumen del espacio físico y el de velocidad; por su parte, 
el lado derecho corresponde al efecto de las interacciones 
del grupo de partículas N1 con el resto. La ecuación (5) 
contiene toda la información de la dinámica del número de 

partícula del mismo tipo 1, en donde la influencia del resto 
de partículas (2…N) se resumen en el último término de la 
ecuación (5) y representa el término de interacciones. 
corresponde a la aceleración o a la fuerza externa dividida 
por la masa que actúa sobre el sistema.

Sin embargo, no es fácil obtener una solución ni analítica, 
ni numérica y muchas veces se recurre a realizar un nuevo 
promedio para un grupo de partículas constituyéndose 
una nueva escala mesoscópica superior a la microscópica 
denominada “Coarse Graining”. Este nuevo promedio 
permite definir una nueva ecuación en la escala mesoscópica 
con  :

                 (6)

donde  es la velocidad instantánea de un conjunto de 
partículas en un punto del espacio, es una variable inde-
pendiente de las variables espacial y temporal; f es la 
nueva función de la variable espacial, de la velocidad  y 
del tiempo, en un nivel de escala superior al que se tendría 
con la ecuación (5). De otro lado, se puede tener un nuevo 
promedio de los diferentes momentos (n=0 corresponde a          
la masa; n=1, al momentum y n=2, a la energía) con base        
en la función de distribución:

                    (7)

La ecuación de evolución para el promedio de 
 
o también 

llamada ecuación de transporte o de balance es obtenida al 
multiplicar la ecuación de Boltzmann o ecuación cinética 
(Eq. 6) por  e integrando sobre todo el dominio del campo 
de velocidades para llegar a:

               (8)

El primer término del lado derecho de la ecuación (8) 
corresponde al flux del promedio de la correlación del 
momento  con la velocidad  del conjunto de partículas; el 
siguiente, es el efecto de las fuerzas externas, en el que  
corresponden al campo de fuerza externa y  es el término 
fuente debido a las interacciones entre las partículas. La 
ecuación (8) es el modelo matemático que permite simular 
cualquier fenómeno natural en la escala hidrodinámica 
(De Groot, S. R. 1968; Haase, R. 1990; Hines, A. and 
Maddox, R. 1987; Velásuqez, J. E. and Chejne, F. 2003). 
No obstante, se requiere conoce la correlación entre la 
velocidad y los diferentes momentos, el cual se hace difícil 
y se recurre a un nuevo promedio para la velocidad , el 
cual es el valor promedio de la velocidad que constituye la 
escala superior, la macroscópica; La velocidad instantánea 
del conjunto de partículas y la velocidad media están 
relacionadas mediante la expansión en serie de Taylor:

                                            (9)

Sistemas

Colectivos

Partículas

Figura 4. Esquema ilustrativo del concepto de ensamble.
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La expansión en serie de Taylor se propone que puede 
expresarse así:

                                                   (10)

Este conjunto de partículas se mantiene unidas por fuerzas 
intermoleculares o en equilibrio local, en el nivel micros-
cópico y se mueven como un todo; no obstante, cada conjunto 
de partículas tiene su propia dinámica identificada por una 
velocidad individual, cuya diferencia con la velocidad 
promedio da lugar a las fluctuaciones de la velocidad  la 
escala macroscópica.

Algo interesante es que el conjunto de partículas ayuda a 
interpretar las diferentes escalas, desde la microscópica, 
mesoscópica hasta la macroscópica; en la cual, ese conjunto 
de partículas actúa como una nueva partícula o punto en 
la nueva escala, interactuando con otros puntos del mismo 
sistema y generando interacciones de conjunto o fenómenos 
de transporte. Así que los fenómenos de transporte que 
se conocen como el transporte de especies, momentum, 
energía y de carga son interacciones de conjunto; aún más, 
el conjunto de partículas actúan como un todo y sienten el 
efecto de fuerzas externas (v.g. la gravedad), dando lugar 
al concepto del medio continuo (ver Figura 5).

De esta manera, la velocidad promedio se puede interpretar 
como la velocidad que posee una partícula individual ubi-
cada en el marco de referencia del conjunto de partículas 
que se mueve como un todo. Si el sistema conformado por 
el medio continuo está estático, la velocidad de conjunto 
es cero; sin embargo, el movimiento aleatorio de las par-
tículas individuales persiste y da lugar al entendimiento de 
las fluctuaciones. 

De esta manera, teniendo en cuenta la división de la 
velocidad en su parte promedio y su parte fluctuante se 
puede construir las diferentes ecuaciones de balance. En 

el caso de n=0 para un sistema conformado por varias 
especies (j=1,2…), en la que , la ecuación (8) se convierte 
en la ecuación de balance por especies, en la que el 
término fuente corresponde a las reacciones que permiten 
la generación o destrucción de especies:

                (11)

El tensor  es la expresión microscópica del flujo 
dispersivo o difusivo de una especie respecto del conjunto; 
el cual puede ser modelado mediante una ley constitutiva, 
que en el caso lineal corresponde a La ley de Fick. El primer 
término de la ec. (11) es la tasa de acumulación de la especie 
j en el tiempo, el primer término del lado derecho de la ec. 
(11) corresponde a la expresión convectiva; el segundo, a la 
difusiva y el tercero a la tasa de generación o destrucción de 
la especie j por reacciones químicas.

Con base en la ecuación (11) se puede lograr la ecuación de 
continuidad tomando la sumatoria sobre todas las especies y 
teniendo en cuenta que
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                             (12)

En el caso de n=1 la ecuación (8) se convierte en la ecuación 
de balance de momentum, en el que el término fuente es 
cero como consecuencia de la conservación del momentum 
y recordando que :

                    (13)

El tensor  es la expresión microscópica del tensor 
de esfuerzo, el cual incluye el tensor debido a las fuerzas 
viscosas y el correspondiente a la presión. Este término 
puede ser modelado mediante una ley constitutiva, que en 
el caso lineal corresponde a La ley de Newton.

Figura 5. Esquema ilustrativo del significado de un punto y del medio contínuo.



Una aproximación a la construcción de modelos matemáticos

359

Rev. Acad. Colomb. Cienc. Ex. Fis. Nat. 40(155):353-365, abril-junio de 2016

En el caso de n=2, la ecuación (8) se convierte en la 
ecuación de balance de energía, en el que el término fuente 
correspondería a una absorción o liberación de radiación y 
nuevamente recordando que :

        (14)

La ecuación (14) puede expresarse de la siguiente manera, 
luego de una manipulación algebraica:   
   

                 (15)

El término  es la representación microscópica de 
la energía interna,  corresponde al flux de calor 
transportado, el cual debe ser modelado y una de las 
propuestas es la Ley de Fourier.

Hasta este punto, se ha mostrado como de la ec. (5) se 
deriva las ecuaciones de Navier-Stokes; así mismo, esta 
se puede extender al caso de problemas que requieren el 
balance de población en una escala inferior a las de Navier-
Stokes. En el caso del balance de población, el término 
de interacción corresponde a los términos de muerte y 
nacimiento de partículas o entes de la población que se 
estudia, la variable  puede ser tomada como la variable 
interna del sistema (volumen, longitud, radio de partículas, 
etc.) y  con la tasa de cambio de la variable  externa. 
Adicionalmente, la ecuación de balance (ec 8) se pueden 
expresar de una forma compacta así:

                         (16)

Donde  es la derivada substancial, 

 representa un término aleatorio para dar cuenta de los 
efectos fluctuantes del mundo micro y que son desconocidos. 
Por lo tanto, se ha convertido una ecuación determinista en 
otra estocástica al estilo de Langevin, la cual requerirá de 
un tratamiento especial basado en una dinámica en la que 
se determina una función de distribución de estados posi-
bles mediante ecuaciones estocásticas, como la ecuación 
Maestra, Fokker-Plank o la de Kolmogorov (Einstein, A. 
1905; Gardiner, C. W. 2004; Stachel, J. 1998; Öttinger, 
H. C, 1996; Serra, R. et al. 1986; Kubo, R. 1966; Callen, 
H. B. and Welton T.A. 1951).

Casos particulares
Como casos particulares de aplicación de las ecuaciones de 
balances a diferentes escalas se pueden analizar en diferentes 
referencias del autor. Modelos aplicados a la combustión 

y gasificación en lecho fluidizado y fijo en dos fases, se 
pueden apreciar en la referencias (Chejne, F., Lopera E. 
and Londoño, C. 2011; Chejne F. and Hernández J. P. 
2002; Chejne, F, Hernández J. P. and Florez W. F. 2000); 
modelos de procesos químicos en hornos rotatorios se puede 
observar en las referencias (Granados D. A., Chejne F. 
and Mejía J. M. 2015; Granados D. A., Chejne F., Mejía 
J. M., Gómez C. A., Berrio A. and Jurado W. J. 2013); 
casos en los que se modelan sistemas que usan energía 
alternativa se ven en las referencias (Chejne F. et al., 2011; 
Mejía J.M. et al., 2005); problemas relacionados con la 
inestabilidad de las ecuaciones de balance (Navier-Stokes) 
se describe en la referencia (Rivera A. and Chejne F. 2004) 
y problemas relacionados con efectos de la transferencia de 
calor y masa se encuentran en las referencias (Chejne F. et 
al., 2002 and Chejne F. et al., 2015). En esta sección se 
presenta la descripción de dos modelos en el que se tocan 
diferentes escalas espacio temporal. Uno relacionado con la 
escala termodinámica o global (Maya J. C. and Chejne F. 
2016), el otro en el que se combina dos escalas espaciales 
que permite simular problemas fluidodinámicos (Mejía J. 
M. et al., 2015).

Modelo matemático para reacciones sólido-gas con 
sinterización simultánea.

La distribución del tamaño de grano y la sinterización 
afectan el desarrollo de la microestructura durante las 
reacciones sólido-gas, problema de interés en los modelos 
clásicos de grano (Georgakis C. et al., 1979). Para estudiar 
este efecto se desarrolló un modelo basado en balances de 
población para tener en cuenta la distribución de tamaño de 
grano en el interior del pellet y al mismo tiempo considerar la 
sinterización mediante los términos de muerte y nacimiento 
en el balance de población.

A medida que la reacción química procede, el radio de grano 
aumenta o disminuye (rp) dependiendo del volumen molar 
del producto sólido y del proceso de sinterización, mientras 
que el radio del núcleo sin reaccionar (rc) disminuye (Ver 
Figura 6).

En el nuevo modelo llamado “modelo de distribución de 
tamaño de grano cambiante” se considera que la partícula 
está compuesta de un gran número de granos con una 
distribución inicial de radio (ver Figura 7) ro no uniforme, 
luego cada grano cambia de tamaño debido a la Reacción 
química y a la sinterización.

La reacción considerada en este modelo es:
aA(gas) + bB(solid) → cC(solid) + dD(gas)

El balance de material para el gas se describe con base en 
la ecuación (11) sin el término convectivo, solo el difusivo 

, donde C es la densidad 

molar de la especie j, De es coeficiente de difusión efectiva, 
R es la variable espacial y el término de generación se 
relaciona con la reacción química  así:
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                                       (17)

Sujeto a las siguientes condiciones de frontera  = 0 en 
R=0 y C = Cb en R=Rp, con una expresión para la tasa de 
reacción en la fase gaseosa tipo núcleo sin reaccionar de la 
siguiente forma (Bhattacharya and P. Purohit P. 2004; 
Szekely J. and Propster M. 1975): 

                               (18)

                                        (19)

k es la constante cinética para la reacción tipo Arrhenius, 
y De = Dgϵ2 es la difusividad de la especie A en un medio 
libre afectada por la porosidad ε de acuerdo con (García-
Liabano F. et al., 2002). La conversión local se define de 
la siguiente manera:

                            X(R,t) = 1- Mo,3
Mc,3 (R,t)                    (20)

En consecuencia se puede hallar la conversión promedio en 
todo el pellet:

                      X = 3 RP 3
∫0  R2 XdRRP

                  (21)

La evolución de la función de distribución se puede 
predecir con base en la ec. (6) en el que término de 
aceleración corresponde a la variación , los términos de 
generación o destrucción corresponde a los de nacimiento 
y muerte (B y D) (Falola A. et al., 2013):

                      (22)

Donde fj es la función de densidad de distribución de radio 
de grano y representa el número de granos de radio rj por 
unidad de volumen, B es la tasa de nacimiento de nuevos 
granos, mientras que D es la tasa de desaparición de granos 
por sinterización. La ecuación de balance de población se 
puede transformar en ecuaciones de momento, que son más 
fáciles de resolver. Multiplicando la ecuación (9) por rj

n
 e 

integrando entre 0 y ∞ para obtener una nueva ecuación:

                (23)

Donde Mn,j es:

     Mj,n = ∫0
∞rj

n fj drj                  (24)

Con n = 0,1,2,3…y j=o, c, p; en consecuencia se presenta 
tres ecuaciones para tener en cuenta la evolución de los 
tres radios de granos según Figura 6. El resultado clave 
del modelo es la predicción correcta de la conversión en el 
tiempo tal como se ilustra en la Figura 8.

El nuevo modelo propuesto por Maya y Chejne predice el 
comportamiento de la conversión con mayor exactitud que 
el modelo clásico llamado “Modelo de tamaño de grano 
cambiante” (Georgakis C. et al. 1979).

Modelo de un sistema fluido dinámico

Un sistema fluido dinámico está conformado por una o varias 
especies en movimiento en espacios abiertos o confinados, 
dando sentido al flujo de fluidos en sistemas de combustión, 
mezclado de especies, separación de sustancias en equipos 
como ciclones, etc. Un ejemplo que es de interés para la 
ingeniería es la predicción del mezclado de una especie que 
entra como un chorro de un fluido a una cámara donde existe 
otro fluido en movimiento o estático.

t=0 t>0

(a)

(b) (c) (d)

(e)

Figure 7. Esquema para ilustrar la evolución del cambio de tamaño 
de grano durante el proceso.

Figura 6. Esquema en el que se ilustra el cambio del tamaño de 
grano durante el proceso y en el que se identifica el radio de la zona 
sin reaccionar (rc), El radio inicial (ro) antes de iniciar el proceso y 
el radio en cada instante de tiempo (rp).

Producto 
sólido

Reactivo
sólido

r0

rc

rp
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La dinámica de fluidos se puede simular mediante las 
ecuaciones de balances (ec. 11-13, 15) presentadas en su 
forma apropiada y en la escala macroscópica. Para el caso 
del balance por especies y considerando la densidad por 
especies, ρj = ρYj; la velocidad promedio o de bulto, ;                                           
el flux de la especie j modelado mediante la Ley de Fick, Jj = 
ρj , en el que Dj es la difusividad de la especie 
j en el medio y el término de generación representado por 
la generación o destrucción de especies mediante reacción 
química ; la ecuación (11) se transforma en:

                    (25)

Realizando la suma para todas las especies, la ec. (25) se 
transforma en la ecuación de continuidad, 

                                                          (26)

En el caso del balance de momento y teniendo en cuenta que 
el tensor de esfuerzo viscoso más la presión es el corres-
pondiente al término de fluctuaciones , la 
cual se modela mediante la Ley de Newton, la ec. (13) y se 
convierte en:

                     (27)

En el caso del balance de entalpía, se construye primero la 
ecuación para la energía cinética con base en la ec. (27). 
El balance de energía cinética se halla al multiplicar la 
ecuación de momento (ec. 27) por el campo de velocidad 
obteniéndose la ecuación de balance para la energía cinética:

             (28)

Una vez obtenida la expresión para la energía cinética, 
se toma la ecuación para la energía, ec. (15) con   

, el término fluctuante se modela mediante 

la Ley de Fourier, , en el que α es la 
difusividad térmica y se le resta la ec. (28) para lograr una 
expresión del balance de entalpía (h):

                 (29)

Cuando se tiene el fluido en régimen turbulento, tanto 
la fracción de la especie j (YA) y el campo de velocidad (  ) 
es una cantidad fluctuante en la escala macroscópica y 
puede descomponerse en el tiempo, de la misma manera 
como se descompuso el campo de velocidad  de la escala 
mesoscópica (ec. 9):

                                            (30)

En la ec. (30) los valores promedios son en el tiempo: 
. De esta manera las ec. (25-27 y 

29) se convierten en el modelo Reynolds Averaged Navier–
Stokes Equations (RANS):

                                          (31)

   (32)

                           (33)

                                       (34)

Nuevamente aparece un término adicional <ρ' ' > en la ec. 
(31), < ρYj' ' > en la ec. (32), <ρ> < ' ' > en la ec. (33) y                                                                                                    
<ρh' ' > en la ec. (34), los cuales deben ser modelados para 
tener un sistema cerrado. Para ello existe diversas propuestas 
como el modelo k - ε para el caso de la ecuación de momento 
(ec. 30). 

También, se puede hacer la descomposición del campo de 
velocidades en el espacio:

            = <  >l + '                               (35)

Donde <  >l = ∫G (  - ' ) d ' y G (  - ' ) es una función de 
filtrado que significa realizar un promedio entre dos puntos 
del espacio, suavizando el comportamiento aleatorio y 
permitiendo reducir tiempo de cómputo. Luego se utiliza el 
concepto de promedio de Favre:
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Figura 8. Evolución de la conversión en el tiempo.
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               <  >L = <  >l   

<   >l   
                                       (36)

Con lo cual, las ec. (26 y 27) se convierten en el modelo 
Large Eddy Simulation- LES se obtiene la nueva ecuación 
del momento (aberi F. A. et al. 1999; Pope S.B. 1990):

                                                       (37)
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𝜕𝜕𝑥𝑥 + ⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙 ⟨𝜉𝜉�́�𝑒⃗⃗⃗⃗ ⟩

𝑙𝑙
   (39) 

 
𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨ℎ⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿⟨ℎ⟩𝐿𝐿
𝜕𝜕𝑥𝑥 − 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑥𝑥 ⟨−𝜌𝜌𝜌𝜌 𝜕𝜕ℎ
𝜕𝜕𝑥𝑥 ⟩𝑙𝑙

− 𝜕𝜕⟨𝜌𝜌ℎ′ℎ′⟩𝐿𝐿
𝜕𝜕𝑥𝑥 + ⟨�́�𝑆𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟

′′′⟩
𝑙𝑙
   (40) 

 
 

𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓; 𝑥𝑥 , 𝑡𝑡) = ∫ 𝜌𝜌(𝑥𝑥 ′, 𝑡𝑡)∞
−∞ ∏ 𝛿𝛿(𝜓𝜓𝑠𝑠 − 𝜙𝜙𝑠𝑠)𝐺𝐺(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥 ′)𝑑𝑑𝑥𝑥 ′𝑛𝑛

𝑠𝑠=1    (41) 
 

∫ 𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓; 𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝜓𝜓 = ⟨𝜌𝜌(𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)⟩𝑙𝑙
∞
−∞    (42) 

 
 

𝜕𝜕𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓;𝑥𝑥 ,𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑥𝑥 ∙ [⟨𝑣𝑣 (𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)|𝜓𝜓⟩𝑙𝑙𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓; 𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)] +
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜓𝜓𝑠𝑠
∙ [⟨ 1

⟨𝜌𝜌(𝜙𝜙)⟩
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥 ∙ 𝐽𝐽 

𝑠𝑠| 𝜓𝜓⟩
𝑙𝑙
𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓; 𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)] − 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜓𝜓𝑠𝑠
∙

[⟨�́�𝑆(𝜓𝜓)⟩′′′𝑠𝑠𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓; 𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)]      (43) 

      (38)

                 

 

𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝑥𝑥      (37) 
 

𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨𝑌𝑌𝑗𝑗⟩𝐿𝐿
𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿⟨𝑌𝑌𝑗𝑗⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝑥𝑥 −
𝜕𝜕⟨−𝐷𝐷𝑗𝑗

𝜕𝜕𝑌𝑌𝑗𝑗
𝜕𝜕�⃗⃗�𝑥 ⟩

𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥 − 𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨𝑌𝑌𝑗𝑗′𝑌𝑌𝑗𝑗′⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝑥𝑥 + ⟨�́�𝑟𝑗𝑗′′′⟩𝑙𝑙   (38) 
 

𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿
𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝑥𝑥 −
𝜕𝜕⟨�⃗�𝜏 ⃗ ⟩

𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥 − 𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ′�⃗�𝑣 ′⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝑥𝑥 − 𝜕𝜕⟨𝑃𝑃⟩𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥 + ⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙 ⟨𝜉𝜉�́�𝑒⃗⃗⃗⃗ ⟩

𝑙𝑙
   (39) 

 
𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨ℎ⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿⟨ℎ⟩𝐿𝐿
𝜕𝜕𝑥𝑥 − 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑥𝑥 ⟨−𝜌𝜌𝜌𝜌 𝜕𝜕ℎ
𝜕𝜕𝑥𝑥 ⟩𝑙𝑙

− 𝜕𝜕⟨𝜌𝜌ℎ′ℎ′⟩𝐿𝐿
𝜕𝜕𝑥𝑥 + ⟨�́�𝑆𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟

′′′⟩
𝑙𝑙
   (40) 

 
 

𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓; 𝑥𝑥 , 𝑡𝑡) = ∫ 𝜌𝜌(𝑥𝑥 ′, 𝑡𝑡)∞
−∞ ∏ 𝛿𝛿(𝜓𝜓𝑠𝑠 − 𝜙𝜙𝑠𝑠)𝐺𝐺(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥 ′)𝑑𝑑𝑥𝑥 ′𝑛𝑛

𝑠𝑠=1    (41) 
 

∫ 𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓; 𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝜓𝜓 = ⟨𝜌𝜌(𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)⟩𝑙𝑙
∞
−∞    (42) 

 
 

𝜕𝜕𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓;𝑥𝑥 ,𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑥𝑥 ∙ [⟨𝑣𝑣 (𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)|𝜓𝜓⟩𝑙𝑙𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓; 𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)] +
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜓𝜓𝑠𝑠
∙ [⟨ 1

⟨𝜌𝜌(𝜙𝜙)⟩
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥 ∙ 𝐽𝐽 

𝑠𝑠| 𝜓𝜓⟩
𝑙𝑙
𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓; 𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)] − 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜓𝜓𝑠𝑠
∙

[⟨�́�𝑆(𝜓𝜓)⟩′′′𝑠𝑠𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓; 𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)]      (43) 

 

𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝑥𝑥      (37) 
 

𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨𝑌𝑌𝑗𝑗⟩𝐿𝐿
𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿⟨𝑌𝑌𝑗𝑗⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝑥𝑥 −
𝜕𝜕⟨−𝐷𝐷𝑗𝑗

𝜕𝜕𝑌𝑌𝑗𝑗
𝜕𝜕�⃗⃗�𝑥 ⟩

𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥 − 𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨𝑌𝑌𝑗𝑗′𝑌𝑌𝑗𝑗′⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝑥𝑥 + ⟨�́�𝑟𝑗𝑗′′′⟩𝑙𝑙   (38) 
 

𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿
𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝑥𝑥 −
𝜕𝜕⟨�⃗�𝜏 ⃗ ⟩

𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥 − 𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ′�⃗�𝑣 ′⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝑥𝑥 − 𝜕𝜕⟨𝑃𝑃⟩𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥 + ⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙 ⟨𝜉𝜉�́�𝑒⃗⃗⃗⃗ ⟩

𝑙𝑙
   (39) 

 
𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨ℎ⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿⟨ℎ⟩𝐿𝐿
𝜕𝜕𝑥𝑥 − 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑥𝑥 ⟨−𝜌𝜌𝜌𝜌 𝜕𝜕ℎ
𝜕𝜕𝑥𝑥 ⟩𝑙𝑙

− 𝜕𝜕⟨𝜌𝜌ℎ′ℎ′⟩𝐿𝐿
𝜕𝜕𝑥𝑥 + ⟨�́�𝑆𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟

′′′⟩
𝑙𝑙
   (40) 

 
 

𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓; 𝑥𝑥 , 𝑡𝑡) = ∫ 𝜌𝜌(𝑥𝑥 ′, 𝑡𝑡)∞
−∞ ∏ 𝛿𝛿(𝜓𝜓𝑠𝑠 − 𝜙𝜙𝑠𝑠)𝐺𝐺(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥 ′)𝑑𝑑𝑥𝑥 ′𝑛𝑛

𝑠𝑠=1    (41) 
 

∫ 𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓; 𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝜓𝜓 = ⟨𝜌𝜌(𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)⟩𝑙𝑙
∞
−∞    (42) 

 
 

𝜕𝜕𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓;𝑥𝑥 ,𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑥𝑥 ∙ [⟨𝑣𝑣 (𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)|𝜓𝜓⟩𝑙𝑙𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓; 𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)] +
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜓𝜓𝑠𝑠
∙ [⟨ 1

⟨𝜌𝜌(𝜙𝜙)⟩
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥 ∙ 𝐽𝐽 

𝑠𝑠| 𝜓𝜓⟩
𝑙𝑙
𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓; 𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)] − 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜓𝜓𝑠𝑠
∙

[⟨�́�𝑆(𝜓𝜓)⟩′′′𝑠𝑠𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓; 𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)]      (43) 

          (39)

         

 

𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝑥𝑥      (37) 
 

𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨𝑌𝑌𝑗𝑗⟩𝐿𝐿
𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿⟨𝑌𝑌𝑗𝑗⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝑥𝑥 −
𝜕𝜕⟨−𝐷𝐷𝑗𝑗

𝜕𝜕𝑌𝑌𝑗𝑗
𝜕𝜕�⃗⃗�𝑥 ⟩

𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥 − 𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨𝑌𝑌𝑗𝑗′𝑌𝑌𝑗𝑗′⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝑥𝑥 + ⟨�́�𝑟𝑗𝑗′′′⟩𝑙𝑙   (38) 
 

𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿
𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝑥𝑥 −
𝜕𝜕⟨�⃗�𝜏 ⃗ ⟩

𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥 − 𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ′�⃗�𝑣 ′⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝑥𝑥 − 𝜕𝜕⟨𝑃𝑃⟩𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥 + ⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙 ⟨𝜉𝜉�́�𝑒⃗⃗⃗⃗ ⟩

𝑙𝑙
   (39) 

 
𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨ℎ⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿⟨ℎ⟩𝐿𝐿
𝜕𝜕𝑥𝑥 − 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑥𝑥 ⟨−𝜌𝜌𝜌𝜌 𝜕𝜕ℎ
𝜕𝜕𝑥𝑥 ⟩𝑙𝑙

− 𝜕𝜕⟨𝜌𝜌ℎ′ℎ′⟩𝐿𝐿
𝜕𝜕𝑥𝑥 + ⟨�́�𝑆𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟

′′′⟩
𝑙𝑙
   (40) 

 
 

𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓; 𝑥𝑥 , 𝑡𝑡) = ∫ 𝜌𝜌(𝑥𝑥 ′, 𝑡𝑡)∞
−∞ ∏ 𝛿𝛿(𝜓𝜓𝑠𝑠 − 𝜙𝜙𝑠𝑠)𝐺𝐺(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥 ′)𝑑𝑑𝑥𝑥 ′𝑛𝑛

𝑠𝑠=1    (41) 
 

∫ 𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓; 𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝜓𝜓 = ⟨𝜌𝜌(𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)⟩𝑙𝑙
∞
−∞    (42) 

 
 

𝜕𝜕𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓;𝑥𝑥 ,𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑥𝑥 ∙ [⟨𝑣𝑣 (𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)|𝜓𝜓⟩𝑙𝑙𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓; 𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)] +
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜓𝜓𝑠𝑠
∙ [⟨ 1

⟨𝜌𝜌(𝜙𝜙)⟩
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥 ∙ 𝐽𝐽 

𝑠𝑠| 𝜓𝜓⟩
𝑙𝑙
𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓; 𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)] − 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜓𝜓𝑠𝑠
∙

[⟨�́�𝑆(𝜓𝜓)⟩′′′𝑠𝑠𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓; 𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)]      (43) 

 

𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝑥𝑥      (37) 
 

𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨𝑌𝑌𝑗𝑗⟩𝐿𝐿
𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿⟨𝑌𝑌𝑗𝑗⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝑥𝑥 −
𝜕𝜕⟨−𝐷𝐷𝑗𝑗

𝜕𝜕𝑌𝑌𝑗𝑗
𝜕𝜕�⃗⃗�𝑥 ⟩

𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥 − 𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨𝑌𝑌𝑗𝑗′𝑌𝑌𝑗𝑗′⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝑥𝑥 + ⟨�́�𝑟𝑗𝑗′′′⟩𝑙𝑙   (38) 
 

𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿
𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝑥𝑥 −
𝜕𝜕⟨�⃗�𝜏 ⃗ ⟩

𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥 − 𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ′�⃗�𝑣 ′⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝑥𝑥 − 𝜕𝜕⟨𝑃𝑃⟩𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥 + ⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙 ⟨𝜉𝜉�́�𝑒⃗⃗⃗⃗ ⟩

𝑙𝑙
   (39) 

 
𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨ℎ⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿⟨ℎ⟩𝐿𝐿
𝜕𝜕𝑥𝑥 − 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑥𝑥 ⟨−𝜌𝜌𝜌𝜌 𝜕𝜕ℎ
𝜕𝜕𝑥𝑥 ⟩𝑙𝑙

− 𝜕𝜕⟨𝜌𝜌ℎ′ℎ′⟩𝐿𝐿
𝜕𝜕𝑥𝑥 + ⟨�́�𝑆𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟

′′′⟩
𝑙𝑙
   (40) 

 
 

𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓; 𝑥𝑥 , 𝑡𝑡) = ∫ 𝜌𝜌(𝑥𝑥 ′, 𝑡𝑡)∞
−∞ ∏ 𝛿𝛿(𝜓𝜓𝑠𝑠 − 𝜙𝜙𝑠𝑠)𝐺𝐺(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥 ′)𝑑𝑑𝑥𝑥 ′𝑛𝑛

𝑠𝑠=1    (41) 
 

∫ 𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓; 𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝜓𝜓 = ⟨𝜌𝜌(𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)⟩𝑙𝑙
∞
−∞    (42) 

 
 

𝜕𝜕𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓;𝑥𝑥 ,𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑥𝑥 ∙ [⟨𝑣𝑣 (𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)|𝜓𝜓⟩𝑙𝑙𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓; 𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)] +
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜓𝜓𝑠𝑠
∙ [⟨ 1

⟨𝜌𝜌(𝜙𝜙)⟩
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥 ∙ 𝐽𝐽 

𝑠𝑠| 𝜓𝜓⟩
𝑙𝑙
𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓; 𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)] − 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜓𝜓𝑠𝑠
∙

[⟨�́�𝑆(𝜓𝜓)⟩′′′𝑠𝑠𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓; 𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)]      (43) 

    (40)

Aquí también, los términos adicionales <ρ>l < Yj' Yj' >L, (<ρ>l < ' ' >L) y < ρh' h' >L deben ser modelado para lograr un 
sistema de ecuaciones cerrado que para la fluctuación en     
el esfuerzo existen varias propuestas como Smagorinsky 
model (Mejía J. M. 2012).

Esquema probabilístico. Situaciones como el caso turbu-
lento en que las cantidades fluctúan debido a las condiciones, 
tanto iniciales, como de fronteras; o que el medio por donde 
fluye la materia hace que las cantidades físicas no sean 
uniformes en el tiempo ni en el espacio, sino que varían y 
lo hacen de manera rápida; obligando al modelador tener 
que solucionar las ecuaciones de balance en una escala de 
tiempo y del espacio muy pequeña, demandando un enorme 
costo computacional. En consecuencia, en este caso se 
puede utilizar un método estocástico que permite hallar 
una función de distribución de ocurrencia de fluctuaciones 
mediante una ecuación diferencial estocástica (DSE), para 
luego encontrar el promedio de la correlación entre las 
variables fluctuantes o aleatorias y su promedio.

Se trata ahora de lograr un modelo escala para las funciones 
escalares como la fracción de cada especie o la entalpía. 
Para ello, se discute el método de la Función de densidad de 
Masa Filtrada (FMDF), denotada por FL (ψ; , t); donde, ψ 
es un vector que incluye el dominio de las fracciones de cada 
especie y otras cantidades escalares como la entalpía:
   

                 

 

𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝑥𝑥      (37) 
 

𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨𝑌𝑌𝑗𝑗⟩𝐿𝐿
𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿⟨𝑌𝑌𝑗𝑗⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝑥𝑥 −
𝜕𝜕⟨−𝐷𝐷𝑗𝑗

𝜕𝜕𝑌𝑌𝑗𝑗
𝜕𝜕�⃗⃗�𝑥 ⟩

𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥 − 𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨𝑌𝑌𝑗𝑗′𝑌𝑌𝑗𝑗′⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝑥𝑥 + ⟨�́�𝑟𝑗𝑗′′′⟩𝑙𝑙   (38) 
 

𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿
𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝑥𝑥 −
𝜕𝜕⟨�⃗�𝜏 ⃗ ⟩

𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥 − 𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ′�⃗�𝑣 ′⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝑥𝑥 − 𝜕𝜕⟨𝑃𝑃⟩𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥 + ⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙 ⟨𝜉𝜉�́�𝑒⃗⃗⃗⃗ ⟩

𝑙𝑙
   (39) 

 
𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨ℎ⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿⟨ℎ⟩𝐿𝐿
𝜕𝜕𝑥𝑥 − 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑥𝑥 ⟨−𝜌𝜌𝜌𝜌 𝜕𝜕ℎ
𝜕𝜕𝑥𝑥 ⟩𝑙𝑙

− 𝜕𝜕⟨𝜌𝜌ℎ′ℎ′⟩𝐿𝐿
𝜕𝜕𝑥𝑥 + ⟨�́�𝑆𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟

′′′⟩
𝑙𝑙
   (40) 

 
 

𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓; 𝑥𝑥 , 𝑡𝑡) = ∫ 𝜌𝜌(𝑥𝑥 ′, 𝑡𝑡)∞
−∞ ∏ 𝛿𝛿(𝜓𝜓𝑠𝑠 − 𝜙𝜙𝑠𝑠)𝐺𝐺(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥 ′)𝑑𝑑𝑥𝑥 ′𝑛𝑛

𝑠𝑠=1    (41) 
 

∫ 𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓; 𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝜓𝜓 = ⟨𝜌𝜌(𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)⟩𝑙𝑙
∞
−∞    (42) 

 
 

𝜕𝜕𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓;𝑥𝑥 ,𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑥𝑥 ∙ [⟨𝑣𝑣 (𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)|𝜓𝜓⟩𝑙𝑙𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓; 𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)] +
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜓𝜓𝑠𝑠
∙ [⟨ 1

⟨𝜌𝜌(𝜙𝜙)⟩
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥 ∙ 𝐽𝐽 

𝑠𝑠| 𝜓𝜓⟩
𝑙𝑙
𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓; 𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)] − 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜓𝜓𝑠𝑠
∙

[⟨�́�𝑆(𝜓𝜓)⟩′′′𝑠𝑠𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓; 𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)]      (43) 

 

𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝑥𝑥      (37) 
 

𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨𝑌𝑌𝑗𝑗⟩𝐿𝐿
𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿⟨𝑌𝑌𝑗𝑗⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝑥𝑥 −
𝜕𝜕⟨−𝐷𝐷𝑗𝑗

𝜕𝜕𝑌𝑌𝑗𝑗
𝜕𝜕�⃗⃗�𝑥 ⟩

𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥 − 𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨𝑌𝑌𝑗𝑗′𝑌𝑌𝑗𝑗′⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝑥𝑥 + ⟨�́�𝑟𝑗𝑗′′′⟩𝑙𝑙   (38) 
 

𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿
𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝑥𝑥 −
𝜕𝜕⟨�⃗�𝜏 ⃗ ⟩

𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥 − 𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ′�⃗�𝑣 ′⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝑥𝑥 − 𝜕𝜕⟨𝑃𝑃⟩𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥 + ⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙 ⟨𝜉𝜉�́�𝑒⃗⃗⃗⃗ ⟩

𝑙𝑙
   (39) 

 
𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨ℎ⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿⟨ℎ⟩𝐿𝐿
𝜕𝜕𝑥𝑥 − 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑥𝑥 ⟨−𝜌𝜌𝜌𝜌 𝜕𝜕ℎ
𝜕𝜕𝑥𝑥 ⟩𝑙𝑙

− 𝜕𝜕⟨𝜌𝜌ℎ′ℎ′⟩𝐿𝐿
𝜕𝜕𝑥𝑥 + ⟨�́�𝑆𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟

′′′⟩
𝑙𝑙
   (40) 

 
 

𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓; 𝑥𝑥 , 𝑡𝑡) = ∫ 𝜌𝜌(𝑥𝑥 ′, 𝑡𝑡)∞
−∞ ∏ 𝛿𝛿(𝜓𝜓𝑠𝑠 − 𝜙𝜙𝑠𝑠)𝐺𝐺(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥 ′)𝑑𝑑𝑥𝑥 ′𝑛𝑛

𝑠𝑠=1    (41) 
 

∫ 𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓; 𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝜓𝜓 = ⟨𝜌𝜌(𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)⟩𝑙𝑙
∞
−∞    (42) 

 
 

𝜕𝜕𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓;𝑥𝑥 ,𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑥𝑥 ∙ [⟨𝑣𝑣 (𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)|𝜓𝜓⟩𝑙𝑙𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓; 𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)] +
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜓𝜓𝑠𝑠
∙ [⟨ 1

⟨𝜌𝜌(𝜙𝜙)⟩
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥 ∙ 𝐽𝐽 

𝑠𝑠| 𝜓𝜓⟩
𝑙𝑙
𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓; 𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)] − 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜓𝜓𝑠𝑠
∙

[⟨�́�𝑆(𝜓𝜓)⟩′′′𝑠𝑠𝐹𝐹𝐿𝐿(𝜓𝜓; 𝑥𝑥 , 𝑡𝑡)]      (43) 

          (41)

Es importante ver que la integral de FL (ψ; , t) sobre 
todo el dominio del campo escalar es el promedio de la 
densidad filtrada:

                 

 

𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝑥𝑥      (37) 
 

𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨𝑌𝑌𝑗𝑗⟩𝐿𝐿
𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿⟨𝑌𝑌𝑗𝑗⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝑥𝑥 −
𝜕𝜕⟨−𝐷𝐷𝑗𝑗

𝜕𝜕𝑌𝑌𝑗𝑗
𝜕𝜕�⃗⃗�𝑥 ⟩

𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥 − 𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨𝑌𝑌𝑗𝑗′𝑌𝑌𝑗𝑗′⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝑥𝑥 + ⟨�́�𝑟𝑗𝑗′′′⟩𝑙𝑙   (38) 
 

𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿
𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿⟨�⃗�𝑣 ⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝑥𝑥 −
𝜕𝜕⟨�⃗�𝜏 ⃗ ⟩

𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥 − 𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨�⃗�𝑣 ′�⃗�𝑣 ′⟩𝐿𝐿

𝜕𝜕𝑥𝑥 − 𝜕𝜕⟨𝑃𝑃⟩𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑥𝑥 + ⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙 ⟨𝜉𝜉�́�𝑒⃗⃗⃗⃗ ⟩

𝑙𝑙
   (39) 

 
𝜕𝜕⟨𝜌𝜌⟩𝑙𝑙⟨ℎ⟩𝐿𝐿
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Con base en las propiedades de FL (ψ; , t), la ecuación de 
Kolmogorov, el teorema de Bayes se logra una ecuación de 
transporte para FL (ψ; , t):
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  (43)

La cual es la ecuación exacta de transporte de FMDF; sin 
embargo, existen términos que deben ser modelados como 
lo son el primer y segundo término del lado derecho de la ec. 
(43). Dada la alta dimensionalidad de la ec. (43), su solución 
numérica suele realizarse mediante métodos de partículas. 
Se define un sistema de partículas sin masa que evolucionan 
en los dominios temporal, espacial y composicional, basado 
en un conjunto de ecuaciones estadísticamente equivalente 
a la Ec. (43). Así, un ensemble de partículas estocásticas da 
cuenta de la evolución de FMDF discreta. 

De acuerdo con el número de partículas empleadas, la 
aproximación LES-FMDF permite obtener una mayor 
resolución espacial, reduciendo así la incertidumbre exis-
tente en la subescala. Es por esto que se ha reportado que la 
dependencia de los modelos de subescala se relaja cuando se 
emplean métodos de partículas para la solución de la FMDF. 
La discusión anterior puede también interpretarse como un 
proceso de escalado “natural” en donde el comportamiento 
de la física del transporte y mezclado de escalas espaciales 
menores a la de LES se transmite hacia las superiores 
a través del promedio de ensemble de partículas que, 
individualmente, evolucionaban de acuerdo con las leyes 
naturales de la evolución.

Como aplicación del método estocástico combinado con el 
método de LES para el caso del campo de velocidades se 
describe con detalle en la tesis de doctorado de Juan Manuel 
Mejía Cárdenas y dirigida por el autor de la presente 
revisión (Mejía J. M. 2012). El caso tratado en la tesis se 
refiere al chorro de fluido que se observa al descargar un 
fluido a través de un orificio. La predicción del contorno 
turbulento se puede observar en la Figura 9.

Nuevamente, la combinación de métodos, en esta caso 
el método Large Eddy Simulation-LES y otro de corte 
estocástico como FMDF ha permitido simular con eficacia 
el chorro de un fluido entrando a un espacio confinado.
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Apuntes finales
Se ha mostrado en este artículo de manera sucinta que 
para predecir la dinámica de los sistemas naturales se debe 
conocer la velocidad y la posición de un número enorme de 
partículas. Una vez conocidas estas dos magnitudes en cada 
instante de tiempo, se tiene definido los diferentes estados; 
los cuales, muchos de ellos son repetidos. En consecuencia, 
se tiene la posibilidad de tener una función que da cuenta de 
la probabilidad de construir una distribución de estados y por 
ende, se tendrá una función de densidad de probabilidades 
(PDF), la cual es una función que depende de 3N variables 
espaciales, 3N variables de velocidad y una del tiempo; 
por lo tanto, es una tarea difícil de resolver y se requiere 
reducir la complejidad.

La reducción exige integrar la PDF sobre 6N-1 variables de 
espacio y de velocidad, para obtener una función reducida 
que identifica un grupo de estados asumidos por grupos 
de una partícula de un mismo tipo, que solo depende de 
una variable de espacio y otra de velocidad en el espacio 
fase y por supuesto del tiempo. De esta manera se pasa a 
una nueva escala mayor, en la que existe una función de 
distribución de probabilidades de un conjunto de estados 
generados por la dinámica de una sola partícula y que recibe 
información del resto de partículas, como una información 
adicional fluctuante.

Las múltiples escalas de los sistemas naturales son modelados 
con base en la descomposición de cantidades físicas entre un 
valor promedio y un término fluctuante. El término que agrupa 
el valor puntual de una cantidad física constituye un valor 
promedio y permite el nacimiento de una nueva escala mayor. 
De otro lado, el término fluctuante rescata la información            
de la escala menor, el cual genera términos adicionales en 
las ecuaciones de balance que deben ser modelados. 

Los esfuerzos encaminados a obtener información de la 
escala menor han permitido la definición de leyes consti-
tutivas como aquellas que se utilizan para modelar los 
fenómenos de transporte (la Ley de Fick, Fourier, Newton y 
de Ohm). También existen esfuerzos para modelar la escala 
microscópica y otra que corresponde a una escala mayor, la 
mesoscópica, en conexión con el mundo micro a través de 
la ecuaciones de la mecánica clásica y términos aleatorios 
que permiten encontrar expresiones teóricas de los términos 
abiertos y sin definir en las ecuaciones de balance (Schindler 
M. 2010; Español P. 2013; Tyagi M. 2010). 

Finalmente, se deben tener estrategias de solución numérica 
y para ello se proponen métodos novedosos como los 
elementos de fronteras y multi-dominio (Flórez W. F., 
Power H. and Chejne F., 2002; 2002; 2000; 2000), los 
cuales generan soluciones de las ecuaciones de balance y 
en algunos casos superan los métodos de diferencias finitas, 
volúmenes finitos y elementos finitos.
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