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Resumen

Se hace una descripcion del movimiento de una particula en rotacion haciendo uso del plano complejo y
utilizando procedimientos similares al de la construccion de una teoria gauge local. El analisis permite describir
el comportamiento de la particula partiendo de la exigencia de la invariancia gauge de la ecuacion de posicion.
Invariancia que al ser exigida conduce a la introduccion de un parametro compensatorio que se interpreta como
la velocidad angular de la particula. A partir del analisis se obtienen los efectos dindmicos que determinan su
movimiento, los cuales son equivalentes a los obtenidos desde una descripcion hecha respecto a un sistema de
referencia en rotacion haciendo uso de coordenadas polares. Este analisis presenta una manera novedosa de deducir
las ecuaciones dinamicas de una particula en rotacion, lo cual representa un aporte original y pedagogico para la
ensefanza de la fisica. © 2016. Acad. Colomb. Cienc. Ex. Fis. Nat.
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On the dynamics of a rotating particle using the concept of gauge invariance
Abstract

A description is performed on the dynamics of a particle in rotational motion, using a complex plane and
similar procedures to those implemented in the construction of a local gauge theory. The analysis allows the
description of the behavior of the particle, by requiring gauge invariance in its equation of position. Requiring gauge
invariance leads to the addition of an extra term in the equation, which is interpreted as the angular velocity of the
particle. From this analysis, the dynamical effects that determine the motion of the particle are obtained, which
are equivalent to those obtained by describing the rotating system using polar coordinates. This kind of analysis is
important since it presents a new method to obtain the equations that describe the dynamics of a particle in rotational

motion. © 2016. Acad. Colomb. Cienc. Ex. Fis. Nat.
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Introduccion

En la descripcion del movimiento de una particula en rota-
cion se utiliza en general un sistema de coordenadas polar,
aunque se puede utilizar cualquier sistema de coordenadas,
este sistema permite simplificar el problema (Kleppner, et
al., 1973) y (Feynman, 1964). Haciendo uso del sistema de
coordenadas polar y tomando en consideracion las llamadas
fuerzas inerciales se obtienen los efectos dindmicos de la par-
ticula en rotacion como son: la fuerza centrifuga F = mi7,
la fuerza tangencial F=mré0, la fuerza centripeta F =
—mr@* vy la fuerza de coriolis F' = 2mi06 (Marion, 1992)
y (Goldstein, 1987) las cuales se pueden escribir de la
siguiente forma: ) - o
F =m(i —r0*)F +m(r0 +2-0)0. (1)
Por otro lado, las simetrias han jugado un rol importante
en fisica partiendo desde las simetrias del espacio-tiempo en
relatividad hasta las simetrias gauge. En general, las simetrias
han fijado una ruta en la construccion de explicaciones a

los hechos y cosas que suceden en el mundo fisico. En este
sentido, se ha construido un esquema sobre la interaccion
entre particulas denominado: teoria gauge no abeliana con
simetria local, (Greiner, 2000) y (Quigg, 1993). Qué signi-
fica tan rimbombante nombre constituye una motivacion en
el presente trabajo.

En el esquema de la teoria gauge se hace uso del
formalismo lagrangiano, que permite por un lado, deter-
minar la dindmica de la interaccion al exigir que el
lagrangiano sea invariante bajo un grupo de simetria gauge,
y por otro, se establece que el lagrangiano sea invariante
bajo una transformacion de Lorentz. Lo anterior sugiere que
la invariancia gauge del lagrangiano puede ser considerada
como un principio dinamico (Novaes, 2000), en tanto que
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la invariancia del lagrangiano bajo la transformacion de
Lorentz garantiza que las predicciones que surjan de la
teoria sean invariantes.

Por lo tanto, la simetria gauge juega un papel funda-
mental en la descripcion de las interacciones ya que a partir
de ésta se predice la forma como las particulas interactian, lo
cual constituye una motivacion para abordar el concepto de
invariancia gauge desde otro contexto, con el fin de aportar
una metodologia o ruta de trabajo que facilite una mejor
comprension de la idea gauge por parte de los estudiantes.

Ya que el concepto de invariancia gauge, local y global,
resulta generalmente abstracto a los estudiantes, se propone
implementar la invariancia gauge dentro del contexto de
la mecéanica newtoniana y en especial en una particula con
un movimiento de rotacion, con el propdsito de utilizar
procedimientos similares al de la construcciéon de una
teoria gauge local, y asi obtener los efectos dinamicos de
la particula. Desde este contexto, se parte de la exigencia
de la invariancia gauge de la ecuacion de posicion de la
particula; invariancia que al ser exigida conduce a obtener
los efectos dinamicos.

Bajo esta perspectiva, se analiza el movimiento de la
particula en rotacién haciendo uso del plano complejo para
dar la posicion (z) de la particula € implementar el concepto
de invariancia gauge. A partir de este andlisis se obtienen los
efectos dindmicos como son: las fuerzas de coriolis, centri-
fuga, centripeta y tangencial (Goldstein, 1987). Finalmente,
la implementacion del concepto de invariancia gauge dentro
de este contexto, permite por un lado, humanizar este
concepto ya que es de dificil comprension por parte de los
estudiantes, y por otro, acerca a los estudiantes a las ideas
contemporaneas de la fisica.

Sobre la idea Gauge. La idea gauge como principio
dindmico fue por primera vez apreciada por Hermann Weyl
motivado por encontrar unabase geométrica que diera cuenta
de las interacciones gravitacional y electromagnética. En su
articulo “Gravitation and electricity” (Weyl, 1918), propone
por primera vez la idea gauge “guiding field” (Weyl,
1918) y (Weyl, 1952) para unificar la fuerza gravitacional
y electromagnética hasta entonces conocidas (1900). Su pro-
puesta se fundamenta en una geometria que explique no
solo los fenomenos gravitatorios sino también aquellos que
estan relacionados con campos electromagnéticos dentro del
contexto de una teoria de campo unificado de la gravedad y
el electromagnetismo.

Weyl propone para esto una generalizacion del concepto
de medida, argumentando que las medidas fisicas son
relativas y lo que tiene significado fisico es el intervalo,

AS*=(x,—x) +(y,— 1) +(z,—2). ()

El intervalo medido por un observador entre dos eventos
(puntos) en un espacio de tres dimensiones, podra ser calcu-
lado de diferentes formas por los observadores, es decir, la
posicion inicial y final de cada evento podra ser recalibrada
de diferentes formas manteniendo el intervalo de la distancia
entre los dos puntos invariante para todos los observadores.
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Bajo este contexto, los eventos que ocurren en cada punto
del espacio quedan determinados mediante las coordenadas
K=r(x,0,2) YT, = l7f (x,,,,2,) respectivamente, las
cuales pueden ser recalibradas adicionando una constante
arbitraria de la siguiente forma:

K> P =T +cte;
S 3)
Ip =7 g=I+ cte.

Lo anterior significa que la posicion inicial y final de los
eventos no estd univocamente determinada. La medicion de
la posicion de un evento en cada punto del espacio puede ser
arbitraria respecto a cada observador. A un mismo intervalo
de distancia pueden corresponder diferentes posiciones,
inicial y final, dependiendo de la constante arbitraria que se
adicione. Es facil de comprobar que el intervalo no cambia
al sustituir la transformacion (3) en (2). La transformacion
de coordenadas (3) no cambia el intervalo de la distancia
entre los dos eventos, lo cual significa, que es el intervalo
(AS) de la magnitud considerada lo que tiene significado
fisico. Esta invariancia es denominada invariancia gauge
global del intervalo entre dos eventos, ya que la constante
que se adiciona es igual para todos los observadores.

Existe otra manera de realizar la recalibracion de la
posicion de un evento en un punto del espacio. En este caso,
cada observador puede adicionar una constante diferente a
la posicion inicial y final de los eventos sin que el intervalo
de la distancia (AS) cambie, es decir, el intervalo queda
invariante bajo una transformacion local,

P> Fu=i 4o

ﬁf _)’_;Vlf :ﬁf +cp,

0 “)
7‘2,. —)77'21‘ 27'2,- +C,

772f —)I_"sz =I7;f- +C,.

Esta invariancia es denominada invariancia gauge local
ya que la constante que se adiciona depende de cada obser-
vador al realizar su propia recalibracion.

Movimiento circular. E1 movimiento circular de una
particula en el plano puede ser descrito a partir de la idea
gauge. En este caso, el estado de la particula en cualquier
instante queda determinado por su posicion y momentum.
La posicion de la particula se fija haciendo uso de un plano
cartesiano especificando la posicion angular por el angulo
que forma con una direccion del plano como se muestra en
la figura 1.

La posicion angular inicial de la particula en (P,) quedara
descrita por el angulo (0,) y su posicion final en (P,) queda
dada por el angulo (6,) respecto al eje de referencia (x), en
otras palabras, la posicion angular (6) de la particula en
cualquier instante queda descrita por la siguiente ecuacion
de movimiento, en donde el nimero cinco es una eleccion
que se hace de manera arbitraria para ejemplificar la idea:

0@)=5¢ (5)
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Figura 1. Posicion angular de una particula en un plano cartesiano.

La posicion angular de referencia puede ser escogida sin
modificar la ecuacion de movimiento anterior. Ya que existe
una arbitrariedad en la definicion de la posicion angular de
la particula, se puede introducir el concepto de calibracion
adicionando una constante arbitraria respecto a la posicion
angular inicial (6,) y final (4,) dada como:

0,— 0,'=0,+ cte; ©)
0,— 6,)=0,+ cte.

Lo anterior significa que la eleccion del punto de
referencia angular no tiene importancia.

Por otro lado, para obtener la rapidez angular (w) de la
particula en un instante de tiempo (%,), es necesario conocer
la distancia angular, 6, — 6 '= 6,+ 46 que recorre en el
instante de tiempo, ¢, — #' = t,+ 4t siendo (4¢f) muy pequeilo
para evitar cambios en la rapidez de la particula. En otras
palabras, considerando el tiempo y la posicion angular de la
particula como una recalibracion dada por,

t,=t'=t,+ 4at;

0,— 6'=0,+ 40, )
se obtiene, la posicion angular de la particula un poco mas
lejos de lo que se encontraba antes (6, (z,) = 5¢,7), es decir, la
nueva posicion de la particula sera:

0'=5¢t"72,

0,+40 = 5(t,+ at)’,
con respecto a la anterior, 0,(z,) = 5¢,°. Realizando el algebra
se obtiene:

40 =10 t, 4t + 4t 7,
correspondiendo a la distancia angular adicional recorrida.
En primera aproximacion la rapidez angular de la particula
estara dada por:

AG
a):A—tZIOtO + Af. (8)

Sin embargo, la velocidad angular instantanea es el valor
de este cociente cuando 4¢ se hace infinitamente pequefio,

— lim A€ —
o =lim 4Z =101, ©)

La rapidez angular de la particula fue obtenida haciendo
uso de las transformaciones (7) correspondiendo a una
recalibracion de las variables de posicion angular 6 = 6()
y tiempo (7).

El anterior andlisis permite caracterizar el papel que
juega el concepto gauge en la formalizacion y explicacion
del movimiento de una particula en rotacion, lo cual da la
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posibilidad de mostrar una mirada diferente a la usualmente
establecida. Ademas, la obtencion de la rapidez angular de la
particula puede ser mirada como la derivada de la ecuacion
de posicion angular 6, (z,) = 5¢,> con respecto al tiempo. En
este sentido, la implementacion de la idea de recalibracion
en las variables de cualquier funcion permite obtener la
derivada de la funcion.

Movimiento de rotacion de una particula haciendo uso
del plano complejo. El analisis sobre el movimiento de una
particula en rotacion desde un sistema de referencia (0'), se
realiza considerando la rotacion pura del sistema sin que éste
tenga translacion respecto a un sistema de referencia inercial
(0). Los origenes de los dos sistemas de referencia coinciden
y de igual forma sus ejes z, z'. La velocidad angular del
sistema rotante se considera a lo largo del eje comun z, z,
y en el instante de tiempo (¢) los ejes x, x', coinciden. El
vector de posicion de la particula respecto a los sistemas de
referencia (0') y (0) esta dado por:

F=xé+ye, ; F=x'e+y'e, (10)
siendo ¢é,, é,, é',, é,, los vectores unitarios de cada base
coordenada.

Sin embargo, para la descripcion del movimiento de la
particula resulta conveniente utilizar un vector rotatorio res-
pecto a los ejes de coordenadas definido por (French, 1974):

F=x+1iy, (11)
cuyas componentes pueden ser escritas como,
x=rcos0; y=rsin0, (12)

sin perder informacion. Ademads, se puede prescindir de
la notacion vectorial utilizando el plano complejo para
introducir la magnitud (z) que se identifica con la definicion
de 7 dada por,

Foz=x+iy, (13)
como se muestra en la figura 2.

En términos geométricos, la ecuacion (13) describe una
rotacion continua del vector (z) respecto de un eje. Resulta
conveniente introducir ademas la funcion (French, 1974),

e =cos O+isind, (14)
que representa una rotacion de valor (6) del vector repre-
sentado por (z). Esta representacion, de un vector por un
nimero complejo, permite describir el movimiento de
rotacion de la particula a partir del vector de posicion:

z = re",
0
z=¢é%on, r=1, (15)

Im(z) 4

A,

» Re(z)

Figura 2. Representacion compleja del vector posicion.
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donde los ntmeros (I, €Y e ) forman un grupo cuya
estructura general es de la forma {e, @, @ ..., a"'} con (n)
cualquier entero positivo (Tung, 2005). Escribir la posicién
de la particula en términos de (z) en el plano complejo,
permite implementar el concepto de invariancia gauge en la
ecuacion de posicion de la particula.

Ya que la posicion angular (€) de la particula no esta uni-
vocamente definida, existe la posibilidad de elegir el angulo
de referencia inicial de una manera arbitraria tal como:

00— 0'=0-aq, (16)
lo cual significa hacer una redefinicion o recalibracion
(Weyl, 1918) y (Quigg, 1993) de la posicion angular de la
particula como se muestra en la figura 3

La ecuacion de posicion de la particula no cambia bajo
la transformacion,

z—z'=ez, 17)
siendo (a) una constante real e igual para todos los
observadores, con los nimeros (1, €, ) formando una
estructura de grupo.

Laderivadadela posai’ci,én dela garticula transforma como:

4 —-ia AZ

W =e E, (18)
siendo su magnitud invariante,
dz'| |dz
dt| |dt|

Considerando la rapidez de la particula constante, la
aceleracion de la particula queda dada por:

dzZ’ :e—iad_zZ (19)
dr’ dr’’
siendo también invariante. Asumiendo la masa (m) de la
particula invariante, la fuerza centripeta sera igual para
todos los observadores ingrcialgs,
F.=F,. (20)

Por otro lado, la recalibracion de la posicion de la
particula se puede realizar también haciendo depender
la constante (o) del tiempo a = a(f). Haciendo uso de la
dependencia temporal de la fase a = a(), la transformacion
(17) puede ser escrita como:

z—oz'= ez, 21

La derivada de la ecuacion de posicion de la particula
en este caso transforma de la forma,
dz' _ 0 (~jz da  dz, (22)
dr
la cual no transforma como se muestra en la ecuacion (18),
obteniéndose una no invariancia. Sin embargo la invariancia
se recobra remplazando la derivada comun ? por la derivada
covariante (Quigg, 1993),

4 _d_d

i - 7 dr —+iA(t), (23)
0,

D — D'=D+iA(1)), (24)

siendo 4 = A(#) un parametro compensador (Quigg, 1993)
dependiente del tiempo. Por lo tanto, haciendo uso de la
derivada covariante la transformacion de la derivada de la
posicion de la particula queda dada por:
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Im(z) A

> Re(z)

Figura 3. Recalibracion de la posicion angular (0) del vector
representado por (z).

ﬁ_ —ia(t) dz 25
T 0 (25)
si,
da
Alt)y==—=, 26
(0) 7 (26)

con dimensiones de velocidad angular A(f) = w(f). De esta
forma, la exigencia de la invariancia de la derivada de la
ecuacion de posicion conduce a la introduccion de un término
compensatorio A(f) a través de la derivada covariante; ter-
mino que es interpretado como la velocidad angular de la
particula. Por lo tanto, la utilizaciéon del plano complejo
para la determinacion de la posicion de la particula, da la
posibilidad de introducir el concepto de invariancia gauge
en la descripcion del movimiento de la particula en rotacion.
La velocidad de la particula queda definida entonces por:
dz .da
v—Dz—E+z%z, (27)
siendo el término Re(v) = dt la componente radial de la
velocidad, y el término Im(v) = —~ z la componente de la
velocidad en la direccion tangenc1a1 de la particula. La
aceleracién se encuentra diferenciando la velocidad de
la particula,

a=(Dv)= (—+ lA(t))(—+ z%z) (28)

a=%-za’ +i(zd +2za). (29)

En la parte Re(a) = Z - zd?, el término (%) corresponde
a la aceleracion en la direccion radial debida al cambio
de la rapidez radial, y el término (-z&?) corresponde a la
aceleracion centripeta debida al cambio del vector velocidad
tangencial. En la parte Im(a) = z& + 2z¢a, el término (z&)
da la aceleracion de la particula en la direccion tangencial
debida al cambio en la magnitud de la velocidad tangencial,
y el término (2z¢) representa la aceleracion de coriolis, la
cual en parte es debida al cambio en la rapidez radial y al
cambio de la rapidez tangencial.

En la literatura (Fetter, et al., 1980) y (Kleppner, et al.,
1973) se encuentra la aceleracion de la particula escrita en
coordenadas polares como:

a=(i-rb* )r+(r¢9+2r¢9)¢9 (30)
cuya forma corresponde a la ecuacion (29). Finalmente, los
efectos dinamicos que obran sobre la particula son descritos
por las fuerzas,
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Tabla 1. Cuadro comparativo sobre el movimiento de una particula en rotacién haciendo uso de coordenadas polares y del

plano complejo

Coordenadas polares

Plano complejo

Posicion:
— A
Vyr=rr
Velocidad:

- o A e A
v=rr+r00

Aceleracion:
a=3-ré®+(r+20)0
Fuerza:

F=m(i —r0*)f + m(r6 +2ir0)6
_’ A 42 A
Fcentrifugaz mrr; Fcentripeta: —mr@-r

Ftangencia/ = ml"ee’ Fcoriolixz 2mr00

Posicion:
z=Xx+Iiy
Velocidad:

Aceleracion:
a=%-zd" +i(zd +2:d)
Fuerza:

F=ma=m(%—-za’)+im(zé +2zc)

T _ .2
Fvcen"if“ga_ mZ; F'centripeta_ mzo
tagencial: mza, E‘uriu/is: 2mZa

centriﬁ(ga: mz, Fcentripeta = _mZd27 (3 1)
Ftagencialz mza’ Fcariolis = ZmZa’ (32)

0,
F=ma=m( - za®) + im(zd + 2za). (33)

El resultado (33) es semejante al dado por (1), cuando
se hace un analisis sobre el movimiento de la particula en
rotacion haciendo uso de coordenadas polares (Kleppner,
et al., 1973). Finalmente se muestra un cuadro compara-
tivo entre el analisis que usualmente se realiza haciendo
uso de coordenadas polares y el que se propone haciendo
uso del plano complejo introduciendo el concepto de
invariancia gauge, como se muestra en la tabla 1.

Conclusiones

El esquema de la mecanica newtoniana permite hacer una
descripcion del movimiento de una particula en rotacion
respecto a sistemas de referencia arbitrarios. Bajo esta pers-
pectiva, se obtienen los efectos dinamicos; las fuerzas de
coriolis, centrifuga, centripeta y tangencial. Sin embargo, los
mismos efectos dinamicos pueden ser obtenidos elaborando
una formalizacion diferente, haciendo uso del plano complejo
y a su vez implementando el concepto de invariancia gauge
en la ecuacion de posicion de la particula.

La idea planteada constituye un aporte original y una
forma alternativa de enseflanza para abordar la fisica de
una particula en rotacién dentro de un contexto diferente
al usualmente establecido, lo cual permite crear un puente
entre el conocimiento adquirido por los estudiantes y las
nuevas ideas que utilizan los pensadores para la explicacion
de los fenomenos.

Este tipo de analisis muestra un aporte novedoso para
deducir las ecuaciones dinamicas de una particula en rotacion
y constituye una manera conveniente de familiarizar a los
estudiantes con temas contemporaneos de la fisica.

Se plantea una forma diferente y didactica de abordar el
movimiento de una particula en rotacion utilizando procedi-
mientos similares a la construccion de una teoria gauge local.
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