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I Ciencias de la tierra

Resumen

Se revisan cuatro modelos cuantitativos de redes de drenaje. La caracteristica principal de laredes es la autosemejanza.
Pero las redes no son deterministicas y es necesario tener en cuenta la variabilidad. El primer modelo es simple,
incorpora la variabilidad y es falsificable. Sin embargo, no reproduce las observaciones porque la consideracion de
la autosemejanza no es explicita. El segundo modelo corrige esta falencia, pero es determinista y no es falsificable.
El tercer modelo mantiene la autosemejanza, incorpora la variabilidad, pero no se ha puesto a prueba. El cuarto
modelo define un marco tedrico mas riguroso, aunque su verificacion empirica aun esta pendiente. Se concluye con
un corto analisis de las implicaciones de los modelos para la geometria hidraulica y la semejanza hidroldgica. ©
2018. Acad. Colomb. Cienc. Ex. Fis. Nat.
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Four Models of Channel Networks

Abstract

We review four quantitative models of drainage networks. The main characteristic of channel networks is self-
similarity. But networks are not deterministic, there is natural variability that needs to be taken into account. The first
model is simple, it takes into account variability and can be tested. Nevertheless, it does not reproduce observations
adequately because self-similarity is not explicitly considered in the model construction. The second model does
consider self-similarity in the construction but it does not take into account variability and it cannot be tested. The
third model considers both self-similarity and variability. The fourth model defines a firmer theoretical basis but
it also needs testing against observations. We conclude stressing the need for a thorough test of the model against
observations and analysing implications for hydraulic geometry and hydrologyc similarity. © 2018. Acad. Colomb.

Cienc. Ex. Fis. Nat.
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Introduccion

En el prefacio de su libro, Leopold (1994) anota que no
existe una teoria sobre la accion y el comportamiento de
los rios y que tal falta ha contribuido a su degradacion. Se
atreve a proponer una hipotesis para fundar esa teoria, y no
parte de cero, hay aportes anteriores importantes, algunos
de los cuales ¢l mismo ha contribuido a construir durante
una vida entera de trabajo practico y teorico. El concepto
principal de su propuesta es la aleatoriedad, pues las leyes
fisicas que controlan la formacion y la evolucion de los rios
no los determinan univocamente. En la medida en que hay
variabilidad y multiples origenes, por ejemplo el clima, hay
lugar a diferentes respuestas de los rios. Aunque elemental, y
probablemente facil de aceptar por lo general, este principio
tiene profundas consecuencias que no necesariamente se
incorporan en la teoria y la practica. A partir de este primer
principio el autor procede a proponer otros dos derivados.

El primero se refiere a que las estructuras y las formas
de los rios, asi como los ajustes ante eventuales cambios,
responden a lo mas probable, principio que sigue la linea
de los fundamentos de la mecanica estadistica. El segundo
principio derivado, que también se nutre con ideas de la
termodinamica, se refiere a la tendencia a minimizar el
trabajo total y la uniformidad en la disipacion de la energia.
Claramente, el principio basico de la aleatoriedad es nece-
sario. El primer principio derivado, en el que se observa
lo méas probable, es logico. El segundo, en cambio, no se
requiere de forma directa en este trabajo.
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Las redes de drenaje son auto formadas y auto mante-
nidas. Las regularidades que se observan son, por lo tanto,
el resultado de procesos de realimentacion complejos. La
funcion de las redes es el transporte de agua y de sedimen-
tos. En este sentido, el ambiente externo, la hidrologia, el
climay la litologia controlan su desarrollo y mantenimiento.
En la medida en que estos controles permanezcan estables,
hay lugar al equilibrio en las redes de drenaje. La red es
una entidad orgénica, un sistema, asi que lo que sucede en
una de sus partes afecta las otras, estabilidad que se refleja
en las numerosas regularidades observadas empiricamente.
Es claro que la estabilidad es estadistica y se observa a una
escala de tiempo geomorfologica, del orden de entre varios
aflos y varias décadas.

La red, sus caracteristicas topoldgicas, planares, altitu-
dinales y su geometria hidraulica, son el resultado de los
eventos formadores. En general, los flujos de agua y de
sedimento mas frecuentes no son los que forman la red, sino
los eventos de frecuencia intermedia, lo suficientemente
grandes como para tener capacidad geomorfolégica y lo
suficientemente frecuentes para que su efecto acumulado
deje la huella. Los eventos muy frecuentes son de menor
magnitud y no tienen capacidad de trabajo, en tanto que los
eventos extraordinarios son muy infrecuentes. En general,
la frecuencia efectiva de los eventos formadores disminuye
aguas arriba, es decir que en las cabeceras el principal
trabajo geomorfologico lo hacen los eventos mayores
y mas infrecuentes. La pregunta importante desde esta
perspectiva se refiere a la interpretacion de las marcas del
origen en la geomorfologia: ;como leer en las propiedades
geomorfologicas las claves para la hidrologia? (Leopold, et
al., 1964).

En escalas menores de tiempo, la forma de la tierra, asi
como las caracteristicas de la red y su geometria hidraulica,
determinan el movimiento del agua y los sedimentos. El
estudio de las crecientes, especialmente, debe incorporar la
geomorfologia. Se carece de datos sobre la gran mayoria de
cuencas, tanto en los paises menos desarrollados como en
los avanzados. Entre los hidrélogos ha habido un esfuerzo
en este sentido, cuya historia se remonta 100 afios (Dawdy,
et al., 2012), e incluye los estudios de regionalizacion, el
concepto de prediccion en cuencas sin medicion (Prediction
in Ungauged Basins, PUB) (Dawdy, 2007; Sivapalan, et
al., 2003), y el concepto de semejanza y homogeneidad
hidrolégicas. En los tltimos 30 afios, se ha desarrollado una
teoria no lineal con base geofisica (Gupta & Waymire,
1998; Gupta, et al., 2007; Gupta, 2016). Dado un campo
de precipitacion, la teoria requiere la prediccion a partir
de hidrografas de escorrentia en cada nudo de la red,
para lo cual es necesario un modelo que transforme la
lluvia en escorrentia (Furey, et al., 2013), e incorpore la
dinamica espacio-temporal del flujo en la red de drenaje
(Mantilla, 2007). Para modelar estd dinamica debe recu-
rrirse a la topologia, la geometria planar de la red y a su
geometria hidraulica.
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El concepto de semejanza juega un papel fundamental.
(Qué simetrias se mantienen ante los cambios de escala?
(Es posible usar las observaciones de una o varias cuencas
para extrapolarlas a otras de una misma regiéon homogénea,
con el correspondiente factor de escalamiento? ;Cual es el
factor de escalamiento?

Semejanza

Aunque el tema de la semejanza en fisica es muy amplio,
se intenta aqui un muy breve resumen (Gupta & Mesa,
2014; Barenblatt, 1996, 2003). La idea fundamental es que
las leyes de la naturaleza son independientes del sistema
de unidades que se escoja para las mediciones. Como con-
secuencia, estas leyes son invariantes ante los cambios de
escala. Matematicamente, esto se expresa mediante funcio-
nes homogéneas, lo que implica leyes potenciales. De alli se
desprende el teorema Pi de Buckingham, que permite sim-
plificar la matematica, por ejemplo, reduciendo el numero
de argumentos necesarios de las funciones que expresan una
ley fisica, o cambiando una ecuacion de derivadas parciales
por una ecuacion diferencial ordinaria. La mayoria de los
ejemplos exitosos de aplicacion del analisis dimensional
comparten una propiedad importante, que no siempre se
enfatiza, pero que es muy necesaria. Hay una manera clara
de separar entre variables importantes y aquellas que no son
significativas, bien por muy grandes o muy pequeiias.

Por ejemplo, es posible derivar la tercera ley de Kepler
usando solo el andlisis dimensional (Gibbings, 2011). La
variable de interés es 7, el periodo orbital del planeta que
depende de su masa m, la masa del Sol M, las dimensiones
de la orbita representadas por los semiejes de las elipses
a'y b, y la constante universal de gravedad G, lo cual da
origen a tres productos, uno que involucra el periodo y otros
dos independientes, que pueden ser a/b o, en términos de la
excentricidad, e*= 1 - (b/a)?, y el otro, la relacion entre las
masas, m/M. Es decir,

GMT?
PR f(m/M,e).

Aunque esta aplicacion del teorema Pi es un avance
importante, es posible ir mucho mas alla si se considera que
los dos numeros adimensionales, argumentos de la funcion
a la derecha, son pequefios y, por lo tanto, no deben tener
un papel significativo. Esta consideracion, importante desde
el punto de vista fisico, se traduce en términos matematicos
en que la funcién ftiende a un limite no trivial cuando sus
dos argumentos tienden a cero. En este contexto, no trivial
significa que el limite es un nimero diferente a cero o a
infinito. Con base en otros argumentos, se sabe que en este
caso el limite es 47°. En general, se dice que un problema
es “autosemejante de primer orden” si existe el limite de
la funcién f'y este limite no es trivial cuando alguno de los
productos adimensionales va a cero (o a infinito, si se toma el
reciproco) (Barenblatt, 2003).

Sin embargo, hay muchos casos en los cuales un pro-
ducto adimensional no se puede despreciar a pesar de ser o
muy grande o muy pequefio. Matematicamente, esto significa
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que el limite de f'no existe o es trivial (cero o infinito). En
estos casos, se pierde la capacidad de simplificacion de la
autosemejanza de primer orden. No se pueden despreciar
las variables correspondientes que, aunque pequefias, siguen
teniendo un papel. No obstante, existe una generalizacion
del concepto de autosemejanza que se puede aplicar a
aquellos casos para los cuales existe el limite trivial. Dicha
generalizacion consiste en suponer que el limite (a cero o a
infinito) es potencial. Esto se conoce como “autosemejanza
asintdtica de segunda clase”. Barenblatt (1996) desarrolla
el concepto con mayor profundidad. Para determinar los
exponentes, los cuales son andémalos, es decir no son los
que indica el analisis dimensional, se requiere de otras
herramientas, como los ‘grupos de renormalizaciéon’ en
mecanica estadistica, por ejemplo. En general no es posible
su determinacion mediante el analisis dimensional.

Un ejemplo simple es la determinacion de la longitud
de una curva fractal, en contraste con la de una curva suave
(Barenblatt, 2003). Sea L, la longitud de la poligonal de
segmentos de longitud & que aproxima una curva continua y
va entre dos puntos separados por la distancia 7. L, depende
de los dos parametros dimensionales # y &. La aplicacion del
andlisis dimensional da que L,y = nf(n/§). Para una curva
suave, por ejemplo un semicirculo, a medida que & — 0 el
argumento #/¢ — oo, la funcion f'va a un limite no trivial, en
este caso 7/2, en tanto que para una curva fractal, el limite
de f cuando n/¢ — oo es infinito. De hecho, a partir de la
geometria fractal se sabe que

S @l&) = /)P,

El exponente anémalo D > 1, es decir, la dimension frac-
tal, no se puede determinar a partir del analisis dimensional.
Barenblatt (1996) presenté un método para proceder en
estos casos, y numerosos ejemplos de turbulencia, relacio-
nes alométricas en biologia y aguas subterraneas, entre otros.

Las propiedades empiricas observadas en las redes de
drenaje y la geometria hidraulica sugieren que ocurren el
escalamiento y la autosemejanza, no de primer orden, sino
de segunda clase.

Las leyes de Horton

Horton (1945) descubri6 las leyes que llevan su nombre en el
analisis cuantitativo de redes de drenaje extraidas de mapas.
La motivacion original era la definicion del tamafio de un
rio a partir de la jerarquia de sus tributarios. El método mas
usado para definir la jerarquia en un patrén de ramificacion
es el método de ordenamiento de Horton—Strahler, también
conocido como el método de Strahler (Strahler, 1952;
1957), el cual modifica ligeramente el ordenamiento origi-
nal de Horton. El ordenamiento de Strahler asigna el orden
o = 1 a todos los nacimientos, es decir, las corrientes que
no se bifurcan cuando se recorren hacia aguas arriba. Estas
corrientes corresponden al mayor nivel de resolucion para
la red y, por lo tanto, definen la escala espacial. Al avanzar
aguas abajo, cuando dos corrientes de igual orden w se
juntan, forman una corriente de orden @ + 1. Cuando dos
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corrientes de orden diferente se encuentran, el canal aguas
abajo preserva el orden del mayor de los dos. Esto se aplica
a lo largo de toda la red, y ordena todos los segmentos
(tramo de rio entre dos confluencias consecutivas, o entre
un nacimiento y la siguiente confluencia, o entre la ultima
confluencia y la salida de la cuenca). El orden a la salida
se denota como Q. Seglin esta definicion, cualquier red
tiene Ginicamente una corriente (sucesion consecutiva de
segmentos del mismo orden) de orden 2, que también se le
asigna a la cuenca. En un mapa este ordenamiento de Strahler
es equivalente uno a uno al procedimiento de poda (como si
fuera un arbol, de hecho las redes son arboles de acuerdo a la
teoria matematica de grafos). Es decir, si todos los segmentos
de orden 1 se podan y se reordena la red, los segmentos
originales de orden 2 son ahora de orden 1, los de orden 3
pasan a ser ahora de orden 2, y asi sucesivamente. El orden
de la cuenca decrece hacia una unidad y el procedimiento de
ordenacion pone de presente la estructura de ramificacion y
autosemejanza. Toda subcuenca es una cuenca.

Este ordenamiento sirvid para encontrar las leyes de
composicion de Horton, también conocidas simplemente
como leyes de Horton. La mas conocida es la ley del nimero
de corrientes N, de orden w en una cuenca de orden Q.
Tradicionalmente, le ley se escribe como

w
Ny

El nimero R; se denomina la relacion de bifurcacion.
Las observaciones en redes reales indican que hay un rango
estrecho de posibles valores de Rjp, tipicamente entre 3 y
5. Estas leyes no son formales, no se han demostrado con
base a primeros principios, son de caracter estadistico, es
decir hay lugar a la variabilidad. Sin embargo, se reportan
ampliamente para redes de drenaje en diversidad de
ambientes. Se han observado relaciones semejantes para
la longitud, la pendiente, el area y otras variables de la
geometria hidraulica. Como se verd, se puede demostrar la
existencia de las leyes de Horton en varios de los modelos
propuestos, como el modelo de Shreve o el modelo de
ramificacién geométrico.

El modelo de Shreve

Shreve (1966, 1967, 1969, 1974) desarrolld el llamado
modelo aleatorio de las redes de drenaje, lo que aportd el
primer intento de explicacion teodrica de las observaciones
condensadas en la ecuacion (1). El modelo tiene tres pro-
piedades muy importantes. Como se vera, se fundamenta en
muy pocas premisas que, ademas, son simples. Esta primera
caracteristica es clave en un modelo, que no es otra cosa que
un instrumento para comprender la realidad. No tiene mucho
sentido que el modelo sea tan complejo como la realidad.
La segunda propiedad del modelo es que involucra la varia-
bilidad, lo que coincide con el principio fundamental de
Leopold del que se habl6 en la introduccion. Consecuencia
directa de esta propiedad es que se observa lo mas proba-
ble. La tercera propiedad es que el modelo se puede verificar,

=~ Rpg, 1<ws 0. (D).
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o falsificar. Esta caracteristica es esencial en la ciencia. Los
modelos ajustables no permiten avanzar en la comprension.
En general, es facil obtener un resultado determinado de
varias maneras, algunas por razones equivocadas. La unica
manera de avanzar en el conocimiento es poniendo a prueba
lo que hasta el momento se toma como verdad. El modelo
aleatorio de Shreve cumple con esta propiedad y las otras
dos sefialadas antes. Como se vera, la evidencia con la que
se cuenta apunta en contra del modelo, es decir el modelo
no pasa la prueba. A continuacion se ilustran estas ideas con
predicciones contrastadas con observaciones. Otras fuentes
que pueden consultarse en este sentido son los estudios de
Mesa (1986), Mesa & Gupta (1987), Mantilla, et al. (2000)
y Troutman & Karlinger (1998).

Hipétesis del modelo aleatorio

En el modelo aleatorio tiene un papel importante el con-
cepto de magnitud de un segmento, que cuenta el nimero
de fuentes aguas arriba. La primera hipotesis del modelo es
que todas las redes topoldgicamente diferentes (RTD) de
igual magnitud m, son igualmente probables. La segunda es
que las longitudes y las areas de los segmentos de una red
provienen de variables aleatorias independientes. Con estas
pocas hipotesis es posible construir la teoria. El niimero
de las RTD de magnitud m crece muy rapido con m, lo
que da origen a una convergencia estadistica en el mismo
sentido de la ley de los grandes ntimeros y del teorema del
limite central.

Numero de las RTD de una magnitud dada

Sea a,, el nimero de las RTD de magnitud m. Toda red de
magnitud m > 1 puede concebirse como compuesta por dos
subredes: de magnitud & la de la izquierda y, por lo tanto,
m - k, la de la derecha. El nimero de posibles RTD a la
izquierda es a; y a la derecha es a,,;. Con base en el principio
multiplicativo, hay a,a,,, maneras de que esto ocurra. Ahora
k puede tomar cualquier valor entre 1 y m - 1. En resumen
se tiene que i

am = Z A Ak
k=1
Al aplicar la formula recursivamente se tiene que

{a,} = {1,1,2,5, 14,42, 132, 429, 1430, 4862, ...}.

La funcion generatriz A(x) =, a, X" permite obtener
una formula explicita, pues si se aplica a la anterior ecuacion
de recurrencia se tiene A(x) = x + A2 (x). Las funciones
generatrices son una poderosa herramienta para resolver
multiples problemas que, de otra manera, serian intratables,
pero su potencial raramente se explota. En realidad, son un
caso particular de la familia de transformadas, entre las que
se encuentran la transformada de Laplace, la funcion carac-
teristica y la funcion generatriz de momentos. Se pueden
encontrar mayores detalles en Feller (1968). Recurriendo
al algebra elemental se obtiene A(x) = ( I—M)/Z, que se
expande en series usando el teorema binomial y, por lo
tanto, es una formula explicita para los coeficientes

a =1, para m = 2.
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= 2m1—1 (2mn; 1)~ nfzv%

La ultima aproximacion! usa la formula de Stirling
(1730): nl~n" e"\27n, que da excelentes aproximaciones
incluso para valores moderados de n, por ejemplo, 1!=0,9221;
21=1,919; 51=120=118,019; 10!=3 628 800=3 598 600
(Feller, 1968).

Se invita al lector a tomar papel y lapiz y hacer un
esquema de las diferentes redes para una magnitud siquiera
de 6. También es instructivo seguir el detalle de cada uno de
los pasos de esta y las siguientes demostraciones.

Bifurcacion: ley de los grandes niimeros

Sea N,(m) el nimero de corrientes de orden @ en una red
tomada al azar entre la poblacion de las RTD de magnitud m.
Segun la hipotesis del modelo, N,(m) es una variable alea-
toria cuya distribucién de probabilidades se puede calcular
y, por lo tanto, también su media y su varianza.

Sea b,,; el numero de las RTD con magnitud m y con
k corrientes de orden 2. Por lo tanto, al aplicar la hipotesis
y la formula elemental de probabilidad como la fraccion
entre el nimero de casos favorables sobre el nimero de
casos posibles, b
Pr{N, (m) =k} =3

Se va a demostrar que cuando m — o, E[N, (m)] crece
como m/4, mientras que Var[N, (m)] crece como m/16, por
lo tanto, Var[N,(m)/m] — 0y se tiene la convergencia en una
probabilidad de N,(m)/m y una constante de

n—oN|(m) n—w m

Este resultado, aplicado repetidamente usando el argu-
mento de la poda, explica la ley de bifurcacion de Horton
(ecuacidn (1)). Sin embargo, con la limitacién de que asin-
toticamente R,= 4.

Para proceder a la demostracion se escribe una ecuacion
en recurrencia para b, usando los mismos argumentos
que en la seccion anterior: descomposicion en subredes y
funciones generatrices,

b1,0: b2,1 =1,
bm,k=mi Zk: bij byixy, pParam >3y para cualquier £.

=1 j=0

Sea B, (v) = Xbui ", luego B, (1) = a,, B: (v) = 1, B, (y) =
y,yparam=>3

b1 y= by, =0, para otros k,

B.()=5. BO) Bui0).
La tarea es calcular E[N, (m)] y Var[N, (m)],

—, con
m am

E[N,(m)] = Cm =X, Kbme = Bn(1),

"Explicacion de la nomenclatura: si u y v dependen de la variable x
que tiende a un limite, digamos a, se dice que u = O(v), y se lee que
u es del mismo orden que v, si en el limite u/v permanece acotado.
Se dice que u es de un orden menor que v y se escribe u = o(v), si
u/v — 0. Por ultimo, se dice que u es asintotica a v cuando x —
a'y se escribe u ~ v, si u/v — 1. Nétese que en este caso el error
relativo entre u y v, (u — v)/v tiende a cero.
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que se obtiene de tomar la derivada en la ecuacion para B,
(), luego

C1=0,

m-1
Cmn=2Y cay_;, param=3.
i=1

C2=1,

Por lo tanto, C(x) = Y c,x™, la funcion generatriz de la

secuencia c,, satisface
x? = 2m -5
S e
1—4x m—2

m=2

C(x) =x2+2C(x)A(x) =

de donde se puede calcular

G mim-1)

1 ey T 2(2m-3)
2Zm—1" m

E[N;(m)] =

Ahora, usando la segunda derivada de B se procede al
calculo de Var[N, (m)],

k(k—=Dbmi _ dm
am T am

E[N, (m)(Np(m) = 1)] =3,

donded, = By(1) = 2% [diam—; + cicm—i}, param>2yd,=
d,= 0. Luego la funcidn generatriz cumple

>

) 2C%(x)
2x* N 2m—-8)
= T :Tn;z(zm—n( m_4)x .

Recordando la formula de la varianza, se tiene que

_m(m—1)(m—2)(m - 3)

Var[N,(m)] = 4(Zm — 3)(2m —5)
_m(m—1)(m—2)(m - 3)
~ 2(2m-3)2(2m-5)

m(m—1) m(m — 1)]Z
22m—3) 2@m-3)!

Esto completa la demostracion.

La importancia del célculo de la varianza y del limite
(ley de grandes nimeros) que se desprende reside en la
posibilidad de contrastar la variabilidad natural con las pre-
dicciones del modelo mediante pruebas estadisticas, como
se ilustrard mas adelante.

Ley del nimero de segmentos de Horton

Con base en el mismo tipo de argumentos, Mesa (1986)
encuentra una ley de grandes numeros para S, (m), el
numero de segmentos de orden @ en una red de magnitud m
que explica la ley de Horton para el nimero de segmentos,
con relacién R.. Paraw =2y m — o

E[S;(m)] ~7 y Var[s;(m)] = 0(m).

Por lo tanto, como S, = m, se tiene la siguiente
convergencia en probabilidad cuando m — o

S;(m

R, = lim 2(m)

n-e 51 (m)

=1/2.
Ley de longitudes de Horton

De acuerdo a las hipdtesis las longitudes de los segmentos
son variables aleatorias independientes idénticamente distri-
buidas £, con media 4. Luego, del anterior resultado se deduce
que la relacion entre L, (m), la longitud de una corriente de
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orden 2 y L, (m), la longitud de una corriente de orden 1,
tiende a la siguiente relacion de longitudes cuando m — oo

_E[L(m)]
= A By
entonces, claramente E[L, (m)] = A. Para calcular el valor
esperado de L, (m) se pueden sumar las longitudes de
todos los segmentos de orden 2 y dividir por el numero de
corrientes,
1 sm

Zfi =F

S, 1 sm
1 2(m)/m o ]=24
Ny(m) &

E[L,(m)]=E [ No(m)/mSy(m) &

Si la media de las longitudes de los segmentos exter-
nos y los internos no es la misma, R, debera afectarse por
la relaciéon entre estas. Ademas, usando el argumento del
podado, la extension a los ordenes subsiguientes no es
directa, en vista de que en las corrientes de orden w > 3
habra otros segmentos no contabilizados en este calculo
como resultado de los tributarios laterales de orden menor
aw - 1. Como en el caso de la relacion de bifurcacion,
asintoticamente el modelo esta limitado topologicamente
aR,=2.

Ley de areas de Horton

Con base en un argumento semejante al anterior y en
la hipdtesis sobre la independencia de las areas de los
segmentos, asi como la ley de grandes numeros de la teoria
de probabilidades para un nimero aleatorio de sumandos,
se obtiene directamente la ley de Horton para las areas,
puesto que una red o subred de magnitud arbitraria k tiene
exactamente 2k — 1 segmentos.

Relacion entre el area y la longitud

Bajo la hipotesis adicional de que la longitud de los seg-
mentos es exponencial, Mesa (1986) (ver también Mesa &
Gupta, 1987) encontr6 lo siguientes resultados para D,, el
diametro de una red de magnitud m cuando m — oo,

E[D,,] ~ \Ndzm y Var[D,,] ~ 4=(x - 3) A°m/3.

No hay pues ley de grandes nimeros para esta variable,
sino convergencia en la distribucion cuando D,, se escala
con m®>, es decir, es diferente de los casos anteriores, en
los cuales la varianza tiende a cero (Mesa, 1986; Gupta, et
al., 1990). En la literatura se ha reportado la famosa Ley de
Hack (1957) y pueden consultarse también otros estudios
posteriores de Mueller (1973), Eagleson (1970) y Shreve
(1974), en los cuales se indica que el exponente del area
para calcular la longitud del canal principal es del orden
de 0,5533 para cuencas con un rango de siete ordenes de
magnitud en todo el mundo. Se ha reportado que cuando
se separan los datos por rango de areas, el exponente es
aproximadamente de 0,6 para cuencas menores de 20.000
km?, de aproximadamente 0,5 para cuencas de hasta 250.000
km?, y para cuencas mayores decae a 0,466. Los resultados
del modelo permiten calcular el valor del exponente para
cualquier valor de m; especificamente para 10, 100 y 500,
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los exponentes son 0,608; 0,530 y 0,513, respectivamente.
Todo indica que las discrepancias son significativas (ver
Figura 1).

Relacion entre magnitud y orden

Sea M, la magnitud de una red de orden w; dado que
intuitivamente se sabe que cuando la magnitud aumenta,
también aumenta el orden, es posible calcular los momentos
asintéticos de la distribucion de M, cuando m — oo,

E[M,] ~2?*1/3+1/3 y Var[M,] ~ 0.4E}[M,].

No hay, pues, ley de grandes niimeros para esta variable,

sino la indicacion de una convergencia en la distribucion
cuando se escala adecuadamente.
En un estudio de muchas cuencas de los Estados Unidos,
Peckham (1995b) encontrd desviaciones muy grandes entre
las observaciones y las predicciones. Las observaciones para
una de las cuencas consideradas fueron: {M,} = {1,3,14,63,3
18,1643,5859,31764}; En tanto que las predicciones fueron:
{1, 3, 11,43, 171, 683, 2731, 10923}.

Evidencia empirica

Parece haber un patron en las desviaciones entre las
observaciones y las predicciones. En primer lugar, cuando
se evalua la varianza en el modelo, las desviaciones son muy
significativas, varias desviaciones estandares por encima del
valor esperado. En segundo lugar, las desviaciones parecen
estar siempre en el mismo sentido. Las cuencas naturales
tienden a ser mucho mas esbeltas que las predicciones del
modelo. Por ejemplo, para un orden dado, la magnitud
observada es muy superior a la prediccion, lo que quiere
decir que el modelo subestima la tendencia a que haya mas
tributarios laterales de orden menor. Este punto quedara mas
claro al estudiar el modelo de Tokunaga

10000: T T T T T T

F ® 57
= o 0L ]
< I S - E
— .-
= 1000} % ° i
= E 5o - E
] E SR E
=
£ : e
— e i
g 100 SR S 3
s ; o ]
© I S
= L
£ 10 -

L <X &
= F, oo%

PG, -

1 _ 1 1 1 1 1 1

10° 10 10? 103 104 10° 100 107
Area (km?)

Figura 1. Diagrama de dispersion entre la longitud y el area para
461 cuencas en todo el mundo, incluidas las mayores (elaboracion
propia a partir de datos de Hack (1957), Langbein, et al. (1947)
y Leopold, ef al. (1964)). La linea continua tiene tramos de
pendientes de 0,6, 0,5 y 0,466, respectivamente. La linea punteada
tiene una pendiente de 0,5533 y esta desplazada verticalmente para
mejorar la visibilidad.
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Modelo de Tokunaga

La propiedad fundamental de las redes de drenaje que cap-
tura el modelo deterministico de Tokunaga es la recursivi-
dad o autosemejanza; las redes resultantes se denominan
arboles topoldgicamente autosemejantes (ATS). Las fuentes
principales para esta seccion son los estudios de Tokunaga
(1978, 1966), LaBarbera & Rosso (1989), de Vries, et
al. (1994), Peckham (1995a, b), Peckham & Gupta
(1999), Rodriguez-Iturbe & Rinaldo (2001), y Mantilla,
et al. (2000).

Eiji Tokunaga introdujo el modelo que lleva su nombre
(Tokunaga, 1966, 1978) basandose en el ordenamiento
de Strahler y usando una construccion autosemejante. A
diferencia del modelo de Shreve (1967), este es determi-
nistico, y no incorpora la variabilidad estadistica observada.
La topologia es recursiva, como se explica a continuacion,
y la longitud de todos los segmentos se asume constante,
igual a .

Peckham (1995a) mostr6é que, a pesar de que geomé-
tricamente es muy simple y su Unica estructura es la recur-
sividad topologica, el modelo de Tokunaga tiene capacidad
de describir varias de las propiedades observadas en las
redes de drenaje naturales. Por ejemplo, la relacion de la
bifurcacion en las redes naturales estd en el rango de 3 <
Rz< 5, 1o que el modelo de Tokunaga puede representar, en
tanto que el modelo aleatorio predice Rz= 4.

Construccion

El concepto clave para la construccion de los arboles es el
generador de tributarios laterales 7,4, que es el nimero
de corrientes de orden w — k que lateralmente se unen a las
corrientes de orden w. Como las redes naturales exhiben
variabilidad, T,,.; se puede interpretar como el niimero
medio. Es decir, se considera la clase de redes determi-
nisticas en la cual toda corriente de orden w tiene dos tri-
butarios aguas arriba y T, tributarios laterales de orden
- k donde w varia entre dos y el orden de la cuenca Q, y &
variaentre 1 yw - 1.

Los arboles topoldgicamente autosemejantes (ATS) son
un subconjunto de esta clase para los cuales los generadores
cumplencon 7,,,_,= T}, k=2, 3, ---. Es decir, los generadores
solo dependen de la diferencia de ordenes, no del orden
mismo. Si los generadores se organizan en forma matricial,
resulta una matriz de Toeplitz para los arboles auto-seme-
jantes, pero Tokunaga impuso mas restricciones en los
generadores, considerando que T}/, =c, k=2,3, -,y
T\= a, donde ¢ y a son parametros constantes asociados a
la topologia de una red particular. Esto lleva a la siguiente
expresion para los generadores,
k=1,2,-, 2)
lo cual representa los ATS promedio (Dodds & Rothman,
1999). Estos parametros se pueden estimar a partir de las
observaciones en una red natural. La figura 2 muestra
ejemplos de orden 4. La tabla 1 presenta los valores promedio
con los parametrosa=1y c=2.

— k-1
Ti=ac"', -
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ALK %
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Figura 2. Arboles autosemejantes de orden 4. (a) 7,= 0 para todo
k;(b) T'=1, T,=0parak>1;(c) T,=0, T;=2*?para k > 1; (d-f) T}
= 2*Ipara todo k. Los grados de libertad se ilustran de izquierda a
derecha (tomado de Peckham, 1995b).

(b

=

T A

~
e}
~

Tabla 1. Valores para el modelo autosemejante con los parametros
a=1yc=2,los cuales corresponden a Rz=4, Ry=4,y Rc=2, lo
que equivale al modelo promedio de Shreve (tomado de Peckham,
1995b). C, y T, se definen en las secciones sobre “Construccion” y
“Ley del numero de segmentos”, respectivamente.

N, M, C, T,

1 10923,0 1,0 1,0 1,0
2 2731,0 3,0 2,0 2,0
3 683,0 11,0 4,0 4,0
4 171,0 43,0 8,0 8,0
5 43,0 171,0 16,0 16,0
6 11,0 683,0 32,0 32,0
7 3,0 2731,0 64,0 64,0
8 1,0 10923,0 128,0 128,0

Sea N, el niamero de corrientes de orden w. De la
definicion de los ATS se desprende la siguiente ecuacion de
recurrencia para N, es decir, el nimero total de corrientes
de orden w en la red:

Q-w
No=1, y Ny=2Ny41+3 TjNyyj, para w=0-1,0-2,-1.
j=1

La ecuacién esta expresada para proceder recursiva-
mente con el calculo desde el orden mayor Q hasta el orden
menor 1. El primer término de la derecha expresa el hecho
de que por cada corriente de orden @ + 1 se requieren dos
corrientes de orden @ que la preceden aguas arriba, mas las
demas tributarias laterales de orden @ que caen en canales
de orden mayor a w, las cuales estan contabilizadas en el
segundo término.

Peckham (1995b) analiz6 varias cuencas. La tabla 2
presenta los valores promedio observados para la cuenca del
rio Kentucky y la tabla 3, las predicciones del modelo de
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Tokunaga. La ecuacion (3) muestra la matriz de tributarios

laterales ((7,,0-1)), @ =2, 3,---, Q@ k=1,2, .-, Q - 1 para
esta cuenca:
1,1 0 0 0 0 0 0
32 1,1 0 0 0 0 0
7,6 2.8 1,2 0 0 0 0
T=|15,6 6,2 29 10 0 0 0 3)
548 203 10,8 32 18 0 0
870 270 160 53 20 1,0 O
408,0 115,0 40,0 20,0 120 3,0 1,0

Ley de bifurcacién de Horton

MacConnell & Gupta (2008) demostraron la ley de Horton
para los ATS usando funciones generatrices para la secuencia
N, vy los generadores de Tokunaga. Es decir, demostraron
que N,/N,., converge en Ry en el limite cuando Q - w —
. El limite aplica para corrientes de orden pequefio, w =
1,2, -, amedida que el orden Q — oo. La interpretacion de
este limite de MacConnell & Gupta (2008) es la siguiente:
“Note que si el orden de la red Q puede incrementarse, es

Tabla 2. Mediciones para la red de drenaje del rio Kentucky
(tomado de Peckham, 1995b)

N, M, C, Ay L,
1 25428 1 1,00 0,30 0,43
2 5433 3 2,00 1,30 1,07
3 1241 13 5,00 6,50 2,45
4 264 58 11,90 29,90 5,45
5 63 247 25,00 130,80 12,12
6 12 1319 86,30 697,50 44,65
7 3 5156 129,00 2691,10 62,69
8 1 25428 561,00  13499,30 274,95

Rg Ry Rc R, R,

4,60 4,50 2,40 4,70 2,50

Tabla 3. Valores correspondientes al rio Kentucky en el
modelo autosemejante con los parametros a = 1,2 y ¢ = 2,4
(tomado de Peckham, 1995b)

N, M, C., T,
1 24572,7 1,0 1,0 1,2
2 5408,7 3,2 2,2 2,9
3 1190,8 13,1 5,1 6,9
4 262,5 58,1 12,0 16,6
5 58,1 2625 28,6 39,8
6 13,1 1190,8 68,4 95,6
7 3,2 5408,7 163.,9 2293
8 1,0 245727 393,3 550,4

Rg Ry Rc

4,5 4,5 2,4
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de esperar que haya mas corrientes. Sin embargo, cuando
todas las corrientes de los 6rdenes menores w y @ +1 en una
cuenca de orden muy grande Q se cuentan, es de esperar
que se ha contado una porcidn significativa de los tributarios
laterales, y que por tanto la relacion de bifurcacion observada
se acerca a la relacion tedrica. Este argumento clarifica el
uso del limite, Q - w — ©”.

El primer paso es la sustitucion ¢, = Ng con la que se
reescribe la ecuacion de recurrencia cokmo

bo=1,91=2+a, ¥ dp=Q2+)pp1+2) Iy ;, para k>2.

j=2
Si @(z) =Y @, z, es facil ver que
2
D(z)=1 +(2+a)z®(z)+%<b(z),
lo que se resuelve en
1—cz
O(x)= ———,
(n—2)(r,— 2)
con 1, =[(24+a+c)+V(2+a+c)?2—8c]/(4c), y las raices
del denominador 1 — (2 + a + ¢) z + 2¢z* Para la expansion
en series se procede mediante el método tradicional de
fracciones parciales con coeficientes indeterminados para
obtener ;= (ar, " *V+ Bry®D)/(2¢). Por lo tanto, el resultado
de interés para la relacion de bifurcacion es
gy 1 2+a+c)+V(2+a+c)2—8¢
R, =lim = = .

kow A Tz 1 2

En otras palabras,
. N, (24+a+c)+V(@2+a+c)?—8¢
lim =Rb = .
Q-w-0 Ny g 2
Notese que los arboles del modelo aleatorio son también
autosemejantes en la media con a = 1 y ¢ = 2. En este caso,

la prediccion del modelo de Tokunaga Rz= 4 concuerda con
las del modelo aleatorio (Shreve, 1967) (Tabla 1).

Ley de magnitudes

A partir del anterior resultado, MacConnell & Gupta
(2008) también dedujeron una ley de Horton para la magni-
tud M,, de una corriente de orden w, y para w = 1,2,--. Notese
que todos los arboles de orden w en cualquier ATS tienen
la misma M,,. La siguiente ecuacion evidencia claramente
la construccion:

w=1
M'|= 1, y MwZZMw_1 + ZTka—kl para w> 1.
k=1

Notese el parecido de esta expresion con la corres-
pondiente para N, y el cambio subsiguiente en los sub-
indices. La identidad M, = Ny, se demuestra facilmente
por induccion: claramente M, = No= 1, ahora se asume para
j — 1y se demuestra para j usando la expresion de recurren-
cia para M;. No es sorprendente, entonces, que exista una
ley de magnitudes de Horton con una relacion Ry, igual a la
relacion de bifurcacion,

lim Mozt Ry = Ry,
Q—w—-oo MQ— ©
donde Ry, = R es la relacion de magnitudes de Horton. Las
observaciones soportan esta ley (Peckham, 1995b).
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Ley del niimero de segmentos

Sea C, el numero de segmentos en una corriente de orden
w en un ATS. Como en el caso anterior, todas las corrientes
del mismo orden tienen igual nimero de segmentos, que es 1
mas la suma del nimero de sus tributarios laterales, es decir,
C,=1+Z% T, Existe una ley de Horton para el nimero
de segmentos, con la correspondiente relacion de segmentos
Rc=lim Cy.,/Cy. Para los generadores de Tokunaga es facil
mostrar que Rc=c.

Leyes geométricas de Horton

Las anteriores leyes topologicas se generalizan en leyes geo-
métricas si se asume la segunda hipotesis de Shreve. Es decir,
se tendrian una ley de longitudes (proporcional al nimero de
segmentos) y una ley de areas (proporcional a la magnitud).

Fractalidad

Es apenas natural que un arbol autosemejante sea fractal
(ver, por ejemplo, en Feder, 1988, detalles sobre los
fractales). Para investigar esta propiedad se requiere asumir
una estructura geométrica. La mas simple es la que asume
que todos los segmentos tienen igual longitud.

Una manera comoda de estudiar este tema es proceder a
una construccion iterativa semejante a la empleada para otros
fractales, construccion que es equivalente a la definicion. Se
inicia con la corriente de orden mayor £, que se asume de
longitud unitaria. En cada etapa sucesiva k se incorporan las
corrientes de orden Q - k, para k= 1,2, -, Q - 1. En la
etapa k se tiene un pre-arbol binario con n; pre-segmentos.
Lo equivalente a la magnitud en esta etapa es el nimero de
segmentos externos en el pre-arbol, que es N, _;. Luego,

ng = 2Ng_y — 1 ~ 2RE.

Como factor de escala ¢, para las longitudes en esta
etapa se toma el inverso del nimero de pre-segmentos en la
corriente principal (que tiene longitud unitaria):

ek = (Cep) ™ ~ RG".

Luego, la dimension fractal se calcula por la formula

usual como

. —logn, logR,
Dr = Iil—q}o loge,  logR, "

Como R = R,y la longitud de los segmentos son cons-
tantes, la relacion de longitudes de Horton es Rc = R;, y se
sigue que R, =R A”DT . Para las redes naturales se ha observado
que 1,7 <D,< 1,8. La clase de arboles ATS predice valores
de D, menores o iguales a 2.

Ley de Hack

Debe recordarse que se ha reportado que L = ad’, con f
mayor que 0,5. La autosemejanza de un ATS tiene algo que
decir sobre este exponente. Supongase, como en el caso
anterior, que el area de una subcuenca es proporcional a su
magnitud y que la longitud de una sucesion de corrientes es
proporcional al numero total de segmentos en la sucesion.
Sean L; y A, la longitud y el area promedio de los segmentos
de orden 1, luego Aq=A;Mq/M; = A;R3. Para los ATS, el
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canal principal estd formado por una cadena de corrientes
de ordenes sucesivos desde 1 hasta Q, luego Lo, = YL, =
YLiR®™1= L (R?-1)/(1-R,). Por lo tanto, el exponente
p se puede calcular a partir de
_ . logly logR. 1
B_rlzllzlo logA,  logR, Dy
Noétese que segliin el modelo de Tokunaga, el expo-
nente de Hack es f = 1/D;> 1/2, en concordancia con las
observaciones.

Cola de la distribucion de magnitud

Un resultado importante observado en redes de drenaje
naturales (de Vries, 1994) tiene que ver con la distribucion
de la magnitud M de un segmento tomado al azar entre
todos los segmentos que conforman una red de orden Q
suficientemente grande:

Pr{M>m}~m*r, cuando m — o,

donde

ar=1-— logi =1- i

logR, Dy
Es decir que a;+ f = 1. La demostracion de este resul-
tado se apoya en la relacion existente entre la magnitud y
el orden en los arboles topologicamente semejantes. Sea
W el orden de un segmento tomado al azar entre todos los
segmentos de un ATS de orden Q. La siguiente expresion de
la probabilidad de que esta variable aleatoria tome un valor
particular es simplemente el cociente entre el numero de

segmentos de tal orden y el nimero total de segmentos:
Pr{W = w} = M .
k=1 NicCic
Asumiendo que Q es grande y haciendo uso de la ley de
Horton, N,~R2~®*l y ¢, ~cR®™L, se puede aproximar la
anterior probabilidad como

Pri{W =} =p>' (1 - p)(1-p9",
donde p=R./R3< 1, que tiende a una distribucion geométrica
cuando Q) — oo por lo tanto,
Pr{W>w} ~ (R/Rz )*".

Ahora, para un ATS, todos los pre-arboles completos
de orden w tienen la misma magnitud m, ~ Rz® que para
un Q grande y todos los segmentos de tal pre-arbol tienen
una magnitud menor o igual a m,, o sea que la magnitud
del segmento de la raiz del pre-arbol es exactamente
igual y el resto es menor. Por lo tanto, la magnitud de un
segmento solo puede ser mayor que m,, si su orden es mayor
que w. Asimismo, el orden de un segmento solo puede ser
mayor que o si su magnitud es mayor que m,,. Es decir, los
siguientes eventos son equivalentes:

W > w(m) M>m,,.
Por lo tanto, como w(m) = log m/log R, se tiene
log m 1
Pr{M > m}~(R./Rg)°¢Re "=(m/Rp) T,
con ar=1 - log R./log R, Claramente, ar< 1/2, lo que con-
cuerda con las observaciones hechas (Peckham, 1995b).

siy soélo si

Cuatro modelos de redes de drenaje

Modelo de Gupta-Veitzer

Aunque el modelo aleatorio tiene en cuenta la variabilidad,
tradicionalmente el analisis de las redes de drenaje en geo-
morfologia se hace en términos de promedios. El modelo de
Tokunaga describe mejor las observaciones que el modelo
aleatorio, pero es deterministico. Peckham & Gupta (1999)
presentaron una reformulacion de las leyes de Horton en
términos de distribuciones de probabilidad que denomi-
naron “leyes de Horton generalizadas”. Por ejemplo, las
distribuciones de probabilidad de las areas de drenaje some-
tidas a nuevas escalas por sus medias 4,/A4,, colapsan en
una tnica distribucién comun a todas (ver la Figura 3) para
la cuenca de Whitewater en Kansas).

Hay dos componentes en este argumento. Para empezar,
la ley de Horton para la media de las areas de drenaje A, de
orden w, que se puede escribir como,

A, =R A,  w=12,..,
con R,, y la relacion de Horton para las areas. Esto se

generaliza a _ _
Api1/ Apr1 2 A/ Ay,

donde £ significa igualdad en la distribucion de las proba-
bilidades. Como existe una ley de Horton para las medias,
se sigue que
Ay 2RY7*A,, w=k+1,k+2,..., k=1.2,...
Notese que esto implica que para los momentos de
orden A,

E[4R] = RO-*E AN,

Asi como para el percentil
PriA,> a,,pl=PrlRY Ay >a,l=Pr[A;>a,/R{ ],

por lo tanto a,,, el percentil de orden ¢ para A4, escala de
manera que
A= aW/RA‘”‘k.

1

0,9 orden 1
0.8 orden 2
= orden 3
s 0,7 orden 4
5 ——orden 5
< 0,6
=
= 0,5
k
< 0,4
=03
<
202
=%}
0,1
0 D
0,1 1 10
Aw/AlRAw_l

Figura 3. Escalamiento de la distribucion de probabilidades del
area con el orden (ley de Horton generalizada) para la red del rio
Whitewater en Kansas, Estados Unidos (modificada de Mantilla
& Gupta, 2005).
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El modelo de Veitzer & Gupta (2000) apunta a incor-
porar los elementos de autosemejanza y recurrencia del
modelo de Tokunaga en un marco aleatorio para formular
una teoria de las leyes de Horton generalizadas. Otras
fuentes para esta seccion son Mantilla & Gupta (2005),
Mantilla, et al. (2010), y Mantilla, ez al. (2012).

Construccion

Lo primero es reemplazar el proceso recursivo de genera-
cion de los ATS. En cada etapa, cada segmento externo se
reemplaza por un generador tomado al azar de un conjunto
de generadores externos con probabilidad p', de ocurrir. El
generador externo & tiene un nimero de nodos adicionales
(sin incluir las fuentes) igual a n;. Asimismo, cada segmento
interno se reemplaza por un generador de segmentos internos
tomado al azar del conjunto de generadores internos, con una
probabilidad de p; y m; nodos adicionales. Ambas selecciones
son independientes e independientes entre si. En la figura
4 y en la figura 5 se ilustra el esquema de un generador
deterministico y de uno aleatorio, respectivamente.

(a)¥ (b)\{ »{ /Z‘
(CX

Figura 4. Esquema de construccion de una red deterministica a
partir de los generadores indicados: (a) para el segmento externo,

(b) para el segmento interno, de orden 2 en (c), de orden 3 en (d)
y de orden 4 en (e)

(@) (b) ©

Figura 5. Esquema de la construccion de una red aleatoria a partir
de los generadores indicados. Con probabilidad p cada segmento
interno se reemplaza por el generador (a), y con probabilidad g =
1-p, se reemplaza por el generador (c¢). Cada segmento externo se
reemplaza de manera independiente por el generador (b) o (d) con
probabilidades p y g.

(d) ©

(d)
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Especificamente en la Figura 5 se trabaja con dos gene-
radores externos (p =p'1=0,7,y=m=2)y (g=p>=0,3,0=
n,=3)ydosinternos (p =p,;=0,7,a=m=1)y (¢ =p,=0,3,
£ =m,=2). En la tercera etapa de construccion se tienen 51
posibles realizaciones, con sus respectivas probabilidades.
En la figura 6 se muestran 12 de ellas.

Para especificar completamente el proceso de construc-
cidn, es necesario definir los generadores externos e internos
y sus respectivas probabilidades. Lo usual es que se trabaje
con pocos generadores tanto externos como internos. En el
ejemplo, solo se trabajo con dos en ambos casos.

De esta construccion resulta un conjunto de arboles cuyo
nimero aumenta rapidamente a medida que crece el orden.
Ajustandose a la filosofia del modelo aleatorio, lo que se
observa es lo mas probable. Para cualquiera de las variables
de interés hay una distribucion cuyo estudio debe permitir
obtener las regularidades observadas como una prediccion
del modelo en el sentido de las leyes generalizadas.

Ley de Horton para el nimero de segmentos

Sea C,, el numero aleatorio de segmentos en una corriente de
orden w en la etapa k de la construccion. Se puede ver que la
siguiente relacion condicional es vélida:

[C.| Cot = 1] = B(n,g) (B+1) + (n - B(n,g))(a +1)
donde B (n,q) es una variable aleatoria con distribucion
binomial que puede tomar los posibles valores de 0, 1, -, n

con probabilidad

PriB(n,q) = r1= (1) q"p"",

y funcién generatriz

@p(s) = Xs"Pr[B(n,q) =r]l=(gs+ p)™.

(by |

A7
-

/

(

ﬁ}
(d)?: (e

Figura 6. Seis de los 51 arboles topologicamente diferentes de
orden 3 que se pueden obtener usando los generadores que se
ilustran en la Figura 5. Las respectivas probabilidades son: (a) p®,

(b) P°¢, (©) pq’, (d) p’q, (&) p’q’ y () ¢°.

g
),2

L
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Por tanto, ¢c,,,, , , la funcion generatriz condicional de
[ColComr = nl, €8 P,y ,_, ()= (@(s)™, con @(s)=(gsP*" + ps*).
Para calcular ¢,, la funcion generatriz no condicional de
C,» se procede asi:

¥c,(s) = Z(Pcw‘w,1(S)Pl’[Cw—1 =n]
=2 (@(s))"PriCy-1 = 7]
= @c, ,(0(s)).

Esta expresion es semejante a la que de la teoria de
procesos de ramificacion del tipo de Galton-Watson y
permite utilizar un resultado asintotico conocido para el caso,
en el cual el valor esperado del nimero de descendientes ;
es mayor que 1. En este caso, i; = op + fig + 1. El resultado
es que C,/u” converge con la probabilidad 1 en una variable
aleatoria, lo cual se puede escribir como

Cw £ Rcw—k Ck.
Ley de la magnitud de Horton

Sea M,, la magnitud de una red de orden w en la etapa &
de construccion. Se procede de manera semejante al caso
anterior, teniendo en cuenta que cada segmento externo da
origenay+ 1 oad+ 1 segmentos externos con probabilidad
P Yy g respectivamente, y que cada segmento interior da
origen a o 0 f nuevos segmentos exteriores con probabilidad
Py g, respectivamente. Luego

[M,|M,_1=ml=B,(m,q)(§+ 1)+ (m—- B,(m,q))(y+1)
+B;(m,q)f + (m - B;(m,q)) a.

Usando las funciones generatrices @u -1 (5) = (4(5))",
con §(s) = (g5’ + ps)g' s> + ' s") Y P (8) = Pt ($(5)),
M,/n® converge igualmente con la probabilidad 1 en una
variable aleatoria, lo cual se puede escribir como

M, 2 Ry* M,.
En este caso, n =+ u.+ 1=ap+ fg+yp'+dq + 1.

Ley de la bifurcacion de Horton

Sea N,‘c'f} el nimero de corrientes de orden k—j en la etapa k
de construccion, con j = 0,1, k-1. La identidad N,(c’_‘}z fm
que se encontrd por primera vez en el caso del modelo de
Tokunaga, permite extender la ley de magnitudes a la ley de
bifurcacion, con R, = Rj.

Leyes de longitud y de area de Horton

Lasleyes topologicas anteriores dan lugar a leyes geométricas
tal como en los modelos anteriores.

Modelo geométrico de ramificacion

En un conjunto de articulos, Kovchegov & Zaliapin (2016,
2017, 2018) desarrollaron la estructura de un proceso esto-
castico geométrico de ramificacion que genera arboles
autosemejantes de acuerdo al modelo de Tokunaga y
que pone sobre bases matematicas mas firmes los mode-
los de Tokunaga y de Gupta-Veitzer. Sin entrar en todos
los detalles matematicos, se presenta un recuento de las
ideas principales.

Cuatro modelos de redes de drenaje

Como la propuesta es estocastica, hay lugar a la varia-
bilidad y lo que se observa es lo mas probable. Por lo tanto,
se sigue la filosofia discutida en la introduccién (Shreve,
1966, Leopold, et al., 1964). Para empezar, la matriz de
tributarios laterales T, ., es decir, el nimero de corrientes
de orden w-k que lateralmente se unen a las corrientes de
orden w, se interpreta como el valor esperado.

El modelo desarrollado permite la justificacion teodrica
de que (i), las observaciones empiricas de los arboles
naturales son topoldgicamente autosemejantes (ATS), es
decir, cumplen con T, ., = T}, k=2, 3, -y (ii), la hipdtesis
de que la secuencia Ty, = ac*!, k=1, 2, - (ecuacién 2), es una
secuencia geométrica.

Para este modelo, la operacion de podado ya mencio-
nada consiste en remover los segmentos de orden 1, es decir,
dado un arbol 7 de orden w, el resultado es un arbol R (7)
de orden w - 1. El concepto de invariancia bajo podado
para un arbol aleatorio, que es una realizacion de un pro-
ceso estocastico, significa que la medida de probabilidad del
arbol i« cumple con

HR! (@) | t# ¢) = ().

Uno de los resultados importantes de Kovchegov &
Zaliapin (2017) es que las realizaciones de procesos esto-
casticos con medida de probabilidad invariante bajo poda
son arboles autosemejantes, es decir, se cumple 7, .= T}, k
=2, 3, . Debe recordarse que T, s el cociente entre el
valor esperado del nimero de tributarios laterales de orden
w-k que le caen a una corriente de orden @ y el numero de
corrientes de orden w.

La otra operacion importante introducida por Kovchegov
& Zaliapin (2018) es el desfase temporal que consiste en
remover el segmento de la raiz. El resultado es que cada
arbol de orden w > 1 da lugar, en general, a un par de arbo-
les, aunque si la operacion actiia sobre un arbol de orden 1,
este desaparece. La operacion puede actuar sobre un con-
junto plural de arboles. La invarianza ante el desfase tem-
poral da lugar a arboles que cumplen con la ecuacion (2).

Proceso de ramificacién geométrico

Dada una secuencia 7T}, k=2, 3,y 0 < p < 1, se define S;

=1+T, + -+ T, para k > 0. El proceso estocastico g(s),

indexado por el tiempo discreto s, describe el crecimiento de

la poblacion de acuerdo a las siguientes condiciones:

1. el proceso inicia en el tiempo s = 0 con un progenitor
(raiz) de orden aleatorio Q tal que Q - 1 se distribuye
geométricamente con un parametro p;

2. en cada etapa s > 0, cada miembro (segmento) de la
pobla-cion con orden @ < Q termina con probabilidad
do= S, o sobrevive con probabilidad 1 - ¢,, en todos
los casos independientemente de los demas miembros.
En caso de terminacidén, un miembro de orden w > 1
produce dos descendientes (tributarios) de orden w - 1.
Si se trata de un miembro de orden w = 1, termina sin
dejar descendientes;
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3. si el miembro no termina produce un (descendiente) tri-
butario lateral de orden aleatorio i, 1 <i < w de acuerdo

a la distribucion
Tw— i

pw'i - T1 + o+ T(u_]'

Propiedades

Por definicion, el proceso de ramificacién geométrico es
markoviano. Kovchegov & Zaliapin (2018) demuestran
que para un proceso asi definido, la matriz de tributarios
lateral sigue la condicion de autosemejanza de Tokunaga en
el sentido de valores esperados y, por lo tanto, de las leyes
de Horton.

Sea m; el numero de tributarios laterales de una
corriente de orden k£ y my; el nimero de tales tributarios de
orden i. Se puede ver que, de acuerdo a la definicion m,
sigue una distribucion geométrica con un parametro (S;.,)!
y, por lo tanto, de un valor esperado de S, - 1 =T+ - +
T,,. Ademas, m,; sigue una distribucion geométrica con un
parametro (1 + T}.,)"' y un valor esperado de 7}..

Dependiendo del nimero de tributarios laterales, la
asignacion de sus 6rdenes sigue una distribucion multinomial,
propiedad que sugiere que este modelo engloba el modelo
de Gupta-Veitzer, aunque hay que tener en cuenta que el
proceso de construccion en ese modelo va hasta el infinito
mientras que el modelo de ramificacion en el primer paso
define un orden aleatorio finito con distribucién geométrica.

La invarianza ante el desfase temporal es una propiedad
de los arboles criticos de Tokunaga, aquellos conp=1/2,a =
c-1, T;=(c-1)c*! para cualquier ¢ > 1. Dado un arbol critico
de Tokunaga, los dos sub-arboles que confluyen en la raiz
tienen la misma distribucion. Ademas, son independientes
siy solo si ¢ = 2. La dimension fractal de un arbol critico de
Tokunaga es 1+In 2/In ¢, con R, = 2c.

Las observaciones sugieren que a # ¢ - 1, lo cual da
una pista para proceder a poner a prueba el modelo frente a
las observaciones. Por ejemplo, para las cuencas de los rio
Kentucky y Powder analizadas por Peckham (1995b), los
valores de a y ¢ son 1,17 y 2,5 para la primeray 1,16 y 2,7
para la segunda. Faltaria verificar si tales desviaciones son
significativas o no.

Conclusiones

Los modelos de Gupta-Veitzer o el de ramificacion geo-
métrica cumplen con incorporar la aleatoriedad y describir
adecuadamente las observaciones, manteniendo hipdtesis
simples. Entre sus caracteristicas mas interesantes estd la
posibilidad de generalizar las leyes de Horton a equivalen-
cia de distribuciones debidamente escaladas.

Todavia deben someterse a prueba estos modelos contras-
tandolos con una base de datos representativa de las observa-
ciones, y con resultados tedricos que cuantifiquen la proba-
bilidad de fluctuaciones con respecto a los valores esperados.

También hay otras lineas de trabajo que no se discu-
tieron aqui por motivos de espacio y que se relacionan
con la autosemejanza de la geometria hidraulica (Gupta
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& Mesa, 2014). Es decir, debe trascenderse el analisis de
las propiedades planimétricas para incorporar variables de
interés dinamico como la pendiente, la velocidad, el ancho
y la profundidad de la corriente, asi como la rugosidad. Las
observaciones empiricas indican que hay una dependencia
potencial de estas variables con el caudal. La hidrologia
entra a jugar un papel en la medida en que el caudal, como
variable aleatoria, se relaciona con el area de la cuenca, la
cual, a su vez, esta relacionada con la magnitud sobre la cual
se establecio la ley de Horton generalizada. La relacion entre
el caudal y el area de la cuenca es aproximadamente lineal
para caudales medios o minimos, pero es potencial para
los caudales méaximos con exponente menor de uno. Esta
cadena de relaciones implica la autosemejanza estadistica
(leyes de Horton generalizadas) para las variables de la geo-
metria hidraulica y la hidrologia en el sentido de semejanza
incompleta o asintética de segunda clase. Al parecer, el
exponente andomalo proviene del hecho de que no toda la
cuenca contribuye al pico de la creciente. La explicacion
completa de estas observaciones mediante una adecuada
construccion tedrica sigue siendo un problema fundamen-
tal de la hidrologia. De todas maneras, una consecuencia es
la interpretacion de estas relaciones potenciales como leyes
generalizadas de Horton para cada una de las variables.

La autosemejanza de las cuencas y su geometria hidrau-
lica tienen, a su vez, implicaciones profundas para la cons-
truccion de una teoria hidroldgica de las crecientes y de la
semejanza hidrologica (Gupta, 2016), aspecto que también
esta en desarrollo.
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