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Formulas definitivas para el calculo del movimiento de la luna
por el método Hill-Brown. Vol 6 (24): 560-570, 1946

FORMULAS DEFINITIVAS PARA EL CALCULO DEL MOVIMIENTO DE LA LUNA POR
EL METODO HILL-BROWN, Y CON LA NOTACION USADA POR HENRI POINCARE
EN EL TOMO Il DE SU CURSO DE MECANICA CELESTE

JULIO GARAVITO ARMERO

Director del Observatorio Astronéomico Nacional, de 1893 a 1919

1—ECUACION VECTORIAL

Representemos por 7 L y & vespectivamente los vectores: Q7' QL y QS que definen las
posiciones absolutas de la tierra, la luna y el sol con relacion a un sistema de coordenadas fijo en el es-
pacio: QEwT (fig. 1); por me my y M t
las masas de la tierra, la luna y el sol, y por f
lIa atraccién de la unidad de masa sobre la unidad
de distancia.

Las ecuaciones de movimiento de la luna y de

la tierra, después de divididas por las respectivas T
ImMasas son: /
/
s
2 /
xRN S R L SR (1) /
di® ;
I' -
a7 f’h‘h M . Q !
T =5 B—T 43 8T (D
Restando la primera ecuacién de la segunda, se
halla:
&
d* (L—1T (g -+ m M M
o) o Lot m) iy gy My 1y g m (1)

Tal es la ecuaciébn vectorial que representa el movimiento relativo de la luna con relacién a la tierra.

®
* *

2—ECUACIONES DE MOVIMIENTO DE LA LUNA CON RELACION A EJES GIRATORIOS

Tomemos (fig. 2.) un sistema coordenado con origen en la tierra, por plano # 7T y el plano de la
ecliptica y por eje Tx la linea que va de la tierra al sol. Llamemos # v y w los versores de los
% ejes Tae Ty Tz respectivamente. Sirepresenta-

mos por 0 la longitud del sol T7S tenemos:

1= (iei v!t:6(0+-2£)5

1w = Const.

Ademés, representando por a ¥ 2z las
coordenadas ecartesianas de la luna, tendremos:

(@)

L—T=ue+ vy + wz.

______ % Derivando dos veces sucesivas a (L—1T)
=" A% con relaciém a ¢ tendremos:
d (L—I‘) . th dy dz du , dv ;
dt b togtegtegtvg (@
I
& (L—T) do dry AR du dao | o dv dy d*u d*v o
¢ taE T Tl Priaw Trara T oaE T ar (@)
S RN v _ P _
Puesto que 1w = constante y at —° dE =
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o
: [{ P P
Ahora bien, puesto que u = el y v= 3( +2)3 tendremos :
’ ), x el :
w oM O+ a0 .e(,” +3)s a0 % a0
—— — itk el et —_— = —=—u—
dt dat dt dt di at dit di di
s Pl o B B T _b® 00 (85 5
: at=Car - @ Ya - aE —aa TlaE = "\w)tvae
@y dw'd) u a0 E(_@)ﬂ_ " a0
@t T atat T At dt e’
s Fi D _db ;@0
Pongamos para simplificar Ny = it e = e
5 dw _ . dv . @ __ 2 gifody  * d*v _ 2 ’
Ast tendremos: T v . g =—nen ar =—nu-nv . FE= a0 — 1t alt.
Asi se tendra para la ecuacion vectorial de la posicién de la Iuna:
dﬁfﬂ—-')_v d° d*y &z  ,  de  dy o S ” -
—aE %R -+ == a0 -+ 1w FTE 2eng ar m:g lt b @ (0ot —nfou) —y (NP0 4 nw'art) {a)
O bien:
& (L—1T) e, dy s &y, da 5 d=z v
—ag = |dt "ﬂzc.':‘ N2y @ —w'oy | v |55 TE 1.,n2 +n-,w——-n W (a)

Ademds se tiene para las cantidades que fignranen el 2¢ miembro de (I):
M(ﬂw—l— vy )z 45 {,e,‘ (Ru — e — vy — w*) — = 3 (I’u) —
: g y A n .
u[—‘f(m"‘j;”h)w—{-ﬁll (R__ — 1 H“"‘ l f{mq f—in,) J__ﬂy]_l_wl__f(mo = my) Jar I

iz 3 7 FRE

Sustituyendo en (I) e igualando los coeficientes de los mismos versores se tfendrén las ecuaciones
buscadas, asi:

d*e dy m, i —a il
o Y tz,I_J_ﬂ _,I,,__yz_.f_!’_ﬁi'__'.iw l—fJI[ = ——]
By oo, de v F(mo4-my)
gis T egy— Ve tWan= e o (10
&z f(m ~} mI}
EE— —-jl[ g
*
* ®

3—SIMPLIFICACION DE LAS ECUACIONES (1)

Ta distancia de la luna a la fierra es cerca de la cuatroceava parte de la distancia de la tierra al sol,
y asi resulta que R—a difiere en una cantidad de 2¢ orden de R’. EI tltimo término del segundo
miembro de la primera ecnacioén se reduce a
_L_.l_. S fM 2 P2 e 2 _ 2 o r] _.,_HL_ s 2y —
fM( - Ra)_ s (R — %) =L (R (R — 3R cos D +1%)] =500 (3Re cos D—1%) =
A[
E R

r

[ 20— I?.

Las ecuaciones (II) se reducen, pues, a las siguientes, sin haber perdido nada de su exactitud:

e dy _ f(mo+4m) far | or

i Mgy e — Wy = W Ot pE| 2 RJ

&y da 2 __ f(matmy) jivd .
2 —}—...ngz—t——u oY - = — Yy R“J (IT)
& _ __Flme4my ) _Jar

ae 78 e
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4—ECUACIONES DE HILL

§i se desprecian la paralaje solar, la excentricidad de la érbita terrestre y la inclinacién de la 6rbita
lunar se hard en (II)".
R=R" wh=0 ne = constante, y, en fin: gE= =iy, Entonces tendremos dos ecua
ciones en lugar de tres, a saber:

a2 dy o f(mo+m) . d?y de _ f(mo+m)
dta—*?ngm"—‘sﬂgﬁ-‘—- P & " dtz‘—}—?ﬂg—dt_-—" v Y. [III}
P JU bita terr harfa circular

uesto que TE = n*  ya que la Orbita terrestre se haria circular.

Tales son las llamadas ecuaciones de Hill.

Llamemos » y 0 el radio vector de la luna y su longitud con relacién a un equinoxio fijo. Llame
mos #, el valor medio de ¢ Y pongamos para nueva variable t©= (ny—mny)t. Bi pues, llamamog
p=7f(t) a una funcién de ¢, tendremos, derivando con relacion a t y llamando Py p’ a

dp dit 1 dp . 1 d*p o

e = . =———.——. Dividi ;
TR prp—— T P T —a)? it ividiendo, pues
las ecuaciones de Hill por (ny—mng)? y representando por «° a” e ¢ y” las derivadas prime
ras y segundas de las coordenadas con relacién a T t{endremos:

las derivadas con relacién a ©: p'=

2na ’ 3n?, f (mg -+ my) @ . ” 2ny f(me4m) y
x’ — = — = = 50 : ——— =
4 Ny — ng (g — ng) @ {1y —na)? ¥ U Ny — 1 (m—mnp)* “1?
. - Nz f (g -+ my)
. Py o= - = L0 T A).
Pongamos para simplificar: m o B (12— )’ (A)
Asi tendremos: o’ — 2my — 3mPa - % e=o0 v + 2mat + % y=o (T1II)

8Bi multiplicamos la primera por do = a'dr y la segunda por dy = y'dx y las sumamos, st

tendrd, después de integrar: 1y (@2 %) — /s mPa® — -:,i = (. Que es la integral de Jacobi.

#
* -

5—ECUACIONES DE POINCARE

En lugar de considerar el sistema (III) o (III)’ consideremos un sistema mis general, de acuerdo con
Poncairé, a saber:

o —2py —3/apa—smin 1L =0 v+ 20 — e gty 4 ey + H =0 (1V)

3o (% 4 47 —/ap* (@ + ) —amd (a2 —y?) — 1= = .
Estas ecuaciones se reducen a las de Hill cuando se hace p —=m. Siendo la dltima la que corres

ponde a la integral de Jacobi.

Multipliquemos primeramente la primera ecuacién por @, la segunda por y y la tercera por
uno y sumémoslas. Luégo multipliquemos la primera por y la segunda por (—az) y la tercera por
cero y sumémoslas también, Tedremos:

a2 + yy’ + 2p (y&' —ay’) +/e (% + ) — /s p® (0 + ¥°) — /s m® (& —y?) = C.

v
Yy — ay” —2p (vx! + yy') — dmPey = o. (1v)
Hagamos el siguiente cambio de variables: u—a- yi s = o —yi. Asi tendremos:
2e=u-s iy —=n—3s 2 = & iy = u' — ¢ 20 = u”’ 4 8" 24y’ = u” — 8"
De donde se deduce: do® = u® 4 8* |- 2us dow’ = uu' -+ 88 4 us” 4+ su’
dax” = uu” + s8” + us” + su” 4ot = w2 4 8" | 'y’ 4y® = 2us —u® —§?
dyy = us’ 4+ su’ —un’ — 88’ dyy”’ = us” | su’ — un’" — 88",
4y? = 20y’ — u* — §"* day =i (us’ - 88’ —uww’ —s’) dya’ =1 (su’ | 88" — ww’ — us’)
doy =i (8* —u*) day” =i (us” 4 88" —uu”" — su’) dya” =i (su” + 88" — un” —us”)
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Multiplicando las ecuaciones (IV)' por 4 se tendrd:
doa” 4yy*’—|— 2p (dya’ — day’) 1o (422 + 4y2) — /s p? (40 — dy?) — /4 m® (d2* —4y?) = C.

AL
dya” — day” — 2p (4aa’ + dyy') — 3m® (day) = o. (av)

Substituyendo en éstos los valores hallados obtendremos: un” + 88" + us” -+ su” -+ us” - su” —
— e — 88" -2pi (s’ 4 88" — ww’ — us’ 4w’ + sw'— 88— us’) /2 (02 4 8" 4 20’8’ 4 20’8’ — u'?— ")
— 0/ p? (02 - 82 | 2us — uP — 8% 4 2us) — ¥/ mg (0F - 8% - 2us |- uP |- §%-—2us) =4 O.

i (s + 88" — ww” —us” + ww” + su”’ — s8” —us”) 4 2pi* (u’ - 88" - us’ + s’ 4 us’ sw'—ww'— 55")—
— 3m*i (us 4 8*— u?—su) =o.
Reduciendo se halla:

2 (us” 4 su”) -+ 2pi [2 (su' —us’)] - 4;& — Yy p2 dus —"/ym* [2 (u* 4 8%)] =4 C.

m

i [280” — 2us” 4 2pi (2us’ + 2su') —3m® (s —u?)] =o. (Iv)
O bien: us” + su” - 2pi (su' —us’) - w's’ — °/s pPus —2/ym? (u* 4 §%) =2 CO. —_—

s’ — us” -+ 2pi (us’ - sw') — 3/ m® (82— u?)=o. (IV)

Restando de la primera la segunda y luégo suméndolas, se hallard, después de dividir por 2:
rot : o °
us"” — 2pius’ % — 2/ p* us :33— (15 u® + 8s*) +- C.

(V)

ot 2
su” - 2pi su’ +E;;—-°fg pEus :12— (15 8% -+ 3u*) + C.

#*
* *

Después de desarrollada la solucién de las ecuaciones (V) segin las potencias crecientes de m*  se
hari p=am para que las ecuaciones (V) se hagan idénticas a las de Hill.

Emplearemos la notacion de H. Poincaré (Mecanique celéste—Tom. III. Nos. 327. ete.). Las ecuacio-
nes en cuestién admiten un solucién periédiea, que no es la solucion general, pero la que contiene los tér-
minos del grado cero, y con ellos la desigualdad conocida desde la Edad Media con el nombre de Variacién,
y la cual nos proponemos desarrollar.

Pongamos:

{;,:%=ﬁ§‘1=uo+m2ul+m"ug+ ...... 4mA a4 ...
o:%:sﬁ:sﬂ-}—m‘-’sl+m"sg ...... m* g, 4+ ...
Tenemos : T;:IQ& t’:ieh=‘it -gu:_(gf" T 1=
Gy =—i€ T=—itt  gyr=—t
Ademés tenemos: u==04 W=+ o0 =C(d+id) w’ =0 (5" +id) +C (@ +ia) =
=0 [a"+i&' +i (8 +id)] =L (8" — o+ 2ia") s="C § =T’ 4o (1) =07 (¢ —io)
&= (¢ —id’) + (CY (¢ —io) =t [0 —id' —i (¢ —ic)] = (¢ —a— 2id’)
También se tiene: yg =104 (o = go us’ =L5. 01 (0 —is) = @ (0’ —io)
us” =04.t1(o” — 06 —2id’) = § (0" — 6 — 2id') W =12 g* we' =0 (& 4+ ip). (o —ic) =
= (& +id) (' —io)
su="C"0.55 = 0d s =00 0(§ —ig) =0 (& + 1) s’ =C.0(8" — &+ 28) =
=o(d" —a+ 2ig’) #=54qg* W = o'd + o+ i (o — 6g)

Sustituyendo en (V) se obtiene:
& (0" — 0 — 2id’) — i (¢ —i0) + /2 [&'6' + @0 + i (60'— 067)] — /4 p* &6 =
=0+ (15T 5248022
6 (&"— &+ 2i8") + 2pio (&' +1a) + /2 (60 + do +i (&6’ — 08)] —°/4 p* GO = vy

2

=0+ (15526 826
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Sustituyendo los valores de @ & & o ¢ ¢ y € en funcibn de m e igualando en ambos
miembros los coeficientes de las mismas potencias de esta cantidad se obtiene sucesivamente:

Uo [870— 80 (Y2204 /s p?) —islo (*/a+42p)] 4 /2 Wo (80— i8) = Co.

Coeficientes de m®°
y {30 [wo—uo (/2 +2p +°/sp®) +iwo (*/2 + 2p)] + /2 8’0 (o + iuo) = Co.

Las cuales se satisfacen para

=1 s=1 1wy =0 8o=0 =0 8 =0 y Oo=—1/o—2p—28/ p

Las ecuaciones que nos dan los coeficientes de m* son:

Cocficientes de m?
ay [870— 89 (a2 + 20 + °/4 p*) —is'o (32 4 2p)] + w0 [¢"v— 81 (/2 +2p 4= /4 p*) —is%o (3124 2p)] +
+ /2 {'ﬂ-'o (81 —is0) 1 (8"s —iso) }= Oy 4 /s (15T 219 4 3T 80).
8y [0 — o (Vo4 2p + 24 p2) - ito (Pf2 +2p) ] + 80 [ —wa (Yo + 2p + 2/a ) + o (324 2p)] -
/2 { oo (W i) + &1 (Wt o) } = 01+ /s (156250 + 82 ws)

Notando que 1, = 8o = 1 wo=28 =u"p=8"=o0 se tendrd:

Cocficientes de  m*
¢ —i (3fs+2ps 1 — (Va4 20 + Y4 p¥) 91— 2w — (V)2 4 2p + /s p?) ta = C1 + /5 (1587 + 302)
Wi (e 2p) Wi— (Yo A 2p /s D) s1 4 eis 1 — (ot 2p+ /ap?) 8= O+ /s (1502 + 3C7).
Tstas ecunaciones son lineales, de coeficientes constantes y con segundo miembro, y se integran fécil-
mente como lo veremos mis adelante. Por lo pronto formaremos las parejas de ecuaciones correspondien-
tes a los coeficientes de m?, m® mS ete. Pero antes de continnar desarrollaremos los segundos miem-

bros de lus ecuaciones (V)’ segiin las diversas potencias de m* para lo cual principiaremos por los
desarrollos de &* y ¢° Tendremos:

& = (o +m2Euy 4 mAatg 4 mO g - mB g 4 o A Mg+ .. (26 4 mP s 4 md g 4 Sty -+ mE g -
T e [T S 8

Asi: O = uty -+ m? (20 uy) + m3 (2up U - 1Py) = m® (2 s - 20y wn) + MP (2100 Uy - 2000 Uy + 1Pa) +
- 10 (20 w5 - 20y Wy + 2u ty) + M2 (200 1 + 20ty Us 4 2ua 2y - 1%) 4.
0? = 8% -+ m? (280 81) + m4 (2sp 82 + 8% ) - m8 (280 85 -+ 28, 82) | M (259 55 - 28y 834 8%) 4
- m10 (23, 85 -} 282 85 + 280 83) -+ M2 (289 8¢ + 281 85+ 282 84 + 8%) 4 ...

Los segundos miembros de la ecuacién en cuestién serédn:
e +IZ—2[15 €2 52 + 8%0%] = Co+ [C1 4 ¥/s T e 4 3/ T2 %] m? + [C2 4 15/s T tto tty -+ %/452 80 1] m* +
[Ca15/862 (2ug e + u%) + 3/ T2 (250 82 + 8%1)] m® 4 [Cy 4 15/ 82 (o Uz - tta ) +3/5 T (80 85 +3182) Jm®
+ [0+ 15/5 G2 (20 ts + 2ty s + %) + 3/ T2 (280 84 + 28y 85 + %) ] m® 4
+ [+ 15/5 62 (o s - 1y 1y - Mo Us) + 3/4 TH(80 85+ 81 85 + s283)] m™* .

¢+ 1’5[15 T2 0% - BL2 $2] = O + [O1 + ¥/s T2 8% + ¥/s G ulolm?® + [Ca + /5 T2 50 81 + %/ T g ] m* +
[Ca4-15/5C2 (280 82 -+ 8%1) + /8 T2 (20 g 4 %) I M® - [C + 2/40* (80 83 -+ 81 82) - */4 T (w0 vy +-u3 ) Jm®
- [C5 4 15/5 T2 (280 85+ 281 82 - 8%) - 3/s 0¥ (200w = Uy Ug + uP2)] m** 4
+ [Co + 15/ 52 (8085 - 8184+ s283) + + 5/a T (uotts + thh e+ U2 ug) J M1 ..

Sustituyendo los desarrollos en las ecuaciones (V)” e ignalando los coeficientes de las mismas poten-
cias de m se halla:
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Cocficientes m®

o [#"a— 80 (/2 + 20 + ¥/ 2%) — ita (o + )] + 52 (o —iso) = Co
(30 [w"o— o (*/2+ 2p 4 /4 P°) + i O/ + 2p)]1 + s—;" (Wo—ity) = Clo
Coeficientes m?

1 [0 — 80 (/2 + 20 + ¥/ 1%) — is's (2 + )] + 1 (o —iso) + o [¥"s—s1 (2 + 20 + /42 —
iy (%ot 2)] 2 (5 — ) = O 15/ L w0+ /a8
1 [0 — ta (/2 2D -+ /4 0%) + itta (2 30)] + 5 (o - itte) -+ 0 [Ws— 1 (Vo + 20 +*/49) +
ity (2 2071 52O i) = Oy 4 5/55% 8 4 3/5 LRy

Coeficientes de  m*

(w2 [0 — 80 (/2 + 2p + */a1®) — ' (¥/2+ 2p) 1 + %(ﬁ'o —is0) 4 t1 [8"1—81 (Y2 +2p + /4 D?) —
ity (o 20)] S (52— is'y) o [8”a— 52 (Ya+ 20 + /4 0) —is's (2 + 20)] + 22 (2 —iny) =
=0+ /L2 ugur + /452 508

s [Wo—uto (/24 2p + /s p*) + i (324 2p)] + 8722 (o + ittg) + 81 [W's— w1 (Y24 2p+*/19%) +
4wy (3/2 4+ 2p)] +f;i(-u’x + dug) - so [Wa—2 (/2 + 2p - °/ap?) i (Pfo -+ 2p) ] -1~i:2 (Ws 4 ius) =

= O+ 15/,02 808 + 3/4 CHugq

Cocficientes m®

15 [0 — 80 (/2 + 20+ /4 0%) — i (32 + 20) ] + 52 (¥o— o) + w2 [ — 1 (/a4 2p + /49 —
i3 (2 2591 + 2 (83— i) + s [872— 32 (/2 + 20 + Vs 2%) — io's (2 + 20)] + 5 (o'y — ion) +
+ tp [§a— 82 (Yo 2p /s p?) —is’s (*f2+ 2p) ] +'—g"° (8's—iso) = Cq -+ 15/5 {2 (2up ua + u*) +-

+ /582 (20085 -+ o)
35 [0 — o (*/2 + 20 -+ ¥/ 9%) + i€ (%2 -+ 2p)] + 52 (Wa -+ ite) + 82 (s — s (YVa+ 20+ /47 +
ity (o 20)] (s i) 51 [0 — s (2 20 */ap2) itz (a + 20)] + S (e — i) +
+ &o [Ws—us (/2 + 2p + /4 p*) + i's (O/2 4 2p)] + 87" (s +iug) = Oy + 1°/3C% (280 82+ 8%) +

+ */s T (2u0 2 - u?y)

Coeficientes de  mS

-lh, [8"0—s0 (/24 2p + /s p*) —is'o (3/2 + 2p)] +L;‘(3'o—fso) + ug [8"1—81 (/24 2p + /s p?) —
—is' (/a4 2p)] + 3“_;3(_.,'1_;3) + w2 [8"2—s82 (Vo 4 2p + */ap?) —iss (°/2 + 2p) ] +‘".‘j’2 (8’2 —isz) 4
+ 11 [87s— 83 (Yo +2p + */ap?) —iss (*/2+2p)]1 + 3(;_1(8'3—'!'-83) + o [8"s— 84 (Y/2 4 2p +*/4p?) —

—isy (*/2+2p)] 4 ng (8's—i84) = O+ 15/ 0% (1o ug 10y us) + /452 (80 83 + 81 52)

80 [0 — tto (/2 + 20 + 5/ 8%) + it (s + 20)] + S (wa -+ o) + 83 (W3 —ws (V2 + 20+ /47 +
+ i’y (/24 2p)] -}-5;3( Wy i) 4 8o (W' — s (Yo 2p + /s p*) 4 iws (32 + 2p) ] + % (W' + iuz) +
+ 81 (W' —us (V2 4 2p + °/s ?) 4 ivs (B2 4 2p) ] -I-f:;’- (W's+dus) + 8o [W's —us (/24 20+ °/4p%) +
L ity (22001 + 52 (Wi ) = O T3/5 52 (20 85+ 51 20) -+ Y42 (ko g+ )
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Coeficientes de  m1®
(s [8"0— 80 (1/2+ 2p + /4 9?) — is'o (*/2 4 2p)] +-"—§5 (8o —180) + Ua [¢"1— 81 (/2 +2p + °/4 %) —
iy (32 20)] + (1 — i) + s (72— 82 (Yo 2p + Vs p) — is's (Ve + 20)] + 2 (32— isa) +
+u2 (85— 8 (*/2 + 20+ */ap?) — iy O/ + 2p) ] + % (8's—iss) + 1w [8"s— 84 (*/2+ 2+ %/ap?) —
— 0 (a4 20)] + 1 (Wa—ite) + o (8% — 85 (Y2 ++ 2p + /a0 i¥s (2 +2p)] + 2 (3 — ing) =
) = Os + /s 0 (2u0 g + 2us tta + 1P5) + /502 (280 84 + 281 83+ 8%)
85 (W0 —to (/2 + 2p 4 */s p*) + ito (*/2 + 2p) ] +%‘5~ (Wo—ino) + 84 [Wr—us (*/2+ 20 +°/s0%) +
+ iy (%2 +2p)] +s—;1(*~'»’1 —itty) + 8 [W's—ta (V/2 + 2p + /s P®) +itds (°/2 + 2p)) + ﬁ.;i(ﬂ-'z + iuz)
+ 82 [W's—us(*/2+ 2p 4 */ap?) 4 iw's (3/2 4 2p)] +%2 (Ws—iug) + 81 [W's—us (V)24 2p + /4 p*) +
ity (%2 20)] + 52 (Wa—ing) + s0 (W5 — s (VVa + 2p -+ Va ) +is (Va+ 20)] + 52 (005 + ig) =
‘ = C5 + 1%/s T (280 84 -+ 281 83+ 8%) + */sT* (20 wg + 2y s + )

Coeficientes de  m'2

(o [#"0— 0 (/2 + 2 + ¥/ 0%) — o (/2 + 20)] 5 (o — ise) + s [8"s — 42 (/2 + 2 + /s p*) —
—is's 2+ 20)] + S5 (31— ise) + s ["2— 8a(Ya+ 20+ Y4 7Y —is'2 (2 + 2)] +2E (d2—isa) +
+ ug [8"s— 83 (/2 + 2p - ¥/4 p?) —is's (/2 4+ 2p)] 4 -T% (so—iss) 1z [8"s—s:s (V2 4 2p+ /s p?) —
i (2 20)] SR — o) s [ — 85 (Vo 20+ Y4 0%) — i85 (s + 20)] +2 (s —iss) +
+ o [8"6— 80 (/2 + 2p /a4 p?) —is’s (3/2+ 2p)] +%°(Se-ﬁi-?a) = Co+ 15/4 T (1o us+ w1 us + w2 u3) +
) + 3/ T2 (8085 4 81 84+ 82.85)
0 (Wt (Y2 2p 4+ Y4 0%) + ity (32 -+ 20) ] -+ 52 (0o - i) -+ 85 [W's —1a (V2 +2p + */10%) +
iy (34 20)] + SE (i) 84 e (Y2 2p + ¥ap?) it (a+ 20)] o (W i) +
+ 85 (0’5 — w5 (/2 + 2p + °/s p?) + s (3f2 4 2p)] -I-i.f (s 4 iug) + s2 [W's—wus (/24 2p 4+ %4 p*) +
+ iy (/24 2p)] +E;£(1#'4 + itg) 81 (s — 15 (/2 2p + /s p?) + s (P24 2p) ] +87’1(1;'5 + ius) +
80 [W's — g (/2 + 2p + /4 p*) +its (/2 + 2p)] -I-f;i (W'~ dug) = Cl 4 15/5 0 (80 85 + 81 81 - 82 83) -+

+ 374 T (1o 145+ 1y g + Uz ws)

Las ecuaciones correspondientes a los coeficientes de m° se satisfacen para los siguientes valores:
’

g =1 wo=0 us=o0 go=1 #o=0 =0 y§y Co=— (®sp*t2p+1/)

: Slll[stitnyendo en las ecuaciones correspondientes a los coeficientes de m? log valores de indice cero,
se nalla:

s [0 — (Y + 2D +°/49%) — 000 (2 + Y/2) 52 (0 —1) + ['s — 1 (Voo 20 + %/ 7) — i (20 + /2]
+ (1 in) = G+ /a1 49/ L2

o1 10— (V- 20+ %a0%) .00 (20 + 2)] + 52 0+ DW= s (3 + 2+ /4 %) 4 s (2p + /)] +
o (W i) = Oy 3/ G 4 15/, T2

O también:

8" —(2p + /2) iy — (*/s0* + 2p + V%) & —%'“'1— (*/sp* +2p + %) = C1 + /3 T2 4-3/5 T2

W+ (2p+3/2) 'y — (/s 9?4 2p 4+ %) wa - —;—8’:— Crap*+2p+ Vo) 61 =C1 4 3/s 02 /502

— 566 —



Re.v. Acad. Col.omb. Cienc. Ex. Fis. Nat. 44(170):69-80, enero-marzo de 2020 Formulas definitivas para el calculo del movimiento de la luna
doi: https://doi.org/10.18257/raccefyn.1179 por el método Hill-Brown. Vol 6 (24): 560-570, 1946

Pongamos, para simplificar: g=—0Co=2p*+2p+% h=2p+7%,

Asi tendremos: s — his'y — g8y — -‘2— wy — guy = Oy 15/ 02 -3/ 02

w’y 4 hiv'y — gu |- -15 §1—gs =01 376 G2 4 1%/s =

Busquemos los coeficientes de 2 ¢ y t? en wu; y s Paralo cual pondremos:
Wy = Ea 24 Eo U + -2 T 1=+ Nt 4120

Asi se tendrd, notando que r— " i =4t 1 =" (G = —i L1

Wy =252 — 21§02 =2i (LT —E,0?) §1=2i (pT—n-20%
Wy =4 (20 4+ E20?) =— 4 (B T+ ET?) i=—4 MT4+n-.0?)
Hemos impuesto la condiciéon @ =1 s=1 En general, hemos impuesto la de que los coefi-
cientesde § en uC! yen s sean iguales a la unidad y fijando de esta manera el valor de
la constante €. Pero como dicha constante aparece de la integral de Jacobi y depende del valor | ¥y

de los valorves iniciales de las coordenadas de la luna y de sus velocidades, debemos introducir una cons-
tante @, como factor de € con el fin de satisfacer a la condicién expresada. BEsta correccién la hace-

mos al final de estos cileulos

Sustituyendo los valores de %y @y #i  s &i ¥
tendremos :

(M1 T2) +2(2p+%/0) T2 02— (*/sp? + 2+ %2) (Mo &+ Mo € 4 n-282) +
A (B2 —EaT?) — (Yap®+ 20+ V) (BT + BT+ E2CT?) =01+ /024 3%
— 4 (B2 E T2 —2(2p +3/2) (B2 —EaT%) — (*/ap® + 20 + %) (E2C24Ep L0+ E-2C?)
(e T) — (*ap? 420 4 Vo) M TP+ T + M2 TF) = Cr /s T+ 2/s T

sy en las ecuaciones anteriores,

Igualando en cada ecuacién los coeficientes de 2 ° y ©* obtendremos:

e [— 4+ (4p+3) — (*/4p*+ 2+ %)+ & [1—C/ap* + 2+ %)1=""s
— (So+m0) (*/sp*+ 20+ %) =01
£ [—4—(4p+3) — (/a0 + 2 + )] + e [—1— C/ar* + 2 + /)1 ="s.
' — (Eo+m0) (*/sP* + 20+ )1 =Ch
Ner [—d— (49 +8) — (Vap? + 20+ W]+ Ea [—1— (/a0 + 2 + )1 ="s.
T [— 4+ (89 +3) — (/a0 + 20 + o)1 + 2 [L— (/a9 + 20 + )] ="a.
O bien, tendremos:
s (YVo—2p—°/1p%) —n2 (*/2—2p + /4 0°) ="/s-
B (/2 6p + %/ 0%) +n2 (*/2 + 20 +°/407) = — /5.
Av= (%2 +2p +/1D%) (Yo — 20 — /s 0*) + (*/2—2p + */4s9*) (/2 +6p + /4 9*) =
=3/3 (Yo —2p —%/s p*+ /2 + 6p + °/a 02+ 20 (Yo —2p — /s p*— /2 —6p—"/aP*) +
+ /5 0® (Yo —2p —2/sp* + ¥/2 4 6p—"1/s p*)
O también:
Ay =3/2 (8 + 4p) + 2p (— T —8p—2/a p*) 4 /4 p* (8 + 4p) = 12 4 6p — 14p — 16p* — 9p* + 18p* — 9p* =
—12—8p 4+ 2p° =2 (6—dp + p?) =2 (p* —4dp -+ 6).

Llamemos N, ¥ N, los coeficientes g ¥ e respectivamente, Tendremos:
Ni="5/s(%a+2p + %1 0*) —*/s Cla— 20 + /4 p*) =*/s+ */2 P+ /s P2
No=—3/g(1/2—2p —3%/(p*) —®/s(*®*/a+ 6p + */sp?) = —"/s—3 /2 p—*"/5 P

Se tendrd, pues:

£ _Ys+%ip+ /e p? I e i 2Y B VLY
T -0+ = P+ ap+ 6 i)
57/, 121 _ 27 2 9 9 27 P
Ea=1=— /3 Lﬁﬁfp-i-i-ﬁ/mp ha=ta= /s;;ﬁzp-l-_i_spr
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La constante = 0o+ m*Cy 4 m*Cy 4 ... siendo una constante arbitraria de integracion, pode-
mos considerarla independiente de m. Es decir: C=C y Oi= (2= ....=o0. Setendrd pues:
Ep=10 No = 0. Por tanto: U =542 81 =M 245202 (B)

Ll factor ao proveniente de Co, esti implicito en & y mo. Ademds nos falta dar el valor

P = M.
Nora—Debe introducirse un factor constante tp en la constante (' pues se ha hecho arbitraria-

mente wg=sp =1, debiendo estas cantidades tener un valor numérico distinto. Esto se hari mis
adelante.

(Concluird).

NOTA DE LA DIRECCION.—Por tratarse de un trabajo de Garavifo tan importante como éste, convie-
ne acomparnarlo con notas explicativas dedicadas a la mayoria de nuestros lectores, quienes, sin ellas, tal vez
carecieran de los el tos indisp bles para juzgarlo, Estas notas, claro estd, no son necesarias para quie-
nes estén familiarizados con los problemas referentes a la Astronomia de posicion.

a). Los antiguos se dieron cuenta del movimiento mensual de la luna, segin el cual este astro describe
un circulo méaximo entre las estrellas en un intervalo de 27% 7h 43, Notaron, ademds, que el plano de ese
circulo no es fijo, pero que conserva, con respecto al descrito por el sol en un afio (la ecliptica), una inclina-
cién fija. También vieron que la linea de interseccién de los dos planos dichos (linea de los nodos) se des-
aloja gradualmente con el tiempo de manera de dar la vuelta completa a Ia ecliptica en 18 anos 8 meses, y
que la direccién del movimiento de esa linea es de oriente a occidente, conitraria a la del desalojamiento de
la luna entre las estrellas. Esos astrénomos antiguos sabian que de acuerdo con este movimiento de la linea
de los nodos, sucede que al cabo de 223 revoluciones de la luna con relacidn al sol, éste, la luna y la linea ci-
tada, vuelven a ocupar sensiblemente sus posiciones relativas, de donde resulta que los eclipses vuelven a re-
producirse de nuevo. Tal es el llamado periodo de los saros, conocido desde tiempos de los caldeos.

Como ese ndmero de revoluciones lunares no corresponde a un niimero completo de dias la reproducciéon
de los eclipses, tanto de sol como de Iuna, no se verifica tan sencillamente. Ademds, y lo habian observado
los antiguos, el movimiento de la luna sobre su érbita no es uniforme. B

La complejidad de los movimientos Iunares fue, pues, objeto de la observacién de los astronomos desde
un principio. Asi en la época de Galileo, ya casi se conocian la mayor parte de las desigualdades que daban
lugar a divergencias notables entre el célculo y la observacion, verificada especialmente en los eclipses totales
de sol que permiten gran precision en la determinacién de los instantes de los contacftos, aun con instrumentos
rudimentarios.

Asi, pues, puede decirse que el estudio de la mecénica de la luna, al aparecer Newton, se elevé por si solo
a la categoria de problema fundamental para la comprobacién de la ley de la gravitacion, lo que ha justifica-
do que muchos matemdticos hayan consagrado especial atencién a las causas perturbatrices a que se deben las
divergencias anotadas.

b). Para el céleulo de la posicion de la luna en un instante dado, se debe tener en cuenta que los valores
de los elementos de su movimiento deberdn ser deducidos de un gran namero de observaciones que se extien-
den a largos intervalos de tiempo. Entonces es necesario determinar las influencias perturbatrices de los ofros
planetas ademds de Ia influencia solar.

Generalmente, al tratar de calcular la posicién de un cuerpo celeste, tales perturbaciones se pueden con-
siderar desde dos puntos de vista distintos. En uno de ellos se parte de una época dada; esto es de la posicién
del cuerpo en dicha época. Para esa posicién se podran calcular las acciones de los otros planetas y sus efec-
tos se integraran sucesivamente por el método lamado de cuadraturas mecéanicas, o de Encke. Considerando
las derivadas de los elementos también se pueden integrar dejando el tiempo indeterminado. Luégo se com-
pararian los resultados de la observacién con los del célculo, partiendo de elementos osculadores aproxima-
dos e incrementos de sus errores, y estableciendo un gran niimero de ecuaciones de condicidn que se fratarian
por el método de los menores cuadrados, a fin de determinar los valores exactos para ofra época dada.

¢). En Mecdnica celeste se estudia la manera de formar los desarrollos de los elementos y de las coor-
denadas de modo satisfacer a las ecuaciones de movimiento. Estos desarrollos son series cuyo término gene-
ral es de la forma:

A n* M " cos (vt -+ h), en los cuales A yh son constantes, it un pequeno factor dependiente de la
relacion de las masas perturbadoras a la masa central, o de cualquiera otro pardmetro especial, M un mo-
nomio que contiene potencias enteras de cantidades pequefias del orden de las excentricidades y de las incli-
naciones, y, finalmenfe v un niimero de la forma k,n, + ky n, 4+ ..... en donde k; k; efc. son niimeros
enteros positivos o nedativos y n, n, etc. los movimientos medios de los planetas.

Estos términos contienen cuatro caracteres que sirven para definir su importancia, a saber: 12 EI orden,
definido por el exponente « del pequerio factor 1y 22 EI grado del monomio M respecto de las canti-
dades que figuran en él; 3% La clase que depende de los pequenos divisores en el denominador, debidos a las
integraciones sucesivas, y 4° EI rango, o sea la diferencia entre el exponente (1 y el m del tiempo (o— m).
Resulta de esto que cuando (o — m) es pequefio para términos de orden elevado, la potencia m del tiem-
po es muy grande y el término crece rdpidamente con el tiempo, haciendo al fin divergente la serie.

Finalmente, los términos del desarrollo pueden clasificarse en términos periédicos, que son aquellos en
donde el exponente m del tiempo es cero, esto es en donde el tiempo no figura fuera de los signos seno o
coseno; términos mixtos en donde el tiempo figura tanfo fuera como dentro de las funciones circulares seno
o coseno, y los términos seculares, en donde v = o, y el tiempo no figura sino en el factor externo.

Los términos de pequefio rango son los que producen desigualdades que van creciendo con el tiempo.

d). Las tablas astronémicas fundadas sobre Ios elementos osculadores a una fecha dacda, y en cuya con-
formacién no se han tenido en cuenta sino los términos hasta de cierto orden, principiaron, al fin de cierto
tiempo, a dar divergencias tales que se hace necesario cambiarlas fundéndolas sobre elementos osculadores co-

_.rrespondientes a otra fecha posterior.
"'\i, Poincaré ha demostrado que los desarrollos de las coordenadas y de los elementos pueden, por procedi-
 mientos especiales, ser transformados de manera de hacer desaparecer en ellos los términos seculares.

e). En el caso en que se trata del movimiento de Ia luna con relacién a la tierra, esta tltima hace las ve-
ces de astro central, mientras que el sol, de masa enorme, desempena el simple papel de cuerpo perturbador.
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El coeficiente | de la funcién perturbatriz estd constituido por la relacién de la masa del sol a la masa del
sistema de la tierra y la luna mutiplicado por el cubo de la relacién de las distancias de la tierra a la Iuna y
al sol.

Este factor tiene un valor muy superior al que corresponde a las perturbaciones planetarias. Si se apli-
cara al movimiento de la luna el métedo de Lagrange los desarrollos a que se llegaria serian tan poco conver-
dentes que no podrian prestar servicio alguno. Tal es la dificultad que ha presentado desde un principio el
movimiento de Ia luna.

t). Newton explicé varias de las desigualdades del movimiento de la luna tales como la variacion, la ecua-
cién anual y el movimiento del nodo, y descubrié por la teoria muchas otras que la observacién no habia &tn
puesto de manifiesto; pero no logré explicar satisfactoriamente el movimiento del perigeo ni la eveccién, por
causa de la deficiencia del andlisis matematico de su época.

Claireaut y d'Alambert plantearon, muy posteriormente, las ecuaciones de movimienio de los tres cuer-
pos y aplicaron su méfodo a la luna atraida por la tierra segdn la ley de Newton y bajo la accion perturbalriz
del sol.

Las desigualdades que Newton no habia logrado vencer resistieron también tenazmente a los nuevos in-
vestigadores, hasta el punto de que Claireaut creyé ver en la imperfeccién de la ley de Newton la causa de ta-
les dificultades. Sin embargo, los dltimos estudios, que culminaron en los trabajos de Hill, Brown y Poincaré,
han dado bastante éxito a Ila investigacion en este campo.

8). En el campo gravitatorio el trabajo que habria que desarrollar para vencer la gravitacion y llevar el
astro considerado hasta el infinito, se llama energia potencial. La suma de la energia cinética y de la poten-
cial es constante en todo el movimiento, segin el principio de la conservacién de la energia.

Suponiendo trazado por el planeta, segin la direccion del movimiento, un segmento de recta de longitud
igual al producto de la masa del planeta por la velocidad de que esta animado en un instante, producto que
se denomina cantidad de movimiento del planeta, resulta que el drea del tridngulo cuyo vértice es el centro
del sol y cuya base es la cantidad de movimiento del planeta es una constante. La ley de Newton, conside-
rando un planeta y el sol conduce, pues, a las leyes de Kepler generalizadas. Estas leyes se verifican muy
aproximadamente a causa de que las masas de los planetas son muy pequerias respecto de la masa solar; pero
no son rigurosas.

Para prever con exactitud la posicién de un planeta a largo plazo, es necesario estudiar su movimiento
no sélo bajo la influencia del sol sino bajo la de otros planetas. La aceleracién de que estd animado cada pla-
neta es la suma geométrica de las aceleraciones debidas no s6lo a la accién solar sino también a las atraccio-
nes de los otros planetas. El sol, a su vez, estd solicitado por todos los planetas y tendra a cada instante,
una aceleracién que es la resultante de todas las aceleraciones debidas a las acciones planetarias.

Para referir los movimientos planetarios a tres planos que pasen por el ceniro del sol, es necesario apli-
car a todos los cuerpos del sistema solar una aceleracién igual y opuesta a la del sol. Se debe, pues, agregar
a la aceleracién resulfante de fodas las acciones atractivas que acttan sobre cada uno de los planetas, una ace-
leracidn ficticia igual y opuesta a la que anima al sol, para definir el movimiento relativo del planeta.

Planteado asi el problema, se expresa la aceleracion total de cada planeta mediante una suma geométrica
de muchos términos, el primero de los cuales se refiere a la accién solar y los otros a las acciones planetarias
v a la resultante de las acciones planctarias sobre el sol multiplicada por la relacién de la masa del planeta a
la del sol, estimada en sentido confrario.

h). Se pueden hacer tantas teorias de la luna fundadas en la ley newfoniana, como sistemas coordenados
fijos o movibles se puedan idear; pero no todas conducen a resultados ufilizables en el calculo de las tablas
lunares debido a la mayor o menor convergencia que se obtenga con unas o con otras en las aproximaciones
sucesivas.

Las primeras tablas que se hicieron de la luna tomaban de la teoria la forma matemética de las desigual-
dades y de la observacion el valor de los coeficientes. La primera teoria completa de los movimientos de la
Tuna, fundada sobre la ley de gravitacién, se debié a Demoisseau. Laplace expuso una teoria fundada sobre
ecuaciones deducidas de las del movimiento mediante una transformacién en la cual el radio vector esta re-
emplazado por el inverso de su proyeccion sobre la ecliptica y la latitud por su tangente, y en donde la lon-
gitud de la luna ha sido tomada como variable independiente y el tiempo como funcidn de esta variable, Es-
tas férmulas, en las que sélo se tiene en cuenta la accién perturbadora del sol, han servido de base a muchas
teorias de la Iuna en que algunos investigadores han cambiado la variable independiente: lcngitud, por la ano-
malia excéntrica.

Las dificultades que ha presentado el problema en lo que respecta a la poca convergencia de las series ha
sido el motivo por el cual los méas ilustres mateméticos de todas las épocas y paises, se han ocupado del movi-
miento de la luna, mds complejo, desde algunos puntos de vista, que los de los planetas, segiin se ha visto
atrds.

i). Cierto caso ideal referente a una solucién periddica puede presentar una desigualdad considerable, y,
ademds, aproximarse al caso del movimiento de la luna. Esta desigualdad tendria un coeficiente también muy
préximo de la desigualdad correspondiente al movimiento de la luna. Asi serd fdcil pasar del caso ideal al
caso real.

Tal fue la manera como Hill llegd a determinar el coeficiente de la variacién de la luna. Las ecuaciones
de movimiento, asi planteadas por Hill, forman un sistema de cuarfo orden y admiten una integral que ha-
bia sido hallada antes por Jacobi.

j). Las ecuaciones de segundo orden del movimiento relativo de la luna, supuesta nula la inclinacién de
la érbita y considerando los ejes animados de un movimiento de rotacion uniforme, fueron transformadas por
Hill por medio de dos variables imaginarias conjugadas. Hill desarrollé las nuevas variables, o, mejor dicho,
sus relaciones a cierta exponencial, y las infegré por desarrollo en serie siguiendo las potencias crecientes de
la relacién de la velocidad angular media del sol a la velocidad angular media de la luna con relacién al sol.
Estos desarrollos resultan referentes a la cuarta potencia de la relacién indicada, lo cual los hace muy con-
vergentes. Asi fuge como Hill hallé la desigualdad conocida con el nombre de variacién.

El movimiento del nodo y del perigeo, la eveccidn, las desigualdades de orden superior y las que pro-
vienen de las acciones planetarias se refieren a artificios de cédlculo tan complejos que no pueden ser indica-
dos aqui, ni someramente siguiera. "

De todos modos se llega en la teoria de la luna a series cuyos términos son de la forma indicada, y cuyos
senos y cosenos se refieren a dngulos dependientes de la distancia angular de la luna al sol, de la Iuna al nodo,
de la luna al perigeo, etc.,, términos que representan las llamadas desigualdades del movimiento.
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El coeficiente n de la funcién perturbatriz estd constituido por la relacién de la masa del sol a la masa del
sistema de la tierra y la Iuna mutiplicado por el cubo de la relacién de las distancias de la tierra a la Iuna y
al sol.

Este factor tiene un valor muy superior al que corresponde a las perturbaciones planetarias. Si se apli-
cara al movimiento de la luna el método de Lagrange los desarrollos a que se llegaria serian tan poco conver-
gentes que mo podrian prestar servicio alguno. Tal es la dificultad que ha presentado desde un principio el
movimiento de la luna.

£). Newton explics varias de las desigualdades del movimiento de la luna tales como la variacion, la ecua-
cién anual y el movimiento del nodo, y descubrié por la teoria muchas otras que Ia observacién no habia &tin
puesto de maniliesto; pero no logré explicar satisfactoriamente el movimiento del perigeo ni la eveccion, por
causa de la deficiencia del analisis matemético de su época.

Claireaut y d’Alambert plantearon, muy posteriormente, las ecuaciones de movimiento de los tres cuer-
pos y aplicaron su método a la Iuna atraida por la tierra segan la ley de Newton y bajo la accién perturbatriz
del sol.

Las desigualdades que Newton no habia logrado vencer resistieron también tenazmente a los nuevos in-
vestigadores, hasta el punto de que Claireaut creyé ver en la imperfeccidn de la ley de Newton Ia causa de ta-
les dificultades. Sin embargo, los Gltimos estudios, que culminaron en los trabajos de Hill, Brown y Poincaré,
han dado bastante éxifo a la investigacion en este campo.

£). En el campo gravitatorio el trabajo que habria que desarrollar para vencer la gravitacién y llevar el
astro considerado hasta el infinito, se llama energia potencial. La suma de la energia cinética y de la poten-
cial es constante en todo el movimiento, segiin el principio de la conservacién de Ia energia.

Suponiendo trazado por el planeta, segun la direccién del movimiento, un segmento de recta de longitud
igual al producto de la masa del planeta por la velocidad de que estd animado en un instante, producto que
se denomina cantidad de movimiento del planeta, resulta que el drea del ftriangulo cuyo vértice es el ceniro
del sol y cuya base es la cantidad de movimiento del planeta es una constante. La ley de Newton, conside-
rando un planeta y el sol conduce, pues, a las leyes de Kepler generalizadas. Estas leyes se verifican muy
aproximadamente a causa de que las masas de los planefas son muy pequenas respecto de la masa solar; pero
no son rigurosas.

Para prever con exactifud la posicién de un planeta a largo plazo, es necesario estudiar su movimiento
no sélo bajo la influencia del sol sino bajo la de otros planetas. La aceleracién de que estd animado cada pla-
neta es la suma geoméirica de las aceleraciones debidas no sélo a la accién solar sino también a las atraccio-
nes de los ofros planetas. EI sol, a su vez, estd solicitado por todos los planetas y fendra a cada instante,
una aceleracién que es la resultante de todas las aceleraciones debidas a las acciones planefarias.

Para referir los movimientos planetarios a tres planos que pasen por el centro del sol, es necesario apli-
car a todos los cuerpos del sistema solar una aceleracidn igual y opuesta a la del sol. Se debe, pues, agregar
a la aceleracién resultante de todas las acciones atractivas que actiian sobre cada uno de los planetas, una ace-
leracién ficticia igual y opuesta a la que anima al sol, para definir el movimiento relative del planeta,

Planteado asi el problema, se expresa la aceleracion total de cada planeta mediante una suma geométrica
de muchos términos, el primero de los cuales se refiere a la accion solar y los otros a las acciones planetarias
v a la resultante de las acciones planetarias sobre el sol multiplicada por la relacion de la masa del planeta a
Ia del sol, estimada en sentido contrario.

h). Se pueden hacer tantas teorias de la luna fundadas en la ley newfoniana, como sisternas coordenados
fijos 0 movibles se puedan idear; pero no todas conducen a resultados utilizables en el célculo de las tablas
lunares debido a la mayor o menor convergencia que se obtenga con unas o con ofras en las aproximaciones
sticesivas.

Las primeras tablas que se hicieron de la luna tomaban de la teoria la forma matematica de las desigual-
dades y de la observacién el valor de los coeficientes. La primera teoria completa de los movimientos de la
luna, fundada sobre la ley de gravitacion, se debié a Demoisseau. Laplace expuso una feoria fundada sobre
ecuaciones deducidas de las del movimienio mediante una transformacién en la cual el radio vector estd re-
emplazado por el inverso de su proyeccién sobre la ecliptica y la latitud por su tangente, y en donde la lon-
gitud de la luna ha sido tomada como variable independiente y el tiempo como funcién de esta variable. Es-
tas férmulas, en las que sélo se tiene en cuenta la accién perturbadora del sol, han servido de base a muchas
teorias de la luna en que algunos investigadores han cambiado la variable independiente: lcngitud, por la ano-
malia excéntrica.

Las dificultades que ha presentado el problema en lo que respecta a la poca convergencia de las series ha
sido el motivo por el cual los mds ilustres mateméticos de todas las épocas y paises, se han ocupado del movi-
mi;:io de la luna, més complejo, desde algunos puntos de vista, que los de los planetas, segin se ha visto
atrés.

i). Cierto caso ideal referente a una solucion periédica puede presentar una desigualdad considerable, y,
ademds, aproximarse al caso del movimiento de la luna. Esta desigualdad tendria un coeficiente también muy
pro'xim::ﬂ de la desigualdad correspondiente al movimiento de la luna. Asi serd facil pasar del caso ideal al
caso real.

Tal fue la manera como Hill llegé a determinar el coeficiente de la variacién de la Iuna. Las ecuaciones
de movimiento, asi planteadas por Hill, forman un sistema de cuarfo orden y admiten una integral gue ha-
bia sido hallada antes por Jacobi.

j). Las ecuaciones de segundo orden del movimiento relativo de la luna, supuesta nula la inclinacion de
la orbita y considerando los ejes animados de un movimienfo de rotacién uniforme, fueron fransformadas por
Hill por medio de dos variables imaginarias conjugadas. Hill desarrollé las nuevas variables, o, mejor dicho,
sus relaciones a cierta exponencial, y las integré por desarrollo en serie siguiendo las potencias crecientes de
la relacién de la velocidad angular media del sol a la velocidad angular media de la luna con relacién al sol.
Esfos desarrollos resultan referentes a la cuarta potencia de la relacion indicada, lo cual los hace muy con-
vergentes. Asi fue como Hill hallé la desigualdad conocida con el nombre de variacién.

El movimiento del nodo y del perigeo, la eveccién, las desigualdades de orden superior y las que pro-
vienen de las acciones planetarias se refieren a artificios de cédlculo fan complejos que no pueden ser indica-
dos aqui, ni someramente siquiera. "

De todos modos se llega en la teoria de Ia luna a series cuyos términos son de la forma indicada, y cuyos
senos y cosenos se refieren a dngulos dependientes de la distancia angular de la Iuna al sol, de la Iuna al nodo,
de la luna al perigeo, efc., términos que representan las llamadas desigualdades del movimiento.
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En los eclipses las distancias angulares de la Iuna al sol y al nodo afectan sensiblemente los mismos va-
lores, y las desigualdades periddicas que dependen de dichos &ngulos, tienen iguales valores y se eliminan, no
guedando, en cambio, sino las que provienen de ofros argumentos. Ademds, comparando las observaciones
de eclipses convenientemente escogidos se pueden eliminar también las que dependen del perigeo, de la ano-
malia del sol, etc.

Se comprende por esto, sin dificultad, cuin importante es la observacién de los eclipses en lo que respec-
ta a la teoria del movimiento de la luna, para determinar uno de los elemenfos mds importante, como es la
longitud media, a fin de lograr, tarde o temprano, fijar el limite de precisién en las deferminaciones basadas
sobre la ley de la gravitacion.

k). De todo lo anterior resulta que la teoria de la luna debe exponerse en dos partes; en la primera
debe buscarse cudl seria el movimiento de este astro si no existiesen sino el sol, la tierra y la luna reducidos
a punfos materiales; en la segunda se investiga como este movimiento puede turbarse por la atraccién de los
planetas y por influencia del aplastamiento terrestre. EIl estudio de Garavito, a que nos referimos, trata de
la primera parte del problema que ha preocupado a los mayores matematicos. La segunda era objeto de sus
meditaciones cuando le sorprendié la muerte.

La primera parte no es sino un caso particular del problema de los tres cuerpos, cuya dificultad no pro-
viene sino de la magnitud relativamente considerable, de las perturbaciones producidas. La relacidén de la

tuerza perturbairiz a la atraccién del cuerpo central es del orden de »::' E-é-) siendo m; [la masa del

cuerpo perturbador m, Ia del cuerpo ceniral y AC y BC las distancias mutuas de los tres cuerpos. Esta
relacién es producto de dos factores: uno, la relacién de las masas, otro, el cubo de la relacién de las distan-
cias. En el caso de los planetas el primer factor es muy pequeiio y el segundo finito. En el case de la luna,
por el contrario, el pritner facfor es grande y el segundo es muy pequefio. De esto resulta que el producto de
los dos factores es pequerio, sin lo cual el problema no podria resolverse sino por aproximaciones sucesivas,
pero mucho menos pequefio que en el caso de los planetas; de suerte que la aproximacién es menos lenta.
(Poincaré. Mécanique Céleste. Genéralités sur la theorie de la lune).

* * L

En las dispersas y confusas noticulas anteriores hemos tratado de dar una idea al lecior de la imporfan-
cia del problema a que dedicé Garavito largas vigilias y que ha sido objeto de la preocupacién de calculistas
de primera fuerza. La sola relacidn histérica de los trabajos dirigidos a Ia solucién del complejo movimien-
to de la luna constituye parte interesantisima de la Mecdnica Celeste de Tisserand. Su reproduccién en es-
tas paginas seria suficiente para demostrar la gran importancia que concedemos a los dltimos escrifos del sa-
bio matemadtico colombiano, encaminados a complementar Ia obra de Hansen, de Delaunay, de Hill, de Brown
y de Poincaré.

Antes de ahora no habia sino fres métodos para construir tablas de la Iuna: el de Hansen, el de Delau-
nay y el de Hill-Brown. EI de Hansen es el que ha servido para calcular las tablas usuales de exactitud no-
table. Segin Poincaré, si ellas se apartan de las observaciones, las divergencias anofadas no se deben a un
defecto del método sino a la omisién de algin término proveniente de la accién de los planetas, o a alguna
otra causa desconocida. El éxito de Hansen se ha debido a que buscé directamente los valores numéricos
de los coeficientes sin pasar por una expresién algebraica. Su método tiene més de préctico que de solucién
matematica.

Delaunay hizo todo lo contrario, segtin Poincaré; todos sus coeficientes se expresan por series en donde
figuran las diferentes constantes del movimiento de la luna y cuyos coeficientes son nimeros racionales de-
terminados exactamente.

Brown adopté una posicion intermedia. Sus coeficientes no son ni puramente numéricos, como los de
Hansen, ni puramente analiticos como los de Delaunay. Se presentan bajo la forma de series segin las po-
tencias de los diversos elementos, excepto la relacién de los movimientos medios.

Los coeficientes de estas series estan calculados numéricamente, pero estos coeficientes no son ya ndme-
ros racionales: son funciones de la relacién de los movimientos medios, que podrian igualmente desarrollar-
se en series, pero para los cuales se limita el calculo a determinar el valor numérico. Como el método de
Brown, segin Poincaré, es mucho mds directo que los ofros, con él se ha podide avanzar la aproximacién mu-
cho més lejos.

El método de Hill, al cual nos hemos referido en las notas i) y j), en combinacién con el méfodo de
Brown, dio lugar al llamado método de Hill-Brown, que ha servido a Garavito, como & modo de derrotero, para
establecer sus ecuaciones segin artificios que le son propios.

Como programa de observacién para los observatorios de posicion, estd aun vigente el que indica la de-
terminacion de los contactos, tanto internos como exfernos, en los eclipses de sol, con el rigor con que lo per-
miten el moderno instrumental y la conservacion del tiempo, que ha llegado a ser casi perfecta por medio de
péndulos de extraordinaria precisién y con el concurso de sefiales horarias por radio.

Uno de los elementos candnicos que ha presentado mayores dificultades en su determinacién ha sido la
longitud media de la luna. La observacion de los eclipses de sol desde la més remota antigiiedad ha servido,
como dijimos, para definir por la observacién ese elemento, considerando gue cuanto mayor sea el ndmero de
datos més perfecta serd su determinacidn.

Grandes han sido los progresos que se han hecho en la observacion de los eclipses de sol, v la teoria del
movimiento de la luna se ha perfeccionado cada dia mas. De modo que para la Ciencia continda siendo de
altisimo inferés un programa de estudio que confiere igual importancia a la Mecdnica celeste a la que se ha
dado a los sistemas y elementos de observacion.

De la comparacién del valor teérico de la longitud media de Ia luna con el valor observado de este ele-
mento se podra deducir, farde o temprano, si hay o no ofra causa, distinta de la ley de la gravitacién, gue
puede influir en los movimienfos celesies. Esto hablando en los términos de la Mecanica cldsica.

Brevemenie hemos tratado de exponer en estas noticulas, las razones que tenemos para creer que las
ecuaciones finales de Garavifo para construir unas nuevas tablas de Ia luna, tienen una importancia capital,
y constituyen su mayor coniribucién a la Ciencia astrondémica.
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