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Resumen

No esunanovedad que el crecimiento de las poblaciones urbanas esta aumentando, especialmente en
zonas de bajos recursos. Dicho crecimiento viene acompafiado de servicios de saneamiento ambiental

deficientes y falta de recursos para el almacenamiento adecuado del agua, lo que ha favorecido el
crecimiento de la poblacién de mosquitos y, por ende, la propagacion del dengue. El dengue es una
enfermedad viral transmitida principa mente por |os mosquitos Aedes aegypti que constituye uno de
losmayores problemas de salud piblica. El andisiscualitativoy cuantitativo delapropagacion deesta
enfermedad es de sumaimportancia paralasociedad, pues permite plantear un plan de choque parala
prevencion de una epidemia. Presentamos el andlisis de un modelo metapoblacional del tipo SIR-SI

que representala dindmicadel dengue para dos zonas conectadas por |10s tiempos de permanencia de
la poblacién humana en ellas, asi como e andlisis cualitativo del modelo, considerando diferentes
escenarios de conexion entre |as dos zonas estudiadas.

Palabr as claves: Dengue; M etapoblacion; M odel ami ento mateméti co; Numero reproductivo bésico.

Abstract

The growth of urban populations is increasing especially in areas with low resources. Such growth
has been accompanied by deficient sanitation services and a lack of resources for storing water
in adeguate ways helping to the increase of the mosquito population and, consequently, dengue
transmission. Dengue is a viral disease transmitted mainly by Aedes aegypti mosquitoes and is
considered one of the greatest public health problems. The qualitative and quantitative analysis of
the spread of this disease isimportant as it contributes to the design of plansfor the prevention of an
epidemic. Here, we present the analysis of a metapopulation model of the SIR-S| type representing
the dynamics of dengue for two zones connected by the residence times of the human population in
each one. Subsequently, we carried out the qualitative analysis of the model considering different
connection scenarios between the two aress.

Keywor ds: Dengue; Metapopulation; Mathematical M odeling; Basic Reproduction Number.

I ntroduccion

El dengue, una de las enfermedades transmitidas por vectores mas importantes, constituye
uno de los mayores problemas de salud pablica a nivel mundial. Sus caracteristicas bio-
[6gicas implican un alto poder endémico en territorios por debagjo de los 1.800 m s.n.m.
(Travi & Montoya, 1994). Por su geografia, todo € territorio colombiano es propicio
parala aparicién del virus causante de la enfermedad y el Valle del Cauca es uno de los
departamentos que reporta mas casos (Padilla et al., 2012), siendo su capital, ubicada
aproximadamente a 1.000 m s.n.m., la que mayor nimero de casos reporta. Por ello es de
vital importanciaestudiar |apropagacion delaenfermedad y, en este sentido, lamodelacion
matematica resulta ser una herramienta util, ya que permite describir en forma simplificada
el comportamiento del fenémeno (Jacquez & Simon, 1993).
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El acelerado aumento de las poblaciones urbanas, especialmente en zonas de bajos
recursos, ha agudizado las conductas que promueven los problemas de salubridad, entre
ellos, el mal amacenamiento del agua (Velandia & Castellanos, 2011). Esta situacion
puede favorecer € crecimiento de la poblacién de mosquitosy, por ende, la propagacion
de enfermedades de transmision indirecta como el dengue, el Zika y el chikungunya
(MinSalud, 2017). Ahora bien, las personas prefieren vivir en lugares cercanos a las
ciudades para garantizar una cierta distancia de las grandes concentraciones de personas
propias del area urbana y evitar, entre otras cosas, €l contagio de enfermedades. En
consecuencia, deben desplazarse para llegar a sus sitios de estudio, trabajo y atencién
meédica. Es lo que sucede con los municipios aledafios a la ciudad de Santiago de Cali,
cuyos habitantes se desplazan frecuentemente hacia la capital, donde permanecen un
tiempo (que aqui denominamos tiempo de permanencia, entendido como la fraccion
de tiempo promedio que una persona pasa en una zona), para luego volver a su lugar
de residencia. Estos desplazamientos son factores importantes en la propagacion de
enfermedades, ya que facilitan que unainfeccidn pueda extenderse de una zona a otra.

Lasluisa et al. (2019) presentan un andlisis de un modelo metapoblacional en e que
consideran que la poblacion de humanos se divide en susceptible de infectarse e infectada,
lo cual supone que no se adquiereinmunidad contralaenfermedad. En €l caso del dengue se
consideralacirculacion de varias cepas del virus, por lo que las personas pueden infectarse
cada que tienen contacto con un mosquito infectado. La simplicidad de este modelo
permite un andlisis clasico de la situacion de manera sencilla. Por otra parte, Barrios et
al. (2018) consideran que la poblacion de humanos esta dividida en susceptible, expuesta,
infectada y recuperada, 10 que permite modelar la transmision del dengue considerando
un solo serotipo en circulacién; este modelo es mas complegjo y su andlisis resulta mas
complicado. Nuestro interés se centrd Ginicamente en la circulacion de un solo serotipo de
dengue porque es un modelo mas préximo alareaidad que el de Laduisa et al. (2019) y
maés sencillo que el de Barrioset al. (2018), lo que permite que matemati camente sea més
tratable y los resultados sean igual de importantes.

Nuestro objetivo fue disefiar y analizar un modelo metapoblacional de tipo SIR-SI
para estudiar la dindmica del dengue en dos zonas independientes con interaccion entre
sus individuos y hacer un andlisis cualitativo clasico bagjo los siguientes supuestos. se
consideraron dos zonas y se tuvo en cuenta el tiempo de permanencia de las personas en
cada una de ellas; las tasas de natalidad, mortalidad y recuperacion de los humanos se
consideraron las mismas en las dos zonas, asi como las tasas de natalidad y mortalidad
de los mosquitos; no se consideré el desplazamiento de los mosquitos entre las zonas y
se contempld un Unico serotipo de dengue. Por Ultimo, se presentaron y analizaron las
simulaciones numéricas de posibles desplazamientos.

Materialesy métodos

Descripcion del modelo

El dengue es unainfeccion viricatransmitida por |a picadura de mosquitos, principalmente
Aedes aegypti. Paralatransmision del dengue, el mosquito debe entrar en contacto con un
humano infectado durante la fase de viremia de la enfermedad, |o que lo deja infectado
por €l resto de su vida. El mosquito infectado entra en contacto con un humano susceptible
de infectarse con €l virus, quien pasa a ser un humano infectado. La enfermedad no se
transmite de persona a persona y sus sintomas mas comunes son la fiebre, el dolor de cabeza
y de articulacionesy laerupcion rojizaen lapiel (MinSalud, 2017). Con esto presente, se
describio lainteraccion de humanos y mosquitos infectados con dengue considerando los
siguientes supuestos:

« Dos zonas en las que | as pobl aciones de humanos y mosquitos permanecen constantes
en el tiempo, las cuales se expresaron como Ny, y Ny, respectivamente, con i tomando el
valor 1 paralazonaly 2 paralazona?2.
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* En nuestro modelo se considerd una clasificacion de tipo SIR (Castillo & Brauer,
2001) parala poblacion de humanos infectados; |os humanos susceptibles de infectarse se
representaron como s, los humanos infectados como iy, y los recuperados por r, en cada
zona, planteandose la ecuacion Ny, = s, +ip, + 1.

* Para la poblacion de mosquitos se empled una clasificacion de tipo SI, es decir,
mosquitos susceptibles, denotados como s, € infectados como i, para la ecuacion Ny, =
Sn ¥im-

 En cuanto a los desplazamientos de los humanos, se tuvo en cuenta el tiempo de su
permanencia en cada zona representado como ¢; donde i y j tomaron €l valor de 1 0 2.
Ademés, este pardmetro de movilidad cumplié con gy + = 1Y O + 02 = 1, considerando
que g; correspondia alafraccion de tiempo promedio que un humano de lazonai pasaen
lazonaj. Por el contrario, ho se considero el desplazamiento de la poblacién de mosquitos
entre las zonas. Debe anotarse que debido a los desplazamientos de los humanos, las
poblaciones en las zonas cambiaron segun su tiempo de permanencia en ellas, por lo que
Yig qiNn, dondei =1, 2 eslapoblacion efectiva de humanos en la zonai.

* Se sUpuso que latasa de natalidad y mortalidad de la poblacion de humanos, x, y la
tasa de recuperacion, y, eran iguales en ambas zonas.

e Asimismo, se asumio que las tasas de natalidad y mortalidad de los mosquitos, d,
eran iguales en ambas zonas.

* Ademas de y se planted S, como la tasa de contactos efectivos entre un humano
susceptible y un mosquito infectado de lazonai y S, como latasa de contactos efectivos
entre un mosquito susceptible y un humano infectado en lazonai.

Asi, se establecié que las dinamicas de infeccion en humanos y mosquitos de la
zonai tenia dos formas de llevarse a cabo:

Dinamica de infeccién en humanos

1. Cuando permanecen en su zonay alli tienen contacto con un mosquito infectado,
lo cual se represent con la expresion ;A ciini donde el numerador representa el
i iT4djilVhj

nimero de contactos efectivos de infeccién y el denominador, la poblacion efectiva
delazonai.

2. Cuando pasan un tiempo en la otra zona y tienen contacto con un mosquito
infectado de dicha zona, lo cual se represent6 con la expresion q%h% donde el
numerador nuevamente corresponde al nimero de contactos efectivos de infeccion y
el denominador, alapoblacién efectivade lazonaj.

Dindmica de infeccidn en los mosquitos

1. Cuando tienen contacto con los humanos infectados que no se desplazaron de
la zona i, lo cua se representd con la expresion % donde e numerador
corresponde a nimero de contactos efectivos de infeccion y e denominador, a la

poblacion efectivade lazonai.

2. Cuando tienen contacto con los humanos infectados de lazonaj que se desplazaron
alazonai, lo cual se represent6 con la expresion ~2mi i donde el numerador
9iiNn+4ilNn j

corresponde al nimero de contactos efectivos de infeccion y el denominador, a la
poblacion efectiva de lazonai.

En lafigura 1 se presenta esqueméticamente la dinamica de transmision del dengue
aqui expuesta. Las flechas verticales indican la entrada por nacimientos y la salida por
muerte de la poblacidon en cada etapa, en tanto que las flechas punteadas de color rojo
y verde representan cdmo se contagia el humano susceptible de las zonas 1y 2 con un
mosquito de las correspondientes zonas 1 y 2. Las flechas punteadas de color amarillo
y naranja representan como se contagia el mosquito susceptible de las zonas 1y 2. Por
ultimo, las flechas horizontales verdes, rojas y negras indican el cambio de etapa de un
humano susceptible a infectado y de infectado a recuperado. Andlogamente, las flechas
horizontales amarillas y naranjas indican el cambio de etapa de un mosqguito susceptible
ainfectado.
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Figura 1. Diagramade la dindmica del dengue para dos Zonas conectadas.

El sistema de ecuaciones que describe el model o metapoblacional SIR-SI esel siguiente:

dspy p q11Bh,Shqim1 q12BnShimy s
—— = UNp1 — - — Usy
dt q11Np, + 421Nk, q12Npy + Q22 Ny, !

dip, q11Bn1Shytm1 q12Bn,Sh1im2 . .

— 5 = _l’uhl_ylhl'
dt  qu1Np; + q21Nh,  Q12Npy + g22Np,

dThl .

ar Ving = HThy,

dsm, _ QuPmitngSmy @a1PmilhgSmy ss
dt ™ qi1Npy +q21Nh,  quiNag + 421Ny, m

dim;  quifmyin;Smy Q21PmithySmy si
dt  qu1Np; + q21Np,  q11Npy + Q21 Ny, v

dsp, P q22Bn,Sh,im2 q21Bh1Shoim1 s

— = = ulNp, = - — UShy)
dt 2 quNn, + q12Np,  quiNwy + @21 Ny, 2

dip, _ q22BnShoimy 421Bh1Sholmy iy — iy
dt  q22Np, +q12Nh;  q11Npy + q21Ny, 2 z

drhz i

i =Vihy — HThy

dsmz .y _ qZZﬂmzihzsmz _ quﬁmzihlsmz —§s
dt "2 qyuNu, + qizNp,  G22Nh, + qi2 N, me

dimZ _ qzzﬁmzihzs‘mz qlzﬁ‘mzihlsmz

lm2,

dt  quNu, + @12Nn,  G22Npy + q12N,

(1a)

(1f)

(19)

(1h)

(10)

(1)

Las ecuaciones (1b) y (1g) indican lavariacion de la poblacion de humanos infectados
en el tiempo enlaszonas 1y 2, respectivamente. L os dos primeros términos corresponden
al nimero de nuevasinfeccionesy el tercer y cuarto términos, ala desaparicidn por muerte
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y recuperacion de los humanos infectados. Las ecuaciones (1€) y (1j) indican lavariacién
de la poblacién de mosquitos infectados en el tiempo en las zonas 1y 2, respectivamente.
L osdos primeros términos representan el nimero de nuevasinfeccionesy el tercer término,
la desaparicién por muerte de los mosquitos infectados.

Tomando en cuenta la definicion del parametro ¢}, Setiene que cuando gy = 1Y Oy =
1, no hay movilidad entre las zonas, es decir, hay dindmicas aisladas. Por € otro lado, si
Odu =0y g = 0, hay intercambio de poblaciones entre las zonas. En los casos en que
Ou =1y dg»=00qu =0V g» =1, setiene que solo hay movilidad hacialazonalola
zona 2, respectivamente, situacion ala que se denominé movilidad completa en unazona.

Para efectos de facilitar los cdlculos, se normalizé el model o mediante laintroduccion
delassiguientesvariables que representan laproporci én de humanosy mosquitos existentes

en cada zona:
Shy ing Thy Smq _lmy
Zonal:S,, =—~,, =—,R,, =—,5.. = [ =
h1 Nhl’ h1 Nhl’ h1 Nhl’ mi Ny y m1 N1
. Sha ihy Tha Sma _ Imy
Zona2: Sy, =—=,I,=—*,Rp, =—=,Sp, =—=YIpn, =—=
h2 T Ny h2 T Ny T2 T N, T2 T Ny Y fmo N,

En consecuencia, € sistema (1) de ecuaciones se convierte en

dShl =pu- qllﬂhlshllmlel _ Q12ﬁh25h1[m2Nm2 _ [.lShl, (28)
dt q11Npy + q21Ny,  q12Npy + q22Ny,

di S Im, N, Sy I, N
h1 — qllﬁh1 h1lm1¥mq quﬁhz h1'mpatVmy _ (,Ll +]/)Ih1 (2b)
dt  quiNp + 21Nk, q12Npg + Q22 Ng,

dRy,

leylhl_”Rhl’ (20)

dS‘ml —5— ChlﬁmlNhlIhlSml _ qzlﬁmlththSml —5S (2d)
dt Q11N + 421N, q11Ne1 + q21 Ny, m

d1m1 _ QIlﬁmlNhllhlsml qzlﬂmlNhlthSml —5S (29)
dt  qu1Np; +q21N,,  q11Np + @21 Ny, m

das 42284 Sh I N 421 BhShoIm4 N,

h2=H_ 22Ph2°hy'my mp 421 h19hoimq ml—ﬂshz, (2f)

dt q22Np, + q12Npy q21Np, + q1aNpy

dIhz _ qZZBhZShZImszZ quﬁh15h21m1Nm1 _ (H + )/)1 (29)
dt Q22Nny + 912Nk, q21Nky + q11Npy h2

dRy,

d—t2=]/1h2 —HRhZ, (2h)

ASm2 —5— 422 Bm2Nn2ln2Sme _ q12Bm2Np1In1Sme _ &S i)
dt q22Np2 + q12Np1 - q22Np2 + q12Npy "

dlmz _ qZZﬁmZNhZIhZSmZ quﬂmZNhllhlsmz _ 61m2, (21)

dt  quNu, + 12Ny, 22Ny, + G12Ny,

Para comenzar, es importante saber si € sistema (2) tiene sentido biolgico, paralo
cual se adopté e siguiente teorema.
Teorema 1. Laregion de interés bioldgico

(S Iy R S I S s Ry S 1) TELOA] 2 §y#1, 4R, = 1, = 1,2}
es positivamente invariante.
Demostracion 1. Al considerar la poblacion constante, bastaria demostrar que €
cambio del sistema de ecuaciones apunta hacia € interior de la region cuando se toma
algun punto de los hiperplanos que limitan laregion.
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.th = {(Shi’lhi’Rhi) € [0,1]315;”. + Ihi + Rhi = 1, i= 1,2}
L = {(SmpIm) €10.21%: Sy + 1y, =1, =12},

considerando Q) = QX Qmy X Qnp X Qe

Se paso a demostrar que (), €ra positivamente invariante. En efecto ¢, esta limitado
por los siguientes hiperplanos:

. Sﬁ =0

. |hi =0

. Rhi =0

* S1i-'-|hi-'-|:{hi = 1’
dondei =1,2.

Luego se analiz6 € cambio del sistema de ecuaciones (2) a tomar un punto arbitrario
de los hiperplanos que limitan €.

* S §,=0, entonces — ‘”’“ =u > 0. Esdecir, S, es creciente, lo que indicaque, a tomar
un punto arbitrario del hi perpl ano, el cambio es hacia €l interior de ;..

*Sil, =0, entonces 52 = y2 1% 0. Es decir, 1, escreaente lo que indica
gue, a tomar un punto arbltrarlo del hiperplano, el cambio es hauael interior de ;.

*SR,=0 entonces =y, Es decir, R, es creciente, lo que indicaque, a tomar
un punto arbitrario del hi perpl ano, el cambio es hacia el interior de ;..

*Si §,+l,+R, =1, sea ¢, & angulo formado entre el vector normal del hiperplanoy el
vector de cambio del sistema, el cual esta dado por la ecuacion, indicando que ¢, = 7. Es
decir, que €l vector de cambio del sistema esté sobre el hiperplano.

Andogamente, se continué para demostrar que ; era positivamente invariante.
Se analiz6 € cambio del sistema de ecuaciones (2) a tomar un punto arbitrario de los
hiperplanos que limitan Q,,

*S §,=0, entoncesdjm =0>0. Es decir, S, escreciente, o queindicaque, al tomar
un punto arbitrario del hi (Perpl ano, el cambio apunta hacia el interior de Q..

*Sil,, =0, entonces—+ Z =1 Bm Pjilh;Sm; = 0. Luego, I, &screaente lo queindica
que, a tomar un punto arbltrarlo del hlperplano el cambio es haC|aeI interior de Q..

*Sil,+1,=1 sea ¢, € angulo formado entre el vector normal del hi perplano y €
vector de cambio del sistema, €l cual esta dado por la ecuacion:

dl ds,. dI,.
ml mi h h
cos(Pm) = ds,, d Sy, dly,

jann e uey gy e Doy

indicandonos que ¢,,= 7, es decir, que el vector de cambio del sistema esta sobre el
hiperplano.

Ademas, se denoto el nimero de mosquitos en la zona i por humanos efectivos en la
zonai como 6, lo que esta dado por:
le Nmz

0 =—F—F—7, O =—v—7F—7—
17 q11iNy, + 421Ny, 27 qa2Nn, + 412Ny,

Asimismo, se denoté como p; la proporcion de humanos efectivos de la zonai en la
zonaj, lo que esta dado por:

q11 N, q12 Ny,
pi=—r——"> DPu=——
q11Np, + q21Ny, q22Np, + q12Np,
q22Np, q21Np,
D22 = =

q22Np, + Q12N q11Np, + 21Ny,

Ademés, e modelo (2) sepudo reducir aseis ecuaciones, yaque se que se consideraron
poblaciones constantes, esdecir, R;=1- S, y§;=1- | ;parai = 1,2.
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Con lo anterior, € modelo metapoblacional (2) se reescribié como:
dSh,

It = P 1Py 018y Imy = 012Bn; 025 Imy = Sk, (3a)
% = q11B811 015k Imy + 9128120250 Imy — (0 + V)i (3b)
% = BmyP11lp (1 = Iny) + By P21l y (1 = Iny) — 86, (3¢)
dj:z = U — 422810,025h,Imy — 421Bh101Sh,Imy — HSh, (3d)
% = 422B1,025n,1my + 421Bny015h yImy — (4 V)i, (3e)
% = BinyP22lny (1 = Iny) + BmgPrzlny (1 — Lyy) — 81, (3f)

Puntos de equilibrio

Para analizar el comportamiento cualitativo del sistema se calcularon los puntos de equi-
librio, los cuales correspondian alas soluciones del sistema de ecuaciones

U= q11Br,01ShImq — 412B81,0251 Imy — 4Sh; =0 (4a)
q11B1101ShImy + Q1281 028k Imy — (W +y)I,, =0 (4b)
Bm P11l (1 = Iy) + By P21lny (1 — I )61y = 0 (4c)
U= 228150250 5Imy — 421811015k ) Imq — 4Sh, =0 (4d)
42281550, Imp 02 + @21Bh Im 01 — (W= V)1, =0 (4e)
BmyP22lny (1 = Iny) + Brnyp12lny (1 = Iny) — 6Ly =0 (4f)

Por un lado, mediante inspeccioén se pudo verificar que X = (1,0,0,1,0,0) era una
solucién del sistema (4), lo que se denomina punto de equilibrio libre de enfermedad, por
el otro, debido alacomplejidad del sistema (4) no es posible hallar unaformaexplicita de
otro punto de equilibrio. Mé&s adelante se muestrala existenciay unicidad de este.

Numero reproductivo basico (R,)

En los model os epi demiol égicos uno de los principales objetivos es hallar qué condiciones
determinan laaparicién de una epidemia. Estas condiciones se pueden determinar mediante
el R,, numero reproductivo bésico, que representa el nimero de nuevas infecciones produ-
cidas por un individuo infeccioso introducido en una poblacion libre de enfermedad (Van
den Driessche & Watmough, 2002), por [o que es importante determinarlo.

Siguiendo los lineamientos planteados en Van den Driessche & Watmough (2002)
y Martcheva (2015) para calcular el R,, es necesario determinar € cuadrado del radio
espectral de la matriz de la proxima generacion, la cua estd dada por FV! (Material
suplementario 1, https://www.raccefyn.col/index.php/raccefyn/article/view/1604/3231).

0 q11Br, 61 0 q12B1,62 u+y 0 0 0

F= ﬁmlpll 0 m1P21 0 v 0 S 0 0
0 q21Pnr, 61 0 q22Pr,02 |’ 0 0 u+y Oof

Bm, P12 0 Bm,Paz 0 0 0 o0 ¢

Por consiguiente, el R, del modelo (3) queda dado por

Ro (ky + ky +V(ky — k3)? + 490),

1
S 2(u+y)s
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donde
ki = Br Bm 01011911 + P21921), k2 = By By 02 (012912 + P22922),

(911G12Np, + 6Izzqzﬂ\/hz)z
(911 Ny + 421N ) (@22 Nh, + @12Np,)
Se utiliz6 lamismatécnica de Van den Driessche & Watmough (2002) para hallar el
numero reproductivo basico delazonai, R, y se encontré que
_ Bh1Brm 6,
(s

Y= Bhlﬁmlalﬁhzﬁngb w =

Ro

donde 8, = Nh

Ahorabien, al analizar los casos en que no hay movilidad y se intercambian las pobla-
ciones de las zonas, se obtuvieron los siguientes resultados:

1. Sin movilidad entre las zonas, es decir cuando g, = 1y q,,= 1, se obtuvieron las
siguientes igualdades:

kl:ﬁhl mlgl’ kzzﬁhzﬂméz’ 4= k1k2’ =0,
lo que implica que cuando no hay movilidad, se obtiene
Ro=MaX{ Ry, Ry} -

2. Al intercambiar las poblaciones entre las zonas, es decir, 4, =0Yy 0, = 0, se

obtuvieron las siguientes igual dades:

k—ﬁﬁé% k—ﬁﬁé% 9 =1k w=0
1 h1Pm1 1Nh2’ 2 haPmy ZNhZ' 172 ’
lo que implicaque al hacer intercambio de poblaciones entre |as zonas,

fRO = maX{ROl %hl ROZ %:i}

Asi, d R, es dependiente del nimero de humanos en la zona i por € nimero de
humanos en lazonaj.

Estabilidad del equilibrio libre de enfermedad

Se presenta un resultado que establece bajo qué condicidn la enfermedad tiende a desa-
parecer, es decir, € punto de equilibrio libre de enfermedad del modelo (3) asintética
mente estable.

Teorema 2. Si R,< 1, entonces el punto de equilibrio libre de enfermedad es asint6ti-
camente estable.

Demostracion 2. Al calcular el jacobiano del sistema (3) y evaluarlo en X', se obtiene:

—H 0 —Bh1€I1191 0 0 —ﬁhthz 0,

0 —(u+y) PBrqu1br 0 0 Br,41292
I = 0 Bmpu -6 0 BmPa 0 ,

0 0 —Pr1q2101 —u 0 —Pn,q220,

0 0 Br192161 0 —(u+y) Pryq220:

0 BmyP12 0 0 Bmyp2 -6

cuyos valores propios estan dados por:

M= Ay, = %(—oi\/oz—4—8(u+y)(1—f}€g)),

dondec=p+vy+3yA yA, sonde multiplicidad dos, cada uno. Claramente, A, Siempre
es negativo, ya que p > 0. Para estudiar A,,, se tomaron dos casos:
1. S R,> 1, se tiene que | — R > 0, por lo tanto, Vo? —48(u + y)(1 - R2) < o, €S decir que
—o + Vo2 — 48(p +v)(1 — R3) < 0. Luego, A, < 0.
2. S R,> 1, se tiene que 1 — R < 0, por lo tanto, Vo2 —48(pn+vy)(1 — R2) > o, €S
decir que —o + Vo? — 48(u + y)(1 — R2 §) no siempre es menor que cero. Luego, A,,> 0
yA,_<O.
En conclusion, se tiene que cuando R, < 1, el punto de equilibrio libre de enfermedad
es asint6ticamente estable.
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Dado que € equilibrio libre de enfermedad, X, es estable cuando R, < 1, interesa saber
como se comporta cualitativamente el sistema cuando R,> 1.

Teorema 3. Suponga que lared de contacto (lared de movilidad entre las zonas) esta
fuertemente conectada, entonces e sistema (3) tiene un equilibrio endémico Unico sl 1 < R,
Ademés, este equilibrio es localmente asint6ticamente estable.

Como nuestro interés se centré en ver el efecto de la propagacién del dengue cuando
hay movilidad de las personas entre las zonas, se supuso que siempre habia flujo de
poblacién humana entre ellas, excluyendo los casos de intercambio de poblaciones entre
las zonas 0 de movilidad hacia una sola zona. Por lo tanto, con base en el teorema (3.1)
de Iggidr et al. (2016), y considerando una red de contacto fuertemente conectada, se
obtuvo €l resultado del teorema 3 (Jacquez & Simon,1993; Smith, 1995) (Material
suplementario 2, https.//www.raccefyn.co/index.php/raccefyn/article/view/1604/3231).

Andlisis de sensibilidad del R,
Al calcular e R,, se observé que estaba en funcion de nueve pardmetros, por 1o que se
procedid a estudiar la sensibilidad de R, frente a cada uno de €ellos para asi analizar cud
era e efecto de los pardmetros sobre el R, determinar cudles parametros deberian ser
afectados paraintentar controlar la dindmica del sistemay lograr cambios cualitativos en
el sistema.

Primero, seanalizé laderivadaparcia de R, con respecto acadauno delos parametros:

0Ry By 61 [(P11911 + P12012) (1 — kg + V(K — 16)? + 49w) + 24, B, 02 w] -0

0B, B 45(u + V)RV (K — K2)? + 4w
Ry By 02 [(P12q12 + D22G22) (12 — K1 + V(i — 1)2 + 490) + 2B, Bm,01w] >0
0Bn, 45(u+ V)RoV (i1 — K2)% + 49w
Ry Bry 01 [(P11q11 + P21920) (k1 — K + V (ep — 163)? + 49w) + 2B, B, 0, 0] >0
0Bmy 451+ )RV (11 — K3)? + 4w
0Ry B 02 [(P1212 + P22G22) (Kp — K1 + V (kg — 1)? + 49w) + 23, B, 01 0] =0
0Bm, 45(u +y)RoV (k1 — K2)? + 4w
R R aR R
00 =0
ou 2u+y) dy 2w+
6720 Ro
o5 20

Estos calculos evidenciaron que R, era una funcion creciente con respecto a f,,
Prro Brg» By ¥ decreciente con respecto a p, v, 8. Asi, para que R, fuera pequefio debian
disminuirse una o varias de |as tasas de infeccion, S, B, By B, © UMeNtar |as tasas de
natalidad, mortalidad o recuperacion en humanos y mosquitos dada por L, 9, .
Por otra parte,
0Ry _ Ny Ny (=1 + g1 + q22)
aq11 2V (ky — kp)? + 4w (i + ¥)6R,

ﬁhlﬁmlgl(l —q22)
(q11Np; + (1 = g22)Np,)?

ﬁhzﬁngzqzz
+ V(ky — k)% + 4vw
(A= ql; +azaliyyy? ) Y k)

+ 20(Np, (1 = q11)q11 + Ny (1= 422)922) (2N, (1 — 922)922

+ Npy (1= q11)(1 = q22) + 411922))

( Bh1Bmy 61(1 — q22) BhyBmy02422
(q11Nk; + (1 = q22)N )% (1= q11)Niy + 22 Niy)?

) (ey — kz)],
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donde A seria el conjunto con la siguiente propiedad: A = {q,,, d,,€ (0,1) : g, + 0,,-1=
0}, es decir, que los puntos que pertenecen a A son un cero de %’ y hay un punto critico
de R, en direccion de q,,. Sin embargo, no se logro establecer la naturaleza de |os puntos
que pertenecen a A, por ende, no se pudo ver el efecto que causa el parametro g, en R,
Esdecir, q,, no afecta monotonamente aR

Procediendo and ogamente para == a se obtuvo el mismo resultado (M aterial suple-
mentario 1, https://www.raccefyn.co/i ndex php/raccefyn/article/view/1604/3231).

Segundo, para tener un mejor andlisis de la sensibilidad de R, con respecto a los
parametros del modelo, se utilizd € indice de sensibilidad normalizado presentado en
Chltmsa Ret al. (2008). Este indice de R, con respecto a pardmetro p, se defini6 como
Y, Ro. = T3 75’0, el cual fue (til paramedir Iasensubmdad o0 la capacidad de respuesta del R,
aun cambio en su parametro.

Ro R K1 — ko +V (ks — kp)? + 49w 1
Yo, = Yo, = e € [0'7]'

ky, —ky +V(k; — k)% + 49
Ygeo =Yl§eo _ke— ke +V (ki — k) WE[O,E],
he — hma 4k, — k)2 + 40w

Ro _ _ 1 Ro_ _1
Y = 2(u+y) [ 0] - 2(y+y) [ 2'0]' 5 =-2
Por giemplo, para el caso de Y} = —1, este indice de sensibilidad permite obtener

la siguiente relacion: cuando latasa de natalldad de los mosquitos aumenta un 10 %, €l
R, disminuye en un 1 — (k) = 54,5 % (Smith, 1995). Cabe anotar que los indices de
sensibilidad en valor absoluto no son mayores que 0,5.

Resultadosy discusion

Se presentan las simulaciones numéricas del modelo (3) para estudiar qué tanta influencia
tienen los tiempos de permanencia de los humanos en las diferentes zonas en la variacion
de la poblacién de humanos infectados.

Las graficas de las simulaciones se obtuvieron mediante la herramienta tecnoldgica
Wolfram Mathematica utilizando los val ores estimados de |os parametros del modelo SIR-
Sl (Sepulveda, 2015) obtenidos a ajustar os casos de dengue reportados a la Secretaria
Municipal de Salud de Cali en el 2010, dado que este model o SIR-S| describe unasituacion
similar aesta (Tabla 1).

Para las simulaciones numéricas se tomaron igual es val ores estimados de |os pardme-
tros, asi como iguales condiciones iniciales en ambas zonas (se tomé una zona con pobla-
cién més alta que la otra para ssimular un escenario mas comin, en e que una zona es
una ciudad grande y la otra una ciudad cercana, pero més pequefia) (Tablas 1 y 2). Se
consideraron dos situaciones en cada zona para el R, esdecir, R, <10 R, > 1,1 €{1,2},
paralo cual sevarié la probabilidad deinfeccidn en los humanos tomando dos valores para
P, correspondientes a g, = 3,52 x 10, 10,58 x 10, y haciendo que R, tomara valores de
0,5866 y 1,1734, respectivamente.

Tabla 1. Valores de |os pardmetros para realizar las simulaciones numéricas

Parametros Descripcion Valor
P Tasa de contactos efectivos en mosguitos zona i 3,57 x 102
I Tasade natalidad y mortalidad en humanos 3,714 x 10°
y Tasa de recuperacion en humanos 0,1
0 Tasa de natalidad y mortalidad en mosquitos 6,45 x 102
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Tabla 2. Condicionesiniciales pararealizar las simulaciones numéricas

Notacion Descripcion Valor
Np, Cantidad de humanos en lazona 1 3000
Ny Cantidad de mosquitos en lazona 1 9000
Np, Cantidad de humanos en lazona 2 150
[\ Cantidad de mosquitos en lazona 2 450
PS, Porcentaje de humanos susceptibles zona 98%
Ply, Porcentaje de humanos infectados zona 15%
Pl Porcentaje de mosquitos infectados zona 45%

Dinamica aidada

M ostramos cémo se comportaladinamicadel dengue sinincluir lamovilidad, esdecir, que
q,, = d,,= 1. Ladinamica aislada permiti¢ saber el porcentaje de infectados en cada zonay
observar el impacto de lamovilidad en cada una de ellas.

Las graficas en la figura 2 muestran el porcentaje de humanos infectados cuando R,
<1y 1< R,respectivamente. Puede observarse que las graficas se superponen, lo que se
debe aque se trabagj 6 en proporciones con condicionesinicialesigual es; debe aclararse que
en poblaciones absolutas estas difieren completamente, cuando estd dado R, parahacer las
simulaciones.

Enloscasosenque Ry <1, 1< R,y 1<R,, R, < 1, seobtuvo una combinacion de
las graficas presentadas en la figura 2.

I ntercambio de poblaciones entre las zonas

Se evidencié e efecto del cambio de zona de la poblacién completa de humanos, es decir
que g, = g,,= 0. Los resultados fueron dos parejas de graficas equivalentes, es decir, que
cualitativamente se comportan de igual manera (Figura 3), con la proporcion de humanos
infectados delas zonas 1y 2 en las zonas 2 y 1, respectivamente.

En este escenario se pudo empezar a notar que la movilidad afectd fuertemente a
la poblacion de humanos de la zona 2, ya que a hacer el intercambio de poblacion de
humanos, la densidad de mosquitos, es decir, el nimero de mosquitos por humano en la
zona 1, fue mucho mayor, con € consecuente aumento de la probabilidad de infeccion
en esa zona y un mayor riesgo para la poblacion de humanos de la zona 2. Ademés, la
infeccion de humanos de la zona 2 fue mas alta en lasituacion en que R, > 1.

Figura 2. Proporcion de humanos infectados cuando g, = d,,= 1.
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Figura 3. Proporcién de humanos infectados cuando g,, = g,,= 0.

Movilidad entre las zonas

Se evidencié el efecto de la movilidad en la propagacién del dengue tomando un valor
para q,,y viendo el efecto que causabalavariacion de q,,, es decir, tomando la proporcion
de tiempo de permanencia de los humanos de la zona 1 como q,, = 0,8,06,04 y 0,2, y
considerando la proporcion de tiempo de permanencia de los humanos en la zona 2 como
a,,=0,8,0,6,0,4y 0,2. Ademas, se consider6 que R,> 1.

En todos los escenarios se encontrd que a aumentar la movilidad de la zona 2 hacia
lazona 1, €l porcentaje de humanos infectados de la zona 2 aumentaba, en tanto que el
porcentgje de infectados de la zona 1 rel ativamente seguia siendo el mismo. Se plantearon
los casos en los que g,, = 0,8 y q,, = 0,2, respectivamente, los cuales se observan en las
graficas de las figuras 4 y 5.

Esto nos lleva a concluir que la movilidad afectd fuertemente a la poblacion de la
zona pequefia, es decir, la zona 2. Ademas, cuando q,, + q,,= 1, las figuras 4a y 5d se
superpusieron debido a las condiciones iniciales consideradas, 10 que sugiere que las
ecuaciones de humanos infectados de la zona 1 y la zona 2 fueron proporcionalmente

iguales.
En efecto,
dly,
ek q11Bh1Sh1Tm 01 + q12BhySh 1 Imp02 — (W + V)Iny, (5a)
dly,
T 42281 3Sh3Tmy02 + G21Bh Shylm 01 — W+ V) ny, (5b)

como setienequeXiig;=1coni=1,2, parael primer término de laecuacién (5a) se puede
notar que

qllel le le
mb = N D@1y Ny N
q11Vpy T q21Vp, Nh1+ENh2 hq hy
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Figura 4. Proporcion de humanos infectados para val ores distintos de g,, cuando g,, = 0.8

Figura 5. Proporcion de humanos infectados para val ores distintos de g,, cuando g,, = 0.2

Procediendo analogamente para los factores q,,0,, 0,,0, Y d,,0,, Se obtuvo que g,,0, =
0,y 00, =
q21 1y q22 27 No+ Ny~
Por ultimo, en las simulaciones numéricas se observo que cuando R, < 1y R,,>

1 se obtuvo que R, < 1,y cuando Ry, > 1 y Ry, < 1, se obtuvo R, > 1. Luego R, estuvo
directamente relacionado con el vaor de R,,.
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Conclusiones

En este estudio se propone un modelo metapoblacional de tipo SIR-SI que representa la
dindmica de transmision del dengue en dos zonas conectadas por €l tiempo de permanen-
ciadelos humanos en ellas.

Sehizo el andlisis cualitativo a modelo mediante el célculo delos puntos de equilibrio
y se estudiaron las condiciones en que se logro su estabilidad. El primero, es decir, €
libre de enfermedad, se encontroé trivial en la inspeccion, en tanto que, para el segundo,
el endémico, no fue posible establecer una expresion andlitica, por lo que se procedio a
demostrar mediante los lineamientos expuestos en Iggidr et al. (2016) que este punto
existiay era unico.

También se calcul6 e ndmero reproductivo bésico asociado a nuestro modelo para
concluir que si R, < 1, el punto de equilibrio libre de enfermedad era asintéticamente esta-
ble, es decir, la enfermedad tendia a desaparecer. Ademés, se comprobd que si R, > 1, el
punto de equilibrio endémico era asint6ticamente estable, es decir, la enfermedad persistia
en el tiempo. A continuacion se procedid a andlizar la sensibilidad de R, con respecto alos
parémetros del modelo. Asi, primero, mediante las derivadas parciales de R, con respecto
a cada uno de los pardmetros, se obtuvo R, en funcion de un solo parametro y se concluyé
que esta era una funcidn que crecia a medida que Sy, B By B @UMentaban y decrecia
a aumentar , y, d. Luego, utilizando el indice de sensibilidad normalizado se tomé como
glemplo v = -1, con lo cua se evidenci6 que cuando ¢ aumentaba en un 10 %, el R, dis-
minuiaen un 54,5 %. Ademés, se evidencid quelos valores delos indices de sensibilidad en
valor absoluto no eran mayores que 0,5.

En las simulaciones numéricas, después de analizar varios escenarios, se pudo con-
cluir que la movilidad afecté fuertemente la zona mas pequefia, la zona 2, debido a que
con la movilidad, la proporcion de mosquitos en la zona 1 resultaba ser mucho més alta,
aumentando la probabilidad de infeccion en los humanos de la zona 2 cuando pasaban
tiempo en la zona 1. Por Udltimo, con los valores de los parametros y las condiciones ini-
ciales consideradas en |las simulaciones se observo unarelacion directade R, con R,,.

Debe enfatizarse que, con base en el modelamiento y los resultados de este estudio, se
pueden disefiar estrategias paralareduccién deinfectados por €l virusdel dengue mediante
laintroduccion de controles que tengan en cuenta que lamovilidad y €l tiempo de perma-
nencia de los humanos en las zonas es una caracteristicafundamental en la propagacion de
la enfermedad. Debe hacerse, ademas, un analisis de costo-beneficio de las estrategias para
lagjecucion efectiva de una politica de control quelogre disminuir € nimero deinfectados
por e virus del denguey reducir sus costos.

I nformacién suplementaria

Ver informacion suplementaria en https://www.raccefyn.co/index.php/raccefyn/article/
view/1604/3231
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