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Resumo

O desempenho de sensores fotoeletroquímicos, baseados no elétrodo Ti/TiO2 (sendo 
um exemplo de modelagem o sensor de hidrazina), foi descrito matematicamente e o 
respectivo modelo foi analisado por meio de teoria de estabilidade linear e análise de 
bifurcações. As condições do melhor desempenho destes sensores, bem como as de 
instabilidades oscilatória e monotônica, foram inferidas na base da análise do modelo.

Palavras-chave: sensores, fotoeletrocatálise, dióxido de titânio, comportamento 
eletroquímico, estado estacionário estável

Summary

The mathematical modeling of the function of the 
photoelectrochemical sensors, based on Ti/TiO2 electrode

The work of photoelectrochemical sensors, based on the Ti/TiO2 electrode (being an 
example for the modeling the hydrazine sensor), was described mathematically and 
the respective model was analyzed by means of linear stability theory and bifurca-
tion analysis. The best response condition for this sensor, as also, the oscillatory and 
monotonic instabilities requirements, were inferred, basing on the model´s analysis. 
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Introdução

Muitas pesquisas sobre o dióxido de titânio são relacionadas às suas aplicações para a 
degradação de vários compostos orgânicos sob a irradiação ultravioleta [1–6]. Só nal-
guns artigos foi investigado o uso de fotoeletrocatálise para a análise eletroquímica. 
Recentemente, para a detecção do ADN foi usado o elétrodo de nanopartículas do 
óxido de estanho [7] e o elétrodo de compósito TiO2/CdS/ITO, para a detecção 
de fetoproteína [8]. Além disso, foram preparados os elétrodos da pasta de carbono, 
modificados pela adsorção de azul de metileno sobre fosfato de zircônio [9] e musco-
vita [10]. Eles foram exitosamente usados para a oxidação fotoeletrocatalítica da Vita-
mina C. Outrossim, Xu e colaboradores [11] reportaram a possibilidade de uso de nova 
metodologia fotoeletroquímica da determinação de dinucleótido de nicotinamida e 
adenina (NADH) pelo elétrodo do filme de TiO2 sobre o elétrodo de óxido de índio e 
de estanho (ITO). 

Outros grupos de pesquisa também investigaram a oxidação fotoeletrocatalítica de 
NADH com o uso de novo elétrodo polimérico de grafite, modificado por fenotiazina 
[12], o elétrodo vítreo de carbono, modificado por poli(toluidino vermelho O) [13], 
bem como por meio doutros elétrodos semelhantes [14–16]. Além disso, foram tam-
bém usados os sensores, baseados nos compósitos de TiO2 com polímeros condutores 
(polianilina [17, 18], polipirrol [19] e politiofeno [20]), que já obtiveram o seu uso em 
sensores eletroquímicos [21–28]. Zhang e colaboradores [29] desenvolveram o sensor 
fotoeletroquímico de glicose e sacarose, baseado no TiO2/ITO.

Por outro lado, hidrazina e derivados são ótimos redutores para a síntese orgânica, ini-
bição de corrosão, produção agrícola etc. [30, 31].

Há muitas descrições da determinação eletrocatalítica de hidrazina [1, 32–36] e no 
artigo [1] é descrito experimentalmente um novo método de detecção de hidrazina por 
meio do uso do elétrodo de folha de titano, modificado pelo filme de TiO2. 

Muitas vezes, nos sensores eletroquímicos foram observadas as instabilidades, capazes 
de influenciar o desempenho de sensores e biossensores eletroquímicos [21–28], sen-
do-lhes dada uma interpretação fenomenológica. Esta, porém, não pode ter um bom 
fundamento, por não ter base teórica, que só pode ser dada pelo modelo matemático, 
capaz de descrever matematicamente os processos no sistema. 
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Neste trabalho, o sensor de hidrazina, baseado no filme Ti/TiO2 obtém-lhe a descri-
ção matemática do desempenho, cujo alvo é a determinação de regiões topológicas do 
melhor desempenho, bem como das causas das possíveis instabilidades. Na segunda 
seção, descrever-se-á matematicamente o desempenho do sensor fotoeletrocatalítico, 
baseado no compósito TiO2–polímero condutor. 

Seção i. o desempenho do tio2 puro.  
o sistema e o seu modelo

Para descrever matematicamente o desempenho do sensor fotoeletrocatalítico de 
hidrazina no modo potenciostático, usam-se as 2 variáveis (o caso da oxidação direta 
pelo buraco):

c – a concentração da hidrazina na camada pré-superficial;

ϑ – o grau da formação de buracos na superfície de TiO2. 

Para simplificar a modelagem, supõe-se que a solução esteja agitando-se intensa-
mente, para menosprezar o fluxo de convecção, que o eletrólito de suporte esteja em 
excesso, para menosprezar o fluxo de migração. A camada pré-superficial é suposta a 
ser de espessura constante, igual a δ, e o perfil concentracional do analito (neste caso, 
hidrazina) na camada, a ser lineal. 

Como sendo o material semicondutor oticamente ativo, o comportamento eletroquí-
mico dele na luz e no escuro é diferente. Conforme o artigo [1], a eletrooxidação da 
hidrazina se dava na luz, portanto o modelo vai descrever o comportamento do men-
cionado composto nas condições de iluminação. 

O analito aparece na camada pré-superficial por meio da difusão, e desaparece, sendo 
oxidado pelo buraco. Assim sendo, a sua equação de balanço será descrita como: 

dc
dt
=

2 C0 C( ) r1  (1)

Sendo Δ o coeficiente de difusão, c0 a concentração de hidrazina no interior da solução, 
r1 a velocidade de reação de oxidação de hidrazina pelo buraco. 

Os buracos aparecem na superfície aquando da irradiação ultravioleta e desaparecem 
da superfície no processo de sobreoxidação, ultrapassando-se-lhes a margem elétrodo– 
solução. Assim sendo, a equação de balanço será descrita como: 
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d
dt

r r
1

max
0 1

θ
Γ

( )= −  (2)

Sendo Γmax a concentração máxima de buracos na superfície e r0 a velocidade da sua 
formação. 

As velocidades das reações podem ser apresentadas como: 

r0 = k0 1( ) I exp F 0

2
r1 = k1c  (3 – 4)

Sendo kn as constantes de velocidades das respectivas reações, β o coeficiente, cujo valor 
depende principalmente do rendimento quântico, comprimento da onda, natureza do 
analito e do meio (analogicamente ao caso da fotoiniciação da polimerização radical), 
I a intensidade da luz, F o número de faraday, φ0 o salto do potencial na dupla camada 
elétrica, relativo ao potencial de carga zero.  R é a constante universal de gases e T a 
temperatura absoluta.

O elemento exponencial descreve a influência da formação de buracos sobre a dupla 
camada. 

Resultados e discussão (seção i)

O comportamento do sistema vai ser analisado por meio da teoria de estabilidade 
linear. A matriz funcional de Jacobi, cujos elementos são calculados para o estado esta-
cionário, apresenta-se como: 

a11 a12
a21 a22

 (5)

Sendo:

a11 =
2 k1   

a k c
2

12 1δ
( )= −

 

a k
1

21
max

1Γ
θ( )= −
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a22 =
1

max

k0 I exp F 0

RT
+ k0 1( ) I exp F 0

RT
k1cΓ  (6 – 9)

Para simplificar a análise de jacobiano, introduzimos as novas variáveis de modo que o 
determinante da matriz se descreve como: 

X k U
X W U

2

maxδΓ
− −            −
      − −  (10)

Como a condição de Tr J<0, em que Tr J=-X -k+W-U, é igual a  é quase sempre 
satisfeita, a condição principal de estabilidade dos estados estacionários será: 

kU W X k( )> +  (11)

Ou seja, caso a desaparição de buracos da superfície do filme dê maior impacto que 
a sua aparição, bem como o efeito deste aparecimento sobre a dupla camada elétrica 
(DCE), isto favorece a estabilidade do estado estacionário. 

A zona de estabilidade de estado estacionário é correspondente à região do trecho 
linear na curva parâmetro eletroquímico – concentração. No caso da igualdade destes 
impactos, realiza-se a instabilidade monotônica 

kU W X k( )> +  (12)

neste caso o voltamperograma apresena um trecho N-formado e o sistema existe namul-
tiplicidade de estados estacionários, de que só escolhe um, sendo que ele se destrói após 
se mudarem as condições.

A instabilidade oscilatória existe, se na diagonal principal da matriz de Jacobi existem ele-
mentos positivos. O único elemento, capaz de ser positivo é W, que assim é, caso o efeito 
da formação de buracos sobre a DCE prevaleça sobre o efeito de diminuição de veloci-
dade aquando do crescimento da quantidade dos buracos, promovendo assim o aumento 
autodeterminado da quantidade de buracos. Assim sendo, a única causa do comporta-
mento oscilatório no sistema é o efeito da aparição de buracos sobre a dupla camada. 

O caso do desempenho na presença de prótons. A investigação experimental, descrita em 
[1] confirma que o pH ótimo do desempenho do sensor descrito é igual a 7. O pH neu-
tro também poderia ser inferido da natureza do dióxido de titânio, que é um composto 
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amfotérico e reage tanto com os ácidos, como com as bases. Outrossim, a forma dife-
rente da parte esquerda do gráfico apresentado da direita pode ser explicada pelo fato de 
a hidrasina ser um composto básico. 

O efeito de pH sobre o sistema pode ser descrito por meio do modelo matemático que, 
no caso, contém as 3 equações diferenciais: 

dc
dt

= 2
(c0 c) r1 h1

d
dt

= 1

max

(r0 r1 h2 )

dh
dt

= 2 D h0 h( ) h1 h2 h3  

(13)

Sendo D o coeficiente de difusão de prótons, h0 e h as concentrações de prótons, h1 a 
velocidade da reação de prótons com hidrazina, h2 a da reação de prótons com a zona 
do filme, em que são formados os buracos e h3 a da reação de prótons com a zona do 
filme, livre de buracos. 

h k hc h k h, exp ,H H1 1 2 2 βθ θ( )= = −  
h k hexp 1 1H3 3 β θ θ( )( ) (= − − −

 (14 – 16)

A análise do sistema (13) é muito semelhante ao anterior e ao anteriormente descrito 
para o caso de sensores, baseados em polímeros condutores e para o oxihidróxido de 
cobalto (CoO(OH)) – um material, análogo ao TiO2 [37–42], portanto não será des-
crita detalhadamente. O aumento da concentração dos prótons, aliás, a diminuição de 
pH faz não favorece a estabilização do estado estacionário. 

No caso de hidrazina, não há formação autocatalítica de prótons, portanto não haverá 
fator autocatalítico como causa do comportamento oscilatório. Porém, haja vista que 
a destruição parcial do filme no meio fortemente ácido é acompanhada pela interação 
atrativa de partículas do filme, esta será responsável pelo comportamento oscilatório, 
o que poderá ser representado em mais um elemento positivo na “casa” a22 da matriz. 

No caso doutro analito, que deixa a formação autocatalítica de prótons, esta também 
será responsável pelas oscilações e o elemento a33 vai ter mais um componente positivo. 

No meio alcalino, o modelo sofre alterações, não existindo a reação com o analito. 
Nele, porém, o dióxido de titânio também é parcialmente dissolvido, portanto lá o 
fator superficial também vai ser responsável pela possível aparição de oscilações. 
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Conclusões (seção i)

1. A análise matemática mostra que o sensor fotoeletroquímico, baseado na folha 
de titânio, revestida pelo filme de dióxido de titânio, terá a resposta mais exata e 
interpretável no caso de a formação de buracos terem menor impacto que a oxi-
dação de hidrazina por seu meio, o que vai ao encontro do descrito em [1]. 

2. Foi confirmada a presença de estruturas dissipativas temporais, cuja existência é 
mantida pela difusão de monômero e desaparição de buracos da superfície anó-
dica. O comportamento oscilatório, em meio neutro, só pode ser causado pela 
influência sobre a CDE da formaçõ de buracos. 

3. Os meios fortemente ácidos e alcalinos não favorecem a estabilidade do estado 
estacionário estável. Em ambos os meios o filme pode ser parcialmente destruído 
(sendo isso a causa da diferença em recepção do analito, comparada ao meio neu-
tro). O comportamento oscilatório, em ambos os meios, pode ser causado pela 
atração de partículas do filme, no momento da destruição parcial, e, em meio 
ácido, pela formação autocatalítica de prótons, caso a haja. 

Seção ii. a descrição matemática do desempenho 
de sensores, baseados nos compósitos de tio2 com 

polímeros condutores

Neste caso, entre o sistema reacional e o elétrico tem uma camada fina do polímero 
condutor, que age como mediador. De fato, tratar-se-á de um modelo, semelhante aos 
descritos em [37–42]. 

O analito aparece na camada pré-superficial por meio da difusão, e desaparece, sendo 
oxidado pelo buraco. Assim sendo a sua equação de balanço será descrita como: 

dc
dt

= 2 c0 c( ) r1  (17)

Sendo Δ o coeficiente de difusão, c0 a concentração de hidrazina no interior da solução, 
r1 a velocidade de reação de oxidação de hidrazina pelo buraco. 

Os buracos aparecem na superfície aquando da irradiação ultravioleta e desaparecem 
da superfície no processo de sobreoxidação, ultrapassando-se-lhes a margam elétrodo– 
solução. Assim sendo, a equação de balanço será descrita como: 
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d
dt

r r
1

max
0 1

θ
Γ

( )= −  (18)

Sendo Γmax a concentração máxima de buracos na superfície e r0 a velocidade da sua 
formação. 

O polímero condutor é reduzido aquando da formação de buracos e oxidado eletroqui-
micamente, finalizando, destarte, a transferência de elétron. Assim sendo, a equação de 
balanço será descrita como: 

d
dt G

r r
1p

max
0 2

θ ( )= −  (19)

Sendo Gmax a concentração máxima do polímero. 

As velocidades das reações, neste caso, podem calcular-se como:

r0 = k0 1( ) 1 p( ) I exp F 0

RT
;r1 = k1c ;r2 = k2 p exp

zF 0

RT
 (20 – 22)

Sendo z a quantidade de elétrons transferidos pelo polímero condutor. 

Resultados e discussão   (seção ii)

Analisar-se-á o comportamento do sistema de equações diferenciais (17–19) por meio 
da teoria de estabilidade linear. A matriz funcional de Jacobi, cujos elementos são cal-
culados para o estado estacionário, pode ser apresentada como:

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 (23)

Sendo: 

a11 =
2 k1 ;a12 =

2 k1c( );a13 = 0 

a k
1

21
max

1Γ
θ( )= −

a22 =
1

max

k0 I 1 p( )exp F 0

RT
+ k0 1( ) 1 p( ) I exp F 0

RT
k1c
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a k c a
1

1 ; 0p23
max

1 31Γ
θ( )( )= − − =  

a
G

k I
F
RT

k I
F
RT

1
1 exp 1 1 expp p32

max
0

0
0

0β θ ϕ θ θ αβ ϕ( ) ( )( )= − − 



 + − − 









  

a33 =
1

max

k1c 1 p( ) k2 exp
zF 0

RT
k2 p exp

zF 0

RT  (24 – 32) 

Sendo γ o coeficiente que mostra relações entre φ0 e ϑ. 

Com a introdução de novas variáveis, o determinante do jacobiano será descrito como:

 

G

X k U
X W U

U

2
0

0max maxδ
ξ

ξ

− − −
− − −

− − − ∑  
(33)

A utilização do critério de Routh e Hurwitz de estabilidade de estado estacionário 
poderá dar a condição desta, expressa sob a forma: 

X k U W W kUξ ξ( ) ( )( )+ + + ∑ < + ∑  (34) 

O que pode significar que, para o estado estacionário ser estável, o aumento da quanti-
dade de buracos e da sua influência sobre a DCE deve acompanhar-se pelo aumento da 
velocidade de eletropolimerização e da influência sobre a DCE deste processo, sendo 
que o segundo processo a afeta mais. 

No caso da igualdade de influências dos processos mencionados, acontece a bifurcação 
de sela e nó, sendo que ela se descreve como: 

X k U W W kUξ ξ( ) ( )( )+ + + ∑ = + ∑  (35)

Para este sistema, como para o anteriormente descrito, uma das causas do comporta-
mento oscilatório são as influências da formação de buracos para a dupla camada. Outra 
causa são as influências da oxidação da forma reduzida do polímero condutor, mostrada 
pela negatividade da variável Σ.  As reações autocatalíticas, como não são caraterísticas 
para os sensores de tal tipo de analito, não fazem parte do presente modelo. 

O segundo fator é típico para os sistemas de sensores eletroquímicos, baseados em 
polímeros condutores. O primeiro, para os sistemas com o uso de TiO2. Dessarte, nos 
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sistemas em que os filmes de dióxido de titânio e polímero condutor atuam juntos, os 
fatores do comportamento também vão ser caraterísticos para ambos os filmes. 

Conclusões (seção ii)

1. O comportamento do sistema com o sensor na base do elétrodo da folha de 
titânio (ou doutro metal), revestido pelo compósito TiO2/polímero condutor 
é mais complicado que no sistema da folha de titânio, revestida por TiO2, pois o 
comportamento do polímero condutor no processo da mediação da transferên-
cia de elétron também toma o papel importante. 

2. O fator da influência do polímero condutor sobre a dupla camada toma papel 
importante na estabilidade de estado estacionário e na formação de instabilidade 
monotônica. 

3. O comportamento oscilatório pode ser causado pelo fator da influência sobre a 
dupla camada de 2 etapas da transferência de elétron. 

4. Foi confirmada a presença de estruturas dissipativas temporais no sistema. A sua 
existência mantém-se pela difusão do analito e pela etapa final da transferência 
de elétron. 

5. O comportamento do sistema, em feitios gerais, é sumário do comportamento 
dos sistemas com filmes de TiO2 e com os PC.
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