Revista Colombiana de Estadistica
Volumen 28 N° 2. pp. 125 a 139. Diciembre 2005

Carta de control CEV X para distribuciones
Weibull con datos censurados
CEVX Control Chart for Weibull Distributions with Censored Data
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Resumen

En algunas aplicaciones en el drea de la industria no se puede contar
con la informacién completa y se debe trabajar con observaciones censura-
das, haciendo inadecuada la aplicacién directa de las cartas de control X de
Shewhart y np. Se desarrolla una metodologia apropiada para la construccién
de la carta X basada en el valor esperado condicional de las observaciones
censuradas, suponiendo que cuando el proceso se encuentra bajo control, la
variable de interés tiene distribucién Weibull. Se compara la eficiencia de la
carta construida, mediante la probabilidad de falsa alarma, con la de la car-
tas np y X de Shewhart, construida bajo distribucién normal y con limites
de probabilidad para la distribucién Weibull.
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Abstract

In many Industrial applications, censored observations are present and
in this cases direct application of the Shewhart X and np control charts is
not adequate. We develop a methodology for constructing a X control chart
based on the conditional expected value of censored observations, assuming
that the in-control process follows a Weibull distribution. The performance
of the proposed control chart is studied in terms of the false alarm probabi-
lity. We also compare the proposed chart with the np chart and the Shewhart
X chart.
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1. Introduccion

En algunas aplicaciones en el area de la industria donde se desea estudiar la
confiabilidad o el tiempo de falla de un producto, no es posible contar con el dato
exacto de esta caracteristica, por lo cual, se desarrolla el estudio con observaciones
censuradas.

Aunque hay una vasta literatura relacionada con el manejo de datos censurados,
en el drea del control de calidad no ocurre lo mismo. Steiner & Mackay (2000)
estudian el proceso de monitoreo con datos altamente censurados, es decir, una
proporcién de censuramiento mayor al 50 %, proponiendo el desarrollo de cartas de
control basadas en el valor esperado condicional (CEV) y suponiendo que cuando
el proceso se encuentra bajo control, la variable de interés es representada por una
variable aleatoria normal.

En la mayoria de los estudios en los que se desea observar la confiabilidad o el
tiempo de vida de ciertos articulos, la distribucién Weibull es ttil para modelar el
comportamiento de las observaciones encontradas. En este articulo se desarrolla
una metodologia apropiada para la construccién de la carta de control CEVX
bajo distribucién Weibull, en procesos donde se cuenta con observaciones bajo
censuramiento Tipo I. La implementacién de la carta de control se basa en la
relacién de la distribucién Weibull con la distribucién de Minimo Valor Extremo,
la cual se utilizé debido a que la distribucién Weibull estandarizada depende del
parametro 0 y de esta forma no era posible desarrollar un procedimiento estandar.

2. Confiabilidad

Hasta 1960, la confiabilidad era definida como la probabilidad de que un articu-
lo realizara una funcién requerida bajo ciertas condiciones durante un periodo de
tiempo determinado. Crowder (1994) define la confiabilidad como la habilidad
de un articulo, componente o sistema para realizar una funcién requerida, o una
combinacién de funciones que proporcionan un servicio especifico bajo condiciones
ambientales y operacionales para un periodo de tiempo dado.

En estudios sobre la confiabilidad de productos, es comun no poder observar
el tiempo de duracién exacto del funcionamiento de dichos productos, por lo cual
se hace necesario trabajar con observaciones censuradas.

2.1. Tipos de Censuramiento

Los datos de vida de cualquier producto en un proceso de produccién tienen
caracteristicas muy particulares, ya que se trabaja con datos que no pueden ser
observados totalmente. Existen diferentes tipos de censuramiento (Crowder 1994):

Censuramiento Tipo I. Se colocan n articulos a prueba en un mismo tiempo
t = 0 y se observa cada uno hasta cuando termina el experimento al cabo
de un tiempo fijo t. Sélo se conoce con exactitud el tiempo de vida de las
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unidades que fallan antes del tiempo ¢. Este nimero de observaciones no
censuradas es aleatorio, mientras que el tiempo t es fijo.

Censuramiento Tipo II. n articulos se colocan a prueba en un tiempo t = 0,
pero el experimento continia hasta observar r fallas. El ntiimero de fallas
serd fijo mientras que el tiempo t; sera aleatorio.

Este tipo de censuramiento es éptimo si se desea asegurar que el resultado
de los datos contenga un nimero fijo r de observaciones del tiempo de vida
o si se desea terminar la prueba lo mas rapido posible.

Censuramiento Tipo III. Es la combinacién de los dos primeros. El experi-
mento termina cuando ocurra el tiempo t o cuando se obtenga la r-ésima
falla, teniendo en cuenta que estos dos valores deben ser determinados con
anterioridad.

3. Carta de control CEVX

El objetivo de la carta de control CEVX es detectar cambios en la media del
proceso o en el tiempo de vida de los articulos. Cuando se utiliza el censuramiento
Tipo I, el objetivo de la carta de control CEVX es detectar tinicamente decre-
cimientos en la media del proceso, ya que con este tipo de censuramiento pierde
interés el control de los incrementos en el tiempo de vida de los articulos. Por esta
razon, la carta de control CEV utiliza solamente un limite de control inferior.

Steiner & Mackay (2000) construyeron la carta CEVX suponiendo que cuando
el proceso se encuentra bajo control, la caracteristica de calidad se representa
por una variable aleatoria normal con media p y desviaciéon estandar o. Bajo
estas condiciones denotando C' como el valor fijo en donde las observaciones seran
censuradas, la probabilidad de censuramiento es:

PC1F(C)Q<C“)

g

donde Q(C) es la funcién de sobrevida de una distribucién normal estandar.

Esta carta de control estd basada en la idea de reemplazar cada observacién
censurada por su valor esperado condicional, es decir, el tiempo de vida que se
espera que dure el articulo dado que este tiempo es mayor que el nivel de censu-
ramiento C. El valor esperado condicional de cada observacion bajo distribucién
normal, (Lawless 1982) estd dado por:

wc:E(TTZC):H+O.<¢(ZC)>

Q(2¢)

donde ¢(z) es la funcién de densidad de probabilidad normal estdndar y z. =
(C — ),/ 0. Se definen las ponderaciones w, del valor esperado condicional (CEV)
para cada observacion, como:
{t, si t < C (no censurada),
w =

we, sit>C (censurada)
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El limite de control inferior para la carta se halla por medio de simulacién
y depende principalmente de la proporciéon de censuramiento y del tamano de
muestra utilizados. Si existen puntos por debajo de este limite se deben buscar las
causas de inestabilidad en el proceso y remover los puntos si existen dichas causas.
Tanto las estimaciones como el limite de control inferior deben hallarse de nuevo.

4. Construccién de la carta CEVX - Weibull

Con base en el procedimiento desarrollado por Steiner & Mackay (2000) para
la carta CEVX , se construye a continuacién uno anslogo para el caso en que la
variable aleatoria T' que representa los tiempos de falla y que tiene distribucién
Weibull dada por:

F(t;a,ﬁ)zl—exp{—(t/a)ﬁ] t>0

donde o > 0 es el pardmetro de escala y 3 > 0 el de forma. Las funciones de
densidad de probabilidad y de sobrevida son respectivamente:

f(tion, B) = af (at)’ L exp [— (at)q t>0

S(t;a, B) = exp [f (t/a)ﬂ] t>0

La media y la varianza de T' quedan determinadas como:

,uozF(lJr;)

YGRS

donde T'(z) es la funcién Gamma conocida. La forma estdndar de la distribucién
Weibull es Tx = t/« y tiene funcién de densidad f(¢;1, 3). Esta funcién estandari-
zada depende del parametro de forma 3, lo cual hace que la distribucién sea muy
flexible y muy utilizada para modelar tiempos de vida (Escobar & Meeker 1998).
Este pardmetro determina si la proporcién de falla se incrementa (8 > 1), es
constante (5 = 1) o decrece con el tiempo (5 < 1).

(1)

La probabilidad de censuramiento bajo la distribucién Weibull es:
P. = exp [— (C/a)ﬁ}

Una de las caracteristicas principales de la distribucién Weibull, es su relacién
con la distribucién de minimo valor extremo a través de una transformacion sim-
ple y conveniente para encontrar una funcién de distribucién acumulada que no
dependa del pardmetro 3 y desarrollar asi un procedimiento estandarizado. En
particular, si T tiene una distribucién Weibull, con pardmetros « y (3, entonces
Y = log(T) tiene una distribucién de minimo valor extremo con pardmetro de
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localizacién pu = log(a) y de escala o = 1/8. Cuando p = 0y o = 1, se conoce
como la distribucion estandarizada de valor extremo.

De esta forma, (Y —p) /o tiene una distribucién de valor extremo estandarizada
con parametros de escala y de localizacién iguales a 0 y a 1 respectivamente. Las
funciones de distribucién acumulada, de densidad de probabilidad y de sobrevida
de una distribucién general de valor extremo estan dadas por:

F(y;u,a):lfexp{fexp<%)} —00 <y <0
f(y;u,0)=§exp[(%)—eXp(%)] — 0 <y < o0
S(y;u,0)=eXp[—eXp(%)} —00 <y < (2)

donde 0 >0y —o0 < p < o0.

Tomando ahora esta variable en términos de los pardmetros correspondientes
a una distribucién Weibull, tenemos:

Y —p _ log(T) — log(c)

c 1/8 (3)
V = pBlog (T/«)

El valor esperado condicional para las observaciones censuradas derivado de la
distribucién estdndar del valor extremo dado en Lawless (1982) es:

CEV = E(V/V > fylog(C/ap))

— / xe” exp(—e”) da/S(Bylog(C/ap)) )
z=L0 log(C/ao)

donde S(.) es la funcién de sobrevida de la distribucién estandarizada de valor
extremo tomada por (2). Utilizando los valores esperados condicionales (CEV) de
(4) en la escala de valor extremo, se obtienen las ponderaciones correspondientes
en la escala Weibull original.

t, sit<C,

apexp(CEV/3y), sit>C 5)

CE(W) = {

Las figuras 1 y 2 muestran el limite de control inferior apropiado bajo la distri-
bucién de valor extremo para la construccién de la carta CEVX - Weibull. Estos
se hallaron a través de simulaciones tomando una proporcion de falsa alarma de
0.0027, y asumiendo ademds oy = Gy = 1.

El limite de control inferior adecuado para algin valor de g y Gy en la escala
Weibull es «g exp(lcl/Bp), donde lel es tomado de las figuras 1 y 2 dependiendo
del tamano de subgrupos utilizado en el proceso.

En resumen, la implementacion utilizada para la construccion de la carta de
control CEVX - Weibull utilizando censuramiento Tipo I, es la siguiente:
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Figura 1: Limite de Control Inferior Estandarizado Icl para la carta CEVX bajo la
distribucién de valor extremo cuando n = 3.
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Figura 2: Limite de Control Inferior Estandarizado lcl para la carta CEVX bajo la
distribucién de valor extremo cuando n = 5.

1. Seleccionar ¢ subgrupos de tamano n.

2. Estimar los pardmetros correspondientes por medio del método de maxima
verosimilitud para la distribucién Weibull con datos censurados calculados
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bajo Tipo I, utilizando la ecuacién (6) iterativamente para hallar B y luego
hallar & utilizando la ecuacién (7). El mejor valor inicial para (3 es la unidad.

thlogti/th—;—iZbgtizo (6)
i—1 i=1

i€D

MR
oo <TZ f) @

donde 6 =1sit; <Cod=0sit; >C,r=> 08y D corresponde al
conjunto de observaciones de tiempo de vida que no fueron censuradas.

3. Determinar el valor esperado condicional CEV bajo distribucién de valor ex-
tremo utilizando (4) y hallar las ponderaciones correspondientes en la escala
Weibull original dadas por (5).

4. Reemplazar todas las observaciones censuradas de acuerdo al valor de las
ponderaciones halladas.

5. Se determina el limite de control inferior lcl usando las figuras 1 y 2 depen-
diendo del tamano de cada subgrupo. El limite inferior de la carta de control
en la escala Weibull estd dado por agexp(icl/Bp).

6. Por ltimo, se grafica el promedio de cada subgrupo observando si existen
puntos fuera del limite de control. Si existen puntos por fuera de este limite,
es necesario encontrar las causas asignables y remover el punto, estimando
nuevamente los pardmetros y repitiendo de nuevo el procedimiento.

5. Ejemplo

El siguiente ejemplo se desarrollé simulando una muestra inicial de 100 sub-
grupos de tamano 5 con parametros o = 20 y § = 2. Se simularon 20 subgrupos
finales con pardmetros « = 6 y § = 2 para poder observar la eficiencia de las
cartas en detectar el cambio en la media del proceso. Se tomé 8 como nivel de
censuramiento C', con lo cual se obtuvo una proporcién de censuramiento igual al
73.3%.

Con el procedimiento MLE descrito en Lawless (1982), se encontré la estima-
cién de los pardmetros fy = 2.0817 y a9 = 13.7530, utilizando las ecuaciones (6)
y (7) respectivamente. Con un nivel de censuramiento igual a 8 y con los valores
de los parametros encontrados, se obtuvo el valor esperado condicional igual a
0.0340094 bajo la distribucién de valor extremo de (4). Trasladando este valor a
la escala Weibull original utilizando (5), todas las observaciones censuradas fueron
reemplazadas por un valor de 13.9795.

El valor aproximado del limite de control inferior para la carta CEVX - Weibull,

basado en la figura 2, da —2.512. Se realiza de nuevo la traslacién a la escala
Weibull, con lo cual se tiene que el limite de control inferior es 4.1146.
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La figura 3 muestra que en la implementacién inicial de la carta no existen
puntos por debajo del limite de control inferior, es decir, la media del proceso se
encuentra bajo control. También se observa que, para las observaciones simuladas,
asumiendo un cambio en la media, la carta muestra la senal de decrecimiento
rapidamente.

16

a 10 20 3o 40 50 (1] 70 i 1] a0 jLi] 110 120
nidmero de subgrupo

Figura 3: Ejemplo de la carta CEVX - Weibull cuando n = 5.

6. Resultados

6.1. Funcionamiento de la carta CEVX - Weibull

El funcionamiento de la carta de control CEVX bajo distribucién Weibull para
detectar decrecimientos en la media del proceso se realiza observando la probabi-
lidad de deteccién del corrimiento de la media de acuerdo a los diferentes niveles
de censuramiento utilizados. Se tomaron proporciones de censuramiento iguales a
1%, 50%, 90% y 99 %, con el fin de observar el comportamiento de la carta de
control cuando se cuenta con una gran proporcién de datos censurados, al igual
que cuando no se tiene gran cantidad de estos. Basandonos en el procedimiento
utilizado por Zhang & Chen (2004), observamos decrecimientos en la media del
proceso dada en (1) observando cambios en el pardmetro « y tomando un valor fijo
para (3. De esta forma, se tomo el valor inicial para § = 1 y se fue disminuyendo
gradualmente el valor de la media.

Las figuras 4 y 5 muestran los resultados de los cambios en la media del proceso
para tamanos de muestra iguales a 3 y 5 respectivamente y diferentes proporcio-
nes de censuramiento. Los limites de control inferiores que se utilizaron para la
construcciéon de la curva de potencia, se toman de las simulaciones realizadas ba-
jo distribucién de valor extremo que se muestran en las figuras 1 y 2, obtenidas
utilizando una proporcion de falsa alarma igual a 0.0027.

En las figuras 4 y 5 se observa que la carta CEVX - Weibull decrece en eficien-
cia mientras se va aumentando la proporcién de datos censurados. Ademas, para
proporciones de 50 % y 90 % con tamaino de muestra igual a 3 la eficiencia es muy
similar y la carta no pierde mucha potencia. Cuando se trabaja con n = 5, la carta
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Figura 4: Potencia de la carta CEVX - Weibull para detectar cambios en la media del
proceso cuando n = 3.

va perdiendo potencia gradualmente mientras se va aumentando la proporcién de
censuramiento.
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Figura 5: Potencia de la carta CEVX - Weibull para detectar cambios en la media del
proceso cuando n = 5.

Se observa en ambas figuras que, para proporciones moderadas de censuramien-
to tales como 50 %, no hay casi pérdida en la potencia para detectar decrecimientos
en la media del proceso. La pérdida de la potencia es méas pronunciada cuando la
razén de censuramiento se aproxima al 99 %. Esto se da porque cuando se cuenta
con una poca proporcién de datos censurados la variabilidad entre cada subgrupo
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es mayor y asi mismo es mayor la informaciéon que los datos pueden proporcionar,
al contrario de cuando se tiene una gran proporciéon de datos censurados. Como
en la mayoria de las aplicaciones la proporcién de censuramiento esta bajo control
del investigador a través del nivel de censuramiento C, cabe notar que pocas ob-
servaciones censuradas proporcionan mayor informacion, pero de esta manera el
estudio resultara mas costoso.

Se observa en los dos graficos de potencia que la carta es mas eficiente en
detectar el cambio provocado en la media cuando n = 5 que cuando n = 3.

6.2. Comparacién de cartas de control

A continuacién se compara la carta de control CEVX bajo distribucién Weibull
con la carta X de Shewhart, np, X - Weibull. Como la proporcién de censuramiento
en el proceso juega un papel importante, se construyé la curva de potencia para
cada uno de los métodos tomando diferentes proporciones de censuramiento.

Las figuras 6 y 7 muestran la comparacién entre la carta CEVX - Weibull
y la carta X de Shewhart para detectar decrecimientos en la media cuando el
tamano de muestra es igual a 3 y a 5 respectivamente. Se puede ver que tanto
para proporciones altas de censuramiento como para pocos datos censurados, la
carta CEVX - Weibull tiene una eficiencia mayor que la X de Shewhart con ambos
tamafos de muestra. Este resultado era esperado, ya que la carta X de Shewhart
ignora por completo el censuramiento que se pueda producir en los datos y trabaja
bajo una distribucién normal, mientras que la CEVX - Weibull trabaja con una
aproximacion del valor real de los datos censurados teniendo en cuenta que estos
se comportan bajo distribucion Weibull.
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Figura 6: Comparacién de la potencia entre la carta CEVX - Weibull y X de Shewhart
cuando n = 3.
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Figura 7: Comparacién de la potencia entre la carta CEVX - Weibull y X de Shewhart
cuando n = 5.

También se observa en las figuras que la eficiencia de la carta X de Shewhart
es menor cuando la proporciéon de censuramiento es alta y cuando se tiene un
tamano de muestra igual a 3, comportamiento que se da de igual manera en la
carta CEVX - Weibull.

Se considera ahora la carta de control tradicional np para el nimero de datos
censurados en cada muestra. Sea X el nimero de datos censurados en la muestra.
El objetivo de la carta es controlar decrecimientos en la media del proceso, de-
tectando decrecimientos en la proporcién de censuramiento. La comparacién con
la carta CEVX - Weibull construida es compleja ya que la carta np no establece
una medida fija de falsa alarma por estar basada en una variable aleatoria discreta
como lo es la binomial; por lo tanto, es necesario construir el limite de control
inferior de acuerdo a los valores de [ encontrados bajo distribuciéon binomial con
base en la proporcion de censuramiento y en el tamano de cada subgrupo. En las
tablas 1 y 2 se muestran los respectivos valores para cada tamano de muestra,
junto con la correspondiente probabilidad de falsa alarma encontrada. La curva de
potencia para la carta np se construyé tomando proporciones de censuramiento
iguales a 50 % y 90 %, donde el limite de control inferior es el valor dado por .

La comparacién entre la potencia de la carta np y la carta CEVX - Weibull
se muestra en las figuras 8 y 9 para tamanos de muestra iguales a 3 y 5 respec-
tivamente. Aunque la potencia de las curvas para las dos diferentes proporciones
de censuramiento no son directamente comparables debido a que tienen distintas
probabilidades de falsa alarma, se puede notar que para ambos casos la potencia
de la carta CEVX - Weibull es mayor que la de la carta np, notdndose mas la
diferencia cuando el tamano de muestra es igual a 3.

La potencia de la carta np para detectar decrecimientos en la media es pobre
cuando se produce un cambio fuerte en la media del proceso, pero en realidad la
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Tabla 1: Regla de decisién para la carta np cuando n = 3.

Pc x Probabilidad de
falsa alarma

0.50 1 0.1250
0.75 1 0.01562
0.90 1 0.0010
0.95 2 0.00725
0.99 2 0.00029

Tabla 2: Regla de decisién para la carta np cuando n = 5.

Pc x Probabilidad de
falsa alarma

0.50 1 0.03125
0.75 1 0.00097
0.90 3 0.00856
095 3 0.00115
0.99 4 0.00098
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Figura 8: Comparacién de la potencia entre la carta CEVX - Weibull y np cuando n = 3.

verdadera desventaja al utilizar este tipo de carta, es la de no trabajar con el valor
exacto de las observaciones sino con una variable cualitativa con la cual se pierde
informacion respecto a la verdadera media del tiempo de vida de los articulos,
generando la posibilidad de sacar conclusiones no muy profundas sobre el proceso.
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Figura 9: Comparacién de la potencia entre la carta CEVX - Weibull y np cuando n = 5.

Por 1ltimo, se compara la carta CEVX - Weibull con la X - Weibull, la cual to-
ma como limite de control inferior el percentil 0.0027 de la media de la distribucién
Weibull obtenido por simulacién.

Las figuras 10 y 11 muestran la poca potencia de la carta X - Weibull para
detectar decrecimientos en la media cuando se tienen datos censurados y que su efi-
ciencia disminuye cuando aumenta la proporcion de censuramiento. La utilizacion
de esta carta es razonable cuando el valor del nivel de censuramiento C' estd por
encima del limite de control inferior, es decir, cuando se logra encontrar un valor
C apropiado para una proporcién adecuada, ya que de lo contrario la carta produ-
cird una proporcién de falsa alarma bastante alta debido a que el limite de control
no toma en cuenta el sesgo que producen las observaciones censuradas.

7. Conclusiones

En aplicaciones industriales en donde se desea controlar la media de un proceso
de produccién y se cuenta con observaciones calculadas bajo censuramiento Tipo
I, la carta de control CEVX construida puede emplearse teniendo en cuenta que
trabaja bajo el supuesto de que los datos son representados por una distribuciéon
Weibull. Esta carta de control CEVX - Weibull puede utilizarse no solamente en
procesos con una gran proporcion de datos censurados sino también en aquellos
en donde dicha proporcién es pequena.

La carta de control CEVX - Weibull mostré ser més eficiente para detectar
decrecimientos en la media del proceso cuando se trabaja con datos censurados
que las cartas X de Shewhart, np y X - Weibull.
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La eficiencia de la carta de control CEVX - Weibull para detectar decreci-
mientos en la media del proceso tiende a disminuir gradualmente al aumentar la
proporcién de datos censurados. Sin embargo, su comportamiento es mejor que la
X de Shewhart bajo distribucién normal, la cual muestra menor eficiencia que la
carta CEVX - Weibull para tamafios de muestra iguales a 3 y a 5 respectivamente.
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La potencia de la carta np es menor que la de la carta CEVX - Weibull cuando
se tiene una gran proporcion de datos censurados utilizando un tamano de muestra
de 3 0 5. Sin embargo, hay que tener en cuenta que la comparaciéon no se realiza
con la misma probabilidad de falsa alarma.

Al utilizar un limite de probabilidad inferior para monitorear el proceso, se
comparé la eficiencia de esta carta con la CEVX - Weibull para proporciones de
1% y 50 % de censuramiento, dando como resultado que la carta CEVX construida
es mas eficiente para detectar cambios en la media, al menos cuando se trabaja
con tamanos de subgrupos iguales a 3 o a 5. De igual forma, utilizar limites de
probabilidad no es adecuado ya que para proporciones grandes de censuramiento
es muy probable que el valor de C' esté muy cerca o aiun por debajo del limite de
control, lo cual ocasionaria una alta probabilidad de falsa alarma.

En conclusion, la carta de control construida al reemplazar las observaciones
censuradas por su respectivo valor esperado condicional (CEV) bajo distribucién
Weibull es mas potente para detectar cambios en el decrecimiento de la media
cuando se trabaja con tamanos de muestra iguales a 3 0 a 5 que los deméas méto-
dos utilizados frecuentemente en el monitoreo de procesos de control para datos
censurados. Por el comportamiento de la potencia de la carta, se puede pensar que
para tamanos de muestra n > 5 se esperan resultados similares. Esto serd objeto
de estudio en investigaciones posteriores.
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