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Resumen

A través del modelo lineal clasico de Gauss-Markov, se carateriza el mo-
delo de efectos mixtos, se aplica la técnica de multiplicadaes de Lagrange
para obtener los mejores predictores lineales (BLUP) y se ilustran los re-
sultados de Searle (1997), donde se encuentra que las sumasedos BLUP,
cuando se evallan sobre los efectos aleatorios (exceptuarallas interacciones
provenientes Unicamente de efectos aleatorios), son iguas a cero, encontran-
dose con esto una analogia entre la reparametrizacion -restriccion que se
hace sobre los modelos de efectos jos y la forma general de laestriccién que
se hace sobre los modelos de efectos mixtos. Se lleva a cabo arlustracion
en modelos cruzados con los resultados expuestos en Gaona @Q20), donde
se evaluo la ganancia de peso en novillos de ganado criollo semartiniano;
adicionalmente para modelos jerarquicos se ilustra con losresultados pre-
sentados en Harville & Fenech (1985), correspondientes a meliciones de las
ganancias en peso de un grupo de ovejos machos.

Se observa de los resultados que en el modelo usual de andlsside varian-
za para modelos mixtos, ciertas sumas de los predictores lirales insesgados
(BLUP), asociados a los efectos aleatorios, son iguales a ge si se tiene un
modelo con una sola variable respuesta. Sin embargo, esta mpiedad se
pierde cuando se tienen evaluaciones diferentes en la mismainidad experi-
mental, las cuales van a estar correlacionadas. Un caso difeente resulta en
estudios longitudinales como se muestra empiricamente en & seccion 5.3.
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Abstract

The mixed linear model is characterized using the classic linear model
of Gauss-Markov. The multipliers of Lagrange are a tool to ob tain the best
lineal predictors (BLUP), we shown the results of Searle (1997), where some
sums of the best linear unbiased predictors of random e ects are zero. This
characteristic is similar with the reparametrization  -restriction in the xed
linear models. We present an illustration based on results of Gaona (2000) in
crossed classi cation with the data measured in young bulls sanmartiniano,
and other example in hierarchical models with the results pr esented in Har-
ville & Fenech (1985) corresponding to mensurations of weight of a group
of male sheep. In the usual model of analysis of variance for nixed models,
some sums of the unbiased lineal predictors (BLUP) associated to random
e ects are zero when the model has a single variable answer, lowever, this
property does not work in cases in which there are di erent ev aluations in
the same experimental unit, which will be correlated.

Key words : Mixed linear models, Lagrange multiplier, Crossed design, Hie-
rarchical linear models.

1. Introduccién

Los modelos de efectos mixtos fueron ampliamente estudiadgor Fisher hacia
1918, quien los denominé modelos de componentes de varianz&stos modelos
fueron de gran utilidad en los estudios de genética cuantitiva y mejoramien-
to animal; sin embargo, su aplicacion en diferentes camposedla investigacion
cienti ca se ha venido generalizando en las Ultimas décadagn las cuales se han
implementado nuevos desarrollos metodoldgicos que han doibuido a su estudio
y aplicacion.

En los estudios de modelos mixtos es fundamental que se tengan cuenta los
siguientes aspectos:

1. Estimacion de efectos jos.
2. Estimacion de efectos aleatorios.

3. Estimacién de los predictores lineales.

Este ultimo aspecto no ha sido ampliamente difundido a pesade que tie-
ne diversas aplicaciones, principalmente en mejoramientanimal y programas de
inseminacion arti cial, cuando se desean evaluar los mérits genéticos de los re-
productores.

Segun Hartley & Rao (1967) y Barroso & Bussab (1998), el model mixto
puede ser escrito en forma general como:

y=X +Z;U+ZU+ +ZUc+e (1)
donde:

= y es el vector de observaciones de orden 1,
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= X una matriz conocida de tamafion p,

= un vector de constantes desconocidas de dimensign 1,
= Zj una matriz conocida de tamafion ¢, coni =1;2;:::;¢,
= U; un vector de variables aleatorias de dimensiém; 1,y

= e un vector de variables aleatorias de ordem 1.

Para el modelo (1) se asume qubl;; Uy;:::; Uc se distribuyen de manera inde-
pendiente e idénticamente como:
U N©; {lg) (2
e N(@OR ) 3

donde:

= ZiZ! y R son matrices que se asumen conocidas, y

= 2, 2;::5; 2 son constantes desconocidas no negativas a las cuales se les
conoce como los componentes de varianza.

2. Notacion

El modelo (1) se puede escribir en forma matricial como:

Yo =X p 0 0t Zn 9Ua vt €n 1 (4)
donde:
w Z =(21;2Z5;:::;Zc); Z;y sera una matriz conocida de tamaficm g para
i=1;2;:::5¢,
= U =(Uf;U35:05U8)" un vector no ogservable de variables aleatorias desco-
nocidas de dimensiéong 1, conq= le G.
En el modelo (4) se asume que dip = e, entoncesU = (U§; Ui ;U8 y

ademas se satisface:

) EB=0 ( 2lg; sii=i%
[ -

i) Cov(Ui; Ujpo) = .
) (Ui Uie) 0; sii6i%
Var(y)= Var(X + ZU + ¢)

5
ZVar(U)Z' + Var(e)+ ZCov(U;e) = ZDZ'+ R ®)

donde:
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«» D= °, 24, con el operador que representa la suma directa de
matrices,
» R= (z)l N -

iii) De esta forma (5) se puede reescribir como:
Var(y)= Z( %4 {1g)Z'+R
xe
= ZzZ! }+R (6)

i=1
=V

Cov(y;U") = E[ly EW)XU E(U)]

ZD =C @

3. Sobre la obtencién del mejor predictor lineal
insesgado BLUP

Cuando en el modelo (1) se tiene interés en la estimacién derfaiones lineales
de la formaK! + M'U a través de una funcién lineal de las observacionds'y,
conocida como el predictor lineal, se busca que la varianzaetierror de prediccion
sea minima. La estimaciéon de esta funcién se obtiene asumigm inicialmente
gue K!' va a ser una funcién lineal paramétrica estimable. Para obteer estas
estimaciones existen diferentes métodos, como se puede et Henderson (1982).

Al minimizar la varianza del error de prediccion se tiene:
mdn Var(K!' + M'U Lly) =
mdn Var(M'U)+ Var(L'y) Cov(M'U;L'y) Cov(L'y;M'U) =
mdn M'DM + L'VL M'DzZ'L' L'zZDM (8)
Si el predictor es insesgado, se satisface que:

E[K!"+ MlO]= K!

E[L'y] = L'E[y] = L'X

igualando los valores esperados se tiene que:
L'X =K'

siempre queL'X Kt!=0.
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Se busca entonces minimizar la varianza del error del predior sujeta a la
restriccion L'X  K' =0, lo cual en el presente trabajo se hace a través de la
minimizacion de una funcién de Lagrange. Los resultados quse muestran al
minimizar esta ecuacién se obtienen siguiendo a Hendersot982, 1984).

F=M!DM +L'VL 2L'ZDM + Y(X'L K)

En la funcién anterior, al derivar e igualar a cero, se obtier el siguiente sistema
de ecuaciones:

@F

Z - =2VL 2ZDM + X =0
@t

@F_ _

gt - XL K=o

matricialmente:

v X L ZDM
01T ©

1
5 K

conV = ZDZ '+ R y haciendo = % , €l sistema (9) es equivalente a:

ZDZ'+R X L ZDM

X o K (10)
operando con la primera ecuacion se tiene:
(ZDZ'+ R)L+ X = ZDM
entonces,
ZDZ'L+ RL + X ZDM =0
RL+ZD[Z'L M]+X =0
nalmente,
RL+ZS+X =0 (11)
conS=D[Z'L M]ycomoD es no singular, entonces se satisface que:
D 1s=2z'L M
de lo anterior se tiene que:
M=2z'L D!s (12)
Teniendo en cuenta (9), (11) y (12), entonces:
2 323 2_3
R Z X L 0
47t D! 054s5=4Mm5
Xt 0 0 K

De (11) se sigue que:
RL= (ZS+ X )
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Ademas, por serR una matriz no singular, entonces se tiene que:
L= R YZS+X) (13)

Si ahora se reemplaza (13) en (12), se tiene que:

M=2z1R¥zs+X ) D!s
M= [Z'R 'zS+Z'R X +D 1]
M= [Z'R 'Z+D HS+ Z'R X ]

reemplazandoL obtenido en (13) con la condicionX 'L = K, se tiene el sistema:
ZFtR lé_i_ D 1 Ft% l)ﬁ3
Xz~
g C11 } C12 Z S - M
1 1
K3 KR :

C21 C22

La solucién al sistema anterior esta dada por:

1

S _ Ci1 Cp2 M
C1 C22 K
de (11) se tiene que:
RL= ZS X (14)
1
RL= 7z x & @2 M
C1 Cx K

1
c C M
L=R 1z x ™
Ca1 C22 K

De esta forma se obtiene nalmente la funcion lineal de predicion, la cual esta

dada por:
TR &
Lly= mt kt -2 R !

C1 G X! y (15)

o de otra manera:
-

Liy= Mt Kt O

Lly=Mig+ K" (16)

Las estimaciones para los vectored y  se obtienen a partir de la solucién del
siguiente sistema de ecuaciones:
2 3 "
XIR IX  X'R 1z xR 1yt

4 5 = 17
Z'R X zZz'‘R 1z+D 1 © ZIR ly a7
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conocidas como las soluciones de las ecuaciones normalesHiderson, segun
Searle (1987) y McCulloch & Searle (2001). Estas ecuacion@soveen los mejores
predictores lineales insesgados (BLUP).

Del sistema de ecuaciones (17), se encuentran las solucisrexplicitas paraU
y ". Desarrollando la segunda de estas ecuaciones se tiene:

Z'R 'X"+[z'R 'Zz+D Yo=2zR ly

O=[zZ'R 'z+D Y Yz'R ty Z'R X7

(18)
U=[z2'R 'z+D '] z' R Yy X"
reemplazando este resultado en la primera ecuacién de (17¢ $iene:
X'IR X"+ X'R Z[Zz'R 'z+D '] Z'R (¥ X")=X'R ly
reagrupando términos en la ecuacién anterior, se tiene:
XBX "= X'By
donde:
B=R! R Z[zZ'R 'z+D 1] 1z'R !
y
vV 1=[zDz'+R] ?

utilizando el complemento de Schurb, puede ser escrito como

R! R1ZzIzZ'RZz+D Y 1z'R !
de aqui,

B=V 1
y N
Xtv Ix "= xtv 1y
que es la ecuacién de minimos cuadrados generalizados para
Por otro lado, U es elBLUP(U) y usando la identidad:

D '+ 2z'R 7] 1z'R '=Dz'v !

entonces:
BLUP(U)= U=DZ'V [y X%
con:
M= XtV oIX] XtV ly
o de otra manera {rer Henderson (1984) y Searle (1987)):
BLUP(U)= U = DZ'Py (19)
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A U se le conoce como el mejor predictor pard), conD = Var(U), Z, X yy
como se de nieron al principio de esta seccién; ademas:
P=Vv ! v Ixxtv Ix) xtv 1!
puesto que:
PX =0

siendo
V =Var(y)= ZDZ'+ R

como se de nid en la seccién anterior.

4. Una restriccion general sobre el BLUP( U)

En Searle (1997) se presenta una forma general de la restriéo que proviene
del hechoP X = 0. En un articulo de referencia se demuestra que esto se obtien
siempre y cuando existan unos vectores y , tales que:

ZD =X

Entonces, una restriccién sobre lodJ esta dada por ¢er Henderson (1984) y
Searle (1987)):
‘o= 'DZ'P'y=(PX )ly=0 (20)

siendo:

‘Pz'v Yy X7

‘Dz Yy X(X'V X) X'v Ixty)

tbztv y tDztv IX(X'v 1X) Xt'v Xty
=(X )V ' X(X'Vv X) X'v XYy

=(X )'Ply

=(PX )ly=0

a
[

de donde: 'O =0, lo cual se satisface en los modelos de efectos mixtos jeréicps
0 cruzados con estructura balanceada o desbalanceada y enepencia de celdas
vacias, pero no en modelos mixtos en los cuales estan involados datos de tipo
longitudinal, como se muestra empiricamente en la seccion®

En Searle (1997) se demuestra que los resultados numéricosualizados por
McLean et al. (1991) son evidentemente ciertos en datos no oelacionados.

5. llustracion de los resultados

En esta seccion se lleva a cabo una ilustracion de los resultas expuestos
previamente, la cual se hace con dos ejemplos numéricos agldos a problemas
reales de mejoramiento animal.
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5.1. Aplicacién con un modelo de efectos cruzados

En este caso se considera la informacion presentada en Gao(000), la cual
fue recopilada entre1990y 1996en el marco del Proyecto de Evaluacion Genética
bajo el plan de Modernizacién de la Ganaderia y contiene regfiros del peso al
nacimiento de ganado criollo sanmartiniano, el sexo de la &@ (hembra o macho),
un intervalo del nimero de partos de la madre de la cria, la épza de nacimiento
del animal (invierno o verano), la edad del animal y el codigalel padre de la cria.

De acuerdo con las variables citadas, el modelo de interésetie la siguiente
estructura:

Yijn =+ i+ j+C+ o+ a+  j +Cu Tt Gn
donde:

» Yo7 1) €s el vector que tiene informacion referente a los pesos algimiento
de la cria,

es la media general,

i representa el efecto del-ésimo sexo,

j representa el efecto de la-ésima época,

ck representa el efecto dek-ésimo niimero de partos,

| es el efecto del-ésimo padre,

gjkn €S la componente aleatoria de error.

De esta manera, los factores sexo, época y nimero de partosrresponden a
efectos jos y el factor padre es aleatorio con media cero y vianza dada por 2.
Es claro que las interacciones de los efectos jos con el famt padre van a ser
aleatorias.

En términos matriciales, el modelo anterior puede ser esdn como:
y:]. + Xg + X1 +X,C+7Z7 +27, + Z3 +7Z4,C +e

Las dimensiones de las matrices asociadas con este modela s siguientes:

Xo@o7 2)s X107 2)» X207 5)s Z1(207 20y, Z2(207 40)s £3(207 40)s Z4(207 69)-

Se considera la informacion en un arreglo, en el cual cadgu corresponde
al peso del animal observado en la celda correspondiente iaEsimo sexoj -ésima
época, k-ésimo parto y I-ésimo padre; dondei;j = 1;2, k =1;2;3;4,5y | =
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Los componentes de varianza, del vectos’ de tamafiol 169 a estimar son:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

1;1 1;2 1;3 1,4 1,5 1,6 1,7 1;8 1;9 1;10
1;11 1;12 1,13 1;14 1;15 1,16 1,17 1,18 1;19 1;20
2;1 2;2 2;3 2;4 2;5 2;6 2;7 2;8 2;9 2;10
2:11 2:12 2:13 2;14 2:15 2:16 2:17 2:18 2:19 2:20
1;1 1;2 1;3 1,4 1,5 1,6 1,7 1;8 1;9 1;10
1;11 1;12 1,13 1;14 1;15 1,16 1,17 1,18 1;19 1;20
2;1 2;2 2;3 2;4 2;5 2;6 2;7 2;8 2;9 2;10
2:11 2:12 2:13 2;14 2;15 2:16 2;17 2:18 2:19 2:20

Ci15 Ca17 Ca1s Ci19 Cir12 Caas Caas Co1a7 Co1as

C21 C23 Co24 Co25 Co29 Co210 C213 C212 Co215 C 216

C 217 Co218 C o219 C 220

Cs31 Cg32 Cg33 Cg34 Cg335 Cg3s Cgz7 Cg3zs Cg3z9 Can

Cs312 Cg313 Cg3uea Caz1s Ca3z16 C3a7 Czas C o319 C o320

Ca1 Cus2 Cuaa Cas Cae Ca7 Cas Cao Cag12 Coaas

C 414 Cuag1s Cog17 Cog1s Cog19 C g2

Cs51 Cs52 Cs3 Cs55 Cos6 Cs5s8 Cs9 Cos12 Cosi13 Cosag

C 519

El factgr EJadre es aleatorio y, como se puede comprobar, la suma de las esti-
maciones |2:1 | es cero.

ep1= 0684 e= 0129 e3= 0389 e = 0764 e5= 0:161

eg= 0946 e7= 0:255 eg= 0657 eg= 0232 ep= 0:959
e;1 = 0049 e = 1124 e;3= 0400 ey = 0853 e;5= 0101
eig= 0029 e7= 1052 eg= 0178 eig= 0:192 ey = 0472

La interaccion aleatoria padre*sexoproviene de una comlgjnaci(’)n de un efecto
jo y uno aleatorio, por lo tanto la suma de las estimaciones ffl A esigual a
cero, parai =1;2.

Parai =1, las estimaciones de j son:
fpp= 0116 f ;,= 0000 f 5
f 6= 0276 f ;= 0106 f ;4
fop= 0063 f y,= 0205 f .4
f 116= 0092 f ;4,= 0080 f ;.4

0:157 f y,= 0228 f ;5= 0021
0:099 f ;9= 0073 f ;..0= 0357
0:063 f 5.4= 0114 f ;.45= 0:156
0:173 f 1.9= 0:180 f ;.,0= 0:085

Parai =2, las estimaciones de j son:

fop1= 0109 f ,,= 0042 f ,53= 0284 f ,,= 0022 f ,5= 0032
f o= 0035 f ,;= 0190 f ,5= 0116 f o= 0149 f ,9= 0:042
f 9= 0046 f ,,,= 0574 f ,3= 0069 f 4= 0395 f ,,;5= 0123
fo16= 0083 f ,.,= 0425 f ,95= 0114 f 9= 0117 f ,,0= 0:070

La interaccion aleatoria padre*épocaproviene de una conpinaci(’)n de un efecto
. . . . N .
jo y uno aleatorio, por lo tanto la suma de las estimaciones ffl j esigual a
cero, paraj =1;2.
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Paraj =1, las estimaciones de j son:

foy= 0093 f  ,= o0o64 F ;= o006 f,,= 0043 f ;5= 0002
fle= 0199 f .= 0124 F 4= 0152 f 9= 0003 f ;5= 0050
fon= 0064 f = o111 f 5= o052 f = o076 f 5= 0013
f = 0000 f .= 0115 f o= 0069 f ;9= 0080 f 0= 0110

Paraj =2, las estimaciones de ;j son:

fp= ooo4 f,,= oosr f,;= 003 f,,= 0057 f 5= 0023
foe= 0076 f ,,= o001 f ,g= 0067 f ,9= 0027 f ,, ;= 0175
fon= oor1 f,,= 003 f , ;= 0000 f,,= 003 f , = 0026
fo= 0003 f .= 0022 f 5= 0046 f , 9= 0055 f ,,0= 0048
La interaccién aleatoria padre*partos proviene de una conﬁ_binacién de un efecto

jo y uno aleatorio, por lo tanto la suma de las estimaciones ffl o w €sigual a
cero, parak =1;2;3;4;5.

Para k = 1, las estimaciones deC | son:
€ 5= 0040 & ,,= 0506 € 5= 0118 & ;4= 0177 € ., = 0243
€ 5= 0132 & o= 0006 € ;= 0200 & 5= 0272

Para k = 2, las estimaciones deC |, son:

¢ ,,= 0029 €& ,;5= 0063 & ,,= 0046 €& ,5= 0040 &€ ,,= 0235
€ ,0= 0510 & , ;= 0218 € ,,,= 0163 € , 5= 0040 € ,,5= 0282
€ ,17= 0405 € , 5= 0183 € ,;4= 0209 & ,,0= 0017

Para k = 3, las estimaciones deC |, son:

¢ ;.= 0000 €& ;,= 0308 ¢ ;5= 0243 & ;,= 0158 & ;5= 0294
€ 6= 0505 € ;,= 0087 & ;5= 0193 €& ;4= 0204 € ;= 0192
¢ ;5= 0418 € ;5= 0129 € 5= 0069 € ;5= 0122 € 5 5= 0260
€ 517= 0255 € ;5= 0263 € ;9= 0356 & 5,= 0:254

Para k = 4, las estimaciones deC |; son:

¢ =005 ¢&,,= 0127 € ,,= 0204 €& ,5= 0081 & ,5= 0:090
¢ ,,=0884 & ,5= 0071 € ,o= 0045 & ,,= 0047 € ,5= 0201
¢ ,u=0123 & ,5= 0024 € ,,,= 0010 € , ;5= 0080 & , 4= 0477
€ 450 = 0:020

G

Para k =5, las estimaciones deC | son:

€ 5,= 0280 € 5,= 0250 & 5;=0100 €& 55= 0379 € 54= 0087
€ 5= 0344 € ;o= 0287 € 5,=0146 € 55= 0117 € 5= 0507
¢ 510= 0189
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5.2. Aplicacion con un disefio jerarquico

Se considera la informacidn presentada en Harville & Fenecf1985), recopilada
en el Departamento de Ciencia Animal de la Universidad de Cdflornia, la cual
contiene los pesos al nacer de 62 ovejos machos que provierden 5 familias de
poblaciones distintas, dos familias de control y tres famihs de seleccion. Cada
ovejo tiene una madre diferente y la edad de la progenitora f& clasi cada en 3
categorias: de 1 a 2 afios, de 2 a 3 afios y mayor de 3 afios.

Teniendo en cuenta las variables citadas, el modelo apropii tiene la siguiente
estructura:

Yikd = + i+ j+ Skj)t €k
coni =1;2,3,j] =1;3;4,5k=1;2;::55n;,d= 1,105 ; Nijk 0, donde yiiq
corresponde al peso detl-ésimo ovejo, proveniente delk-ésimo padre dentro de

la j -ésima familia, cuya madre pertenece a la-ésima categoria de edad; es la
media general yejq es la componente aleatoria de error.

En este caso, el factor correspondiente a la edad de la madfe;; 2; 3) y el
factor que hace alusion a la familia( 1; 2; 3; 4; s5) sonde efectos jos, mientras

que el factor que se re ere a los padres dentro de las familid$y ) ; Sy1) ;1115 Sgs))
es de efectos aleatorios independientemente distribuidl (0; %).
Adicionalmente, los errores aleatoriosejii11;:::;€35819 tienen distribucion

N (0; 2), siendo independientes uno de otro y de los efectos de los ped den-
tro de las familias.

En términos matriciales, el modelo anterior puede escribse como:
y=1 +Xg +X; +2Z;S+e

En el cual las dimensiones de los vectores y las matrices somspectivamente:
Ye2 1)) L2 1): Xoe2 3 3 1)) X162 51 6 1), Z162 23), Se3 1)1 €62 1)-
En la tabla 1 se presenta el arreglo con la informacion emple en el analisis.
Teniendo el modelo que se expuso previamente, los componestde varianza

: . s°
estimados en este caso estan dados p8r= <00 donde:

S 3:391 2 s 3 2 i 3
s . 1(4) 0:291
2(1) 1:980 s .
s ) 2(4) 0:011
3(1) 0:584 s .
s ) 3(4) 0:111
4(1) 1:562 s 243
S 1:560 15) 1:24
1) : S. 0:121
-8 Sy 4 0:665 S00_ 200 7 _ :
=8 o = 0:819 =@ Sy = 0:905
3@) : S, 0:133
S, 0:020 45) '
42) : S, 1:267
s 0:373 5(5) :
1) : S, 1:063
S, 0:148 6(5) )
() : S 0:703
0:824 7(5) :
S33) : s 1:302
S 0:372 8()
. P 23 -
Se puede vericar que [Z; Syj) =0.
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Tabla 1: Peso de nacimiento de ovejos machos

Familia Padre Edad Peso| Familia Padre Edad Peso| Familia Padre Edad Peso
madre madre madre

1 1 1 6.2 3 2 1 11.0 4 3 3 9.9
1 2 1 1.3 3 2 2 10.1 5 1 1 11.7
1 3 1 9.5 3 2 2 11.7 5 1 1 12.6
1 3 1 10.1 3 2 3 8.5 5 2 1 9.0
1 3 1 114 3 2 3 8.8 5 2 3 11.0
1 3 2 11.8 3 2 3 9.9 5 3 3 9.0
1 3 3 12.9 3 2 3 10.9 5 3 3 12.0
1 3 3 13.1 3 2 3 11.0 5 4 3 9.9
1 4 1 10.4 3 2 3 13.9 5 5 2 135
1 4 2 8.5 3 3 1 11.6 5 6 2 10.9
2 1 3 135 3 3 3 13.0 5 6 3 5.9
2 2 2 10.1 3 4 2 12.0 5 7 2 10.0
2 2 3 11.0 4 1 1 9.2 5 7 2 12.7
2 2 3 14.0 4 1 1 10.6 5 7 3 13.2
2 2 3 155 4 1 1 10.6 5 7 3 13.3
2 3 1 12.0 4 1 3 7.7 5 8 1 10.7
2 4 1 115 4 1 3 10.0 5 8 1 11.0
2 4 3 10.8 4 1 3 11.2 5 8 1 125
3 1 2 9.0 4 2 1 10.2 5 8 3 9.0
3 1 3 9.5 4 2 1 10.9 5 8 3 10.2
3 1 3 12.6 4 3 1 11.7

5.3. Aplicacién con datos de tipo longitudinal

Finalmente, se ilustra de modo empirico que la restricciénabre los BLUP dada
por 'O =0 no se satisface en modelos mixtos en los cuales estan involagos
datos de tipo longitudinal. La demostracion de este resultdo empirico no es
trivial por la naturaleza de la matriz P. Se considera nuevamente la informacion
empleada en el modelo de efectos cruzados de la secciéon 5.&s Hatos se muestran
en las tablas 2, 3y 4.

El modelo de efectos aleatorios con estructura longitudinlecon relacion al tiem-
po se representa en forma matricial comoy = Z A + Z4B + E, donde:

* Y n) €S la matriz que tiene informacion referente a los pesos al aaniento,
al destete y nal de la cria (t = 3), conn el nUmero de unidades experimen-
tales.

= Z ) es la matriz de especi cacion del modelo intraunidades expanenta-
les.

= ( ) eslamatrizde coe cientes polinomiales desconocidos.

= A n) es la matriz de especi cacion del modelo entre unidades expenen-
tales.

= Zyt g €sla matriz de especi cacion de efectos aleatorios.

= By n) €s la matriz que contiene los efectos aleatorios.
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= E n) €sla matriz que contiene los errores asociados a cada unidadperi-
mental.

La matriz P en modelos con medidas repetidas esta dada por:
P=V I X(X'v IX) Ixtv 4

cuya forma general es:

2 3
P11 P2 i Pan
gpz P2 M Pgnz
P=g . o :
Pnl Pnz Pn
Siendo
Pi= t PG RXEG) XY
Pi = G X! i) Xt
parai 6 j;i;j =1;:::;ncon ; no estructuradayV = Diag( 1; 2;:::; n)-

En la obtencién del BLUP se us6é una matriz no estructurada, peo puede
trabajarse con otras estructuras, las cuales pueden estualise en Andreoni (1989)
y Jennrich & Schluchter (1986).

Con los programas que se muestran en el apéndice, se obtuviarlos diferentes
BLUP, asociados a los efectos aleatorios y, como se muestm ks resultados, esto
no satisface las restricciones impuestas por Searle (199 yisualizadas empirica-
mente por McLean et al. (1991). La razén esta por demostrarse

Se exponen a continuacioén los arreglos con la informacidnrgitudinal y los
resultados obtenidos.

p 2(I)EI /f\actor padre es aleatorio; se puede comprobar que la suma de las estimaués
=1 ™ no es cero.
ep= 2508 e= 1180 e3= 0195 e = 1815 e5= 0:013
e = 2281 e7;= 1820 eg= 1115 eg= 1598 ejpp= 1.609
e;1 = 2:349 epp= 1922 e;3= 0475 es= 0823 e;5= 0645
ele = 1060 ej;7= 3590 eg= 0414 eg= 2820 ey = 4066

La interaccién aleatoria padre*sexoproviene de una con]pinacién de un efecto
jo y uno aleatorio; sin embargo, la suma de las estimaciones ffl A no esigual
a cero, parai =1;2.

Parai =1, las estimaciones de j son:

f 1= 3289 f ;,= 8446 f ;5= 1456 f ;,= 4003 f 5= 8999
f 6= 5487 f ;,= L1119 f ;5= 3060 f ;9= 10:333 f ;9= 14:397
fpp= 2861 f ;5= 6925 f j95= 2497 f ;.= 0903 f ;5= 1582
f116= 3648 f ;= 10638 f 194= T7:906 f ;.19= 6:177 f ;,0= 180938
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Tabla 2: Peso promedio al nacimiento de novillos por celda

i=1
j=1 j=2
k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
=1 25.0 22.0 28.0 27.0 28.0
=2 27.0 27.0 31.0 250 265
1=3 28.0 29.0
1=4 25.6 22.0 25.0
=5 25.0 28.0 30.0 26.5 28.0
=6 315 26.0 31.0 28.0
=7 28.0 29.0 20.0
=8 26.0 285 280 29.0 285 275
1=9 25.0 24.0 27.0 27.0 27.0 28.0 29.3
| =10 27.6 38.0
=11 28.0
| =12 27.0 28.0 27.0 27.0 30.0 26.0 28.0
| =13 28.0 28.0 28.0 28.0
1=14 24.0 28.5 25.0 26.5
| =15 26.0 25.0 26.0
=16 26.0 29.0 29.0 265
| =17 27.0 27.0 23.0
| =18 22.0 28.0 25.0
1 =19 27.0 28.0 23.0
1 =20 23.0 25.0 28.0 28.0
i=2
j=1 j=2
k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
=1 26.0 26.0 25.75
=2 27.0 26.3
=3 23.0 240 26.0
=4 26.0 25.5 25.0
=5 26.0 255 29.0 28.0 270 285
=6 28.5 29.0 28.0 27.0
| = 26.0 28.0 30.0
=8 28.0 275 295 26.0 27.0
=9 25.0 27.5 28.0 29.0 27.0
| =10 28.0
=11 25.5 24.0 29.0
| =12 30.0 29.5 35.0
| =13 28.0 275 26.0 28.0
1 =14 26.0 21.0 23.5 25.0
=15 26.0 27.0 27.0
=16 24.0 25.0 27.0
| =17 21.5 235 25.0 23.0 27.0
| =18 26.0 27.0 28.0
1 =19 28.0 25.5 30.0
1 =20 25.0
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Tabla 3: Peso promedio al destete de novillos por celda
i=1
i=1 j=2
k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
=1 134.5 153.2 202.7 147.7 153
=2 179.1 1725 184.3 105.5 149.2
=3 195.8 130.6
=4 139.1 1347 144.6
I=5 1442 178.2 149.4 135.6 152.9
=6 166.2 117.8 166.6 112.8
=7 184.8 149 133.7
=8 119.4 182.2 182.3 162.7 182.4 153.3
=9 137.3 1304 203.2 162.1 165.4 169.3 154.2
=10 150.4 162.0
=11 126.8
=12 1361 171.7 1481 141.8 1243 185.3 161.9
=13 163  164.9 132.8 161.8
| =14 1542 172.3 181.1 184.1
=15 158.5 176.6 159.7
=16 1825 1753 178.2 170.0
=17 2146 156.6 113.5
=18 133.6 165.9 172.1
=19 149.8 165.6 145.0
| =20 151.4 128.2 161.3 165.3
i=2
i=1 j=2
k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
=1 106.3 159.5 149.0
=2 143.2 152.5
1=3 107.0 129.3 126.4
=4 125.8 123.7 121.0
=5 148.8 160.9 124.3 167.3 1451 176.2
=6 171.7 127.8 132.0 1253
I = 125.8 127.1 126.5
1=8 144.7 185.8 139.6 145.0 142.5
=9 1039 1482 159.2 117.4 148.8
=10 155.1
=11 133.8 164.4 151.2
=12 176.2 162.2 119.2
=13 170.7 1615 169.5 165.1
I =14 165.1 164.0 180.6 169.4
=15 170.1 163.2 166.2
=16 182.2 146.4 189.7
I =17 115.1 131.8 1338 159.7 138.3
=18 163.3 168.2 142.3
| =19 160.2 212.6 152.7
| =20 143.7
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Tabla 4: Peso promedio nal de novillos por celda
i=1
=1 =2
k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
=1 121.6 149.9 2299 2145 229.7
=2 209.1 187.8 197.1 166.5 176.5
=3 187.0 198.8
=4 161.3 171.6 187.2
=5 159.6 223.2 187.7 241.3 187.1
1=6 1944 1216 1914 187.8
=7 184.8 164.2 168.2
=8 186.1 238.0 249.0 1829 1925 189.5
=9 167.9 203.1 2615 166.8 170.2 174.3 206.8
| =10 168.3 183.0
=11 248.2
=12 178.8 239.2 219.7 1734 164.4 248.6 244.6
| =13 204.7 200.8 1511 246.8
=14 159.6 181.4 250.7 184.1
| =15 176.3 182.0 183.2
=16 1943 188.1 177.2 168.4
=17 2359 165.1 100.8
| =18 1711 184.1 155.0
1 =19 185.1 179.6 2155
| =20 164.2 146.7 294.8 158.2
i=2
j=1 =2
k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
=1 141.8 2249 1844
=2 165.7 209.6
=3 176.6 208.8 173.3
1=4 172.7 185.5 167.8
=5 121.1 1737 207.7 161.2 119.3 200.5
1=6 1755 1746 172.2 146.4
| = 166.9 157.7 166.7
=8 190.6 219.1 1784 190 205.9
=9 148.1 188.4 165.9 159.9 195.4
| =10 167.5
=11 165 243.6 188.4
=12 168.6 179.5 139.3
| =13 2315 2144 212 218.4
=14 164.1 201.6 203.3 167.3
=15 1921 171.7 172.6
=16 189.6 158.1 213.2
| =17 1754 177.3 211.9 212.2 220.7
| =18 170.6 1735 151.9
1 =19 203.9 217.6 158.1
1 =20 192.7
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Parai =2, las estimaciones de j son:

f 1= 6276 f ,,= 9168 f ,3= 2561 f ,,= 4231 f ,5= 9421
foe= 4194 f ,,= 0564 f 5= 3593 f ,9= 9106 f ,99= 13777
foo= 0961 f 59,= 8750 f ,93= 2324 f ,54= 0551 f ,,5= 0:986
foo16= 2857 f ,97= 6686 f ,99= 7494 f ,19= 8270 f ,,5= 21:909
_ La interacci(’)_n al_eatoria padre*épocaproviene de_ una corﬁbizrgaci/s’)n de un gfecto
jo y uno aleatorio; sin embargo, la suma de las estimaciones [Z; " no es igual
a cero, paraj =1;2.

Paraj =1, las estimaciones de ;j son:

fo,=1e788 f  ,= =120 F  ;=20245 f ,= 5013 f = 2505

fle= 6914 f .= a677 f  g=8400 f 4= o935 f = 5277
fon= 5414 F = 7534 F o=1243 F = e&387 f [ 5= 1135
fie= 5192 F .= 16173 T [ g=5028 f | o= 9487 f |, = 17:046
Paraj =2, las estimaciones de j son:
fop= 10827 f ,,= as86 f ;= o147 f ,,= 9245 f ;.= 2930
foe= ®&124 T ,,= 7686 f 5= 10879 f ,o= 100963 f , o= 6551
fon= 2560 f ,5,= 6017 f 5= 4350 f ,,= as08 f , o= 0571
f o= 635 f ,,=17803 f , o= 3549 f , o= 10135 f ,,,= 21713

La interaccién aleatoria padre*partos proviene de una corf_xgbinaci(’)n de un efecto
jo y uno aleatorio; sin embargo, la suma de las estimaciones ,231 (o} « o esigual
a cero, parak =1;2;3;4;5.

Para k = 1, las estimaciones deC | son:

¢ js=4810 & ;= 4374 & 5= 2662 & ;o=4362 & ;= 12100
¢ 15=4213 & 5= 438 € ;= 19879 &€ ,.5=6:255

Para k = 2, las estimaciones deC |, son:

¢ ,,= 3106 € ,;= 1442 & ,,
€ ,0= 1409 €, = 0741 €,
€ ;= 5187 € , 5= 12082 € ,

3205 & ,5= 3278 & ,,= 8715
5874 & ,,5= 4085 € ,5= 9891
12719 € ,,0= 2:506

Para k = 3, las estimaciones deC |, son:

¢ ;.= 1662 € 5,= 1136 € ;5= 5350 € 5,= 12816 & ;5= 1561

€ 6= 4672 € ;;,=10023 € ;5= 685 € ;4= 49042 € ;= 0593
¢ 5= 6829 € ;,5=13605 € ;,,= 6787 € ;5= 6228 & ;5= 0860
€ g17= 7577 € 55= 2819 € 5 9= 31742 € ;0= 2810
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Para k = 4, las estimaciones deC |, son:

€ 1= 9982 €& ,,= 13641 € ,,= 93:1 & ,5= o980 & ,5= 2710
€ ,,= 4369 € ,5= 4286 € ,o= 18600 € ,,,= 6690 €& ,,5= 8385
€ 4= 1287 € ;5= 8151 € ;= 7224 & 5= 3272 & 5= 12514
€ 4= 0782

Para k =5, las estimaciones deC | son:

€ g,= 2646 € 5,=14675 &€ 55= 3914 & 5= 4404 € ;.= 6331
€ 55= 5944 & 59=13061 € 5,,= 1173 € 5= 5319 & 5= 1708
¢ 510= 5631

La interaccion aleatoria padre*tiempo proviene de una corﬁ_gbinaci(’)n de un efecto

jo y uno aleatorio; sin embargo, la suma de las estimaciones ,231 " n No es igual
a cero, parah =1;2;3.

Para h =1 (peso al nacimiento), las estimaciones de  son:

foi= o038 f,,= w521 f,;= o101 f,,= 2768 f ,5= 0120

foe= 4046 T ,,= 4005 f ,g5= 2025 f ,9= 0056 f ,,0= 2143
fon= 1307 f,5,= oo82 f 5= 22116 F ,,,= 4705 f , 5= 1522
foe= 3441 f .= 1349 f 0= 0106 F 0= 338 f ,,0= 20966

Para h =2 (peso al destete), las estimaciones de p son:

fop= o392 f,,= w517 f , = 12080 f ,,= 14100 f ,5= 1936
foe= 4508 f ,,= 5009 f ,;= e086 f ,o= 1303 f, o= 1681
fo,n= 886 f ,,= o061 f ,, 4127 t = 18857 f , 5= 14573
20549 f .= 6835 f ,.;4 g191 f 0= 13712 f ,,0= 4023

—_
1
1
1
1

2,16

Para h =3 (peso nal), las estimaciones de  son:

fo= o032 f,,= 273 f,,= 3306 f,,= 9197 f ,.= 2849
foe= 1uo46 f ,,= 15014 f , o= 11825 f ,o= o104 f , ;= 15885
fon= 170 f,,= 8552 F .= 14847 F ,.,= 0546 F , 5= 4529
fowe= 6145 f o= ag72 f , 0= 15404 T , 0= 9595 f 0= 3103

6. Conclusiones

Cuando se lleva a cabo el andlisis de varianza en modelos de@bs mixtos bajo
normalidad, ciertas sumas asociadas al BLUP que involucratos efectos aleatorios
o la interaccidon de estos con los efectos jos, son iguales @ro (equivalente al
concepto -restriccion). Sin embargo, cuando existe algin tipo de coelacion
serial, esta propiedad se pierde, haciendo que la propuestie Searle (1997) solo
sea valida en modelos mixtos sin estructura de correlacion.
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A. Apéndice

Cabdigo de los programas en SAS a través de los cuales se obtnan los resul-
tados presentados en cada una de las tres aplicaciones.

[*APLICACION CON UN MODELO DE EFECTOS CRUZADOS*/
[*Se obtienen las estimaciones*/

proc mixed data=novillo info;

class padre sexo epoca partos;

model pn= sexo epoca partos /noint solution;

random padre padre*sexo padre*epoca padre*partos /soluti  on;
run;

[*APLICACION CON UN DISENO JERARQUICO¥/
[*Se realiza el andlisis de varianza*/

proc glm data=ovejos;

class padre edadmadr familia;

model peso= edadmadr familiapadre(familia);
random padre(familia);

run;

[*Se obtienen las estimaciones de D1(23*23)*/
proc mixed data=ovejos info;

class padre edadmadr familia;

model peso= edadmadr familiapadre(familia)
/noint solution outp=p; random padre(familia)
/type=un solution;

run;

[*Se especifican de manera detallada las matrices X Z D R V* y
se calculan los Blups*/

V=Z*D*{(2)+R;

IV=inv(V);

IG=ginv(t(X)*IV*X);

P=IV-IV*X*IG*t(X)*IV;

BU=D*t(2)*P*Y;

run;

[*APLICACION CON DATOS DE TIPO LONGITUDINAL¥/
[*Construccion de y*/

data novillo;

set dato;
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y=pn;age=0;output;
y=pad;age==8;output;
y=pal6;age=16;output;
drop pn pad palé;
run;

[*Creacion del archivo que contiene Unicamente el vector y* /
proc sql;

create table y as

select y from novillo;

run;

[*Estimacion de sigma2 a través de CME*/

proc glm data=novillo;

class padre age sexo epoca partos;

model y=age sexo epoca partos padre padre*sexo padre*epoca
padre*partos padre*age;

random padre

padre*sexo padre*epoca padre*partos padre*age;

run;

[*Obtencién de las estimaciones de D1*/

proc mixed data=novillo info;

class padre age sexo epoca partos;

model y=age sexo epoca partos padre padre*sexo padre*epoca
padre*partos padre*age;

random padre/type=un solution;

run;

[*Obtencion de las estimaciones de D2*/

proc mixed data=novillo info;

class padre age sexo epoca partos;

model y=age sexo epoca partos padre padre*sexo padre*epoca
padre*partos padre*age;

random padre*SEXO/type=un solution;

run;

[*Obtencién de las estimaciones de D3*/

proc mixed data=novillo info;

class padre age sexo epoca partos;

model y=age sexo epoca partos/noint solution outp=p;
random padre*EPOCA/type=un solution;

run;

[*Obtencién de las estimaciones de D4*/
proc mixed data=novillo info;

Barreto

Revista Colombiana de Estadistica 30 (2007) 13 36



Construccion del mejor predictor lineal insesgado (BLUP) y restricciones asociadas 35

class padre age sexo epoca partos;

model y=age sexo epoca partos/noint solution outp=p;
random padre*PARTOS/type=un solution;

run;

[*Obtencién de las estimaciones de D5*/

proc mixed data=novillo info;

class padre age sexo epoca partos;

model y=age sexo epoca partos/noint solution outp=p;
random padre*age/type=un solution;

run;

[*Célculo de los BLUP?*/
proc iml;

use D1,

use D2;

use D3;

use D4;

use D5;

read all into est;
X0=J(621,1,1);
X1=J(621,1,1);

[*Construccion de R*/
11=d1;

12=d2;

12=d2;

13=d3;

14=d4;

15=d5;
012=J(20,40,0);
013=J(20,40,0);
014=J(20,69,0);
015=J(20,60,0);
021=J(40,20,0);
023=J(40,40,0);
024=J(40,69,0);
025=J(40,60,0);
031=J(40,20,0);
032=J(40,40,0);
034=J(40,69,0);
035=J(40,60,0);
041=J(69,20,0);
042=J(69,40,0);
043=J(69,40,0);
045=J(69,60,0);

Revista Colombiana de Estadistica 30 (2007) 13 36



36 Luis Alberto Lépez, Diana Carolina Franco & Sandra Patricia Barreto

051=J(60,20,0);
052=J(60,40,0);
053=J(60,40,0);
054=J(60,69,0);
R1=I1||o12||013||014||015;
R2=021||12]|023||024||025;
R3=031||032||I13||034||035;
R4=041||042||043||14||045;
R5=051||052||053||054||15;
D=R1//R2/IR3/IR4/IR5;
run;

proc iml;

use sasuser.Z;

read all into z;

use d;

read all into d;

use salr;

read all into r;

use y; read all into y;
use sasuser.xx;

read all into x;
zt=t(z); V=z*d*zt+r;
xt=t(x); vml=inv(v);
uno=xt*vm1*x;
unom=ginv(uno);
dos=vml*x*unom*xt*vmi;
P=vm1l-dos;
blup=d*zt*p*y;

print blup;

run;

create blup from blup;
append from blup;
data blup;

set blup;
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