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Resumen

Este documento presenta una nueva prueba para el parametro de dife-
renciaciéon fraccional de un modelo ARFIMA, basada en una aproximacion
autorregresiva de su componente a corto plazo. El comportamiento de la
prueba se estudia por medio de experimentos Monte Carlo en una distribu-
ci6on normal, y se compara con el comportamiento de algunas de las pruebas
més utilizadas. Para los casos estudiados, se concluye que la nueva prueba
tiene generalmente potencias superiores, conservando un tamano adecuado.
A partir de la estimacion del parametro de diferenciacion fraccional usan-
do el modelo aproximado, es posible identificar el modelo correcto para la
componente a corto plazo, lo cual permite mejorar la inferencia sobre di-
cho parametro. Una ventaja adicional del procedimiento propuesto es que
permite probar la existencia de larga memoria en presencia de errores de-
pendientes, como en el caso de modelos de volatilidad de la familia ARCH.
Se ilustra su aplicaciéon en un procedimiento de identificacién y estimacion
de un modelo ARFIMA-ARCH usando datos simulados.

Palabras clave: memoria larga, modelo ARFIMA, aproximacion autorre-
gresiva, identificacion, prueba de hipotesis, diferencia fraccional.

Abstract

This paper presents a new test for the fractional differencing parame-
ter of an ARFIMA model, based on an autoregressive approximation of its
short-range component. The test’s behavior is studied using Monte Carlo
simulations under a normal distribution and is compared to results found
for others well-known long memory tests. In general, the results show that
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the new test has a superior power while maintaining an adequate size of
the test. From the estimation of the fractional differencing parameter using
the approximate model, it is possible to identify the correct model for the
short—term component, which allows improving the inference on the above
mentioned parameter. An additional advantage of the proposed procedure is
the possibility of testing long memory in the presence of dependent errors
such as in the volatility models of ARCH family. The identification and es-
timation procedure is applied to simulated data from an ARFIMA-ARCH
model

Key words: Long memory, Arfima model, Autoregressive process, Identifi-
cation, Testing hypothesis, Fractional differencing.

1. Introduccion

La existencia de fuertes dependencias en algunas series de tiempo economi-
cas fueron observadas en los trabajos pioneros de Granger (1980) y Granger &
Joyeux (1980). Desde entonces, varios autores han encontrado evidencia sobre la
presencia de una componente de memoria larga en series econémicas y financie-
ras. Mandelbrot (1962), Cheung (1993), Tschernig (1994), Hauser (1997), Beran &
Ocker (1999), Velasco (1999) y Soofi et al. (2006) la detectan en series de tasas de
cambio; en los precios de los activos financieros fue encontrada por Cheung & Lai
(1995), Chow et al. (1995), Bhardwaj & Swanson (2004); mientras que en series
macroeconomicas, Diebold & Rudebush (1989), Sowell (1992), Hassler & Wolters
(1995), Hyung & Franses (2001), Bos et al. (2002), Chio & Zivot (2007) y Stock
& Watson (2002) encontraron evidencia de su presencia. El concepto de memoria
larga generalmente se relaciona, desde un punto de vista empirico, con la persis-
tencia que muestran las autocorrelaciones muestrales de ciertas series de tiempo
estacionarias, las cuales decrecen a un ritmo muy lento, pero finalmente convergen
hacia cero. Este comportamiento no es compatible con la funcién de autocorre-
lacion (ACF) de los modelos estacionarios autorregresivos y de medias moviles
(ARMA), que imponen un decrecimiento exponencial en las autocorrelaciones, ni
con el grado extremo de persistencia de los modelos integrados no estacionarios
(ARIMA). En la figura 1, se compara el comportamiento de la ACF para algunos
procesos ARMA, ARIMA y ARFIMA.

Granger (1980) y Granger & Joyeux (1980) senalan que la practica habitual
de diferenciar una serie, aparentemente no estacionaria, hasta conseguir estaciona-
riedad puede tener consecuencias negativas en la correcta modelacion de algunas
series. Muchas veces, la serie diferenciada se convierte en una serie en la cual se ha
eliminado la componente de bajas frecuencias, muy importante en las predicciones
a largo plazo. Para modelar esta clase de series, la diferenciacion entera es excesi-
va, pero la no diferenciacion tampoco es adecuada. Con el fin de cubrir este vacio
entre los casos extremos de modelos con raices unitarias, tipicamente utilizados
para series no estacionarias homogéneas y modelos estacionarios que imponen un
decrecimiento exponencial de las autocorrelaciones, Granger (1980), Granger &
Joyeux (1980) y Hosking (1981) proponen una clase de procesos intermedios en
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Ficura 1: Comparacion de las funciones de autocorrelacion.

los cuales el orden de integracion es fraccionario, introduciendo los modelos au-
torregresivos y de medias moviles fraccionalmente integrados (ARFIMA). En este
documento se propone una nueva prueba para el parametro de diferenciacion frac-
cional de un modelo ARFIMA, basada en una aproximacion autorregresiva de su
componente a corto plazo. Para los casos estudiados, la prueba conserva un tamano
adecuado y en general resulta ser mas potente que algunas otras pruebas propues-
tas en la literatura. Puede emplearse para el caso de errores no correlacionados
serialmente, pero dependientes, como en el caso de la familia de modelos ARCH.
Este documento estd organizado de la siguiente manera: en la segunda seccién,
se describe el fenomeno de memoria larga, se define el modelo ARFIMA(p,d, q)
y se presentan algunas propiedades basicas del modelo. En la tercera seccion, se
presenta el nuevo procedimiento para contrastar la hipotesis nula de memoria cor-
ta contra la alternativa de memoria larga. En la cuarta, se describe brevemente
cada uno de los contrastes de larga memoria alternativos empleados para evaluar
el comportamiento de la nueva prueba. En la quinta, se presentan los resultados
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del comportamiento de la prueba por medio de experimentos de simulacién Monte
Carlo. En la sexta seccion, se ilustra la aplicacion del procedimiento propuesto
para la identificaciéon y estimacion de un modelo ARFIMA-ARCH usando datos
simulados. Finalmente, se presentan las conclusiones de este trabajo.

2. Procesos de memoria larga ARFIMA

2.1. El proceso ARFIMA

Se dice que un proceso estocastico {Z;} sigue un proceso ARFIMA(p,d, q) si
es una soluciéon a la ecuacion

¢(B)1 - B)'Z, =6y +6(B)a;, t=1,...,T (1)

donde ¢(B) =1—-—¢B—---—¢,B? y6(B) =1—-6B—--- — §,B9 son, res-
pectivamente, los polinomios autorregresivo y de medias moéviles de orden p y ¢
en términos del operador de rezago B de un proceso ARMA, cuyos ceros estan
fuera del circulo unidad y sin raices comunes; d y 6y son ntmeros reales, y a; son
variables aleatorias no observables, independientes e idénticamente distribuidas

con media cero y varianza finita 02, y (1 — B)? = (z) (—B)* es el operador de

diferencia fraccional.

2.2. Algunas propiedades del proceso ARFIMA

Suponga que sigue un proceso ARFIMA(p, d,q). Si d > —0.5, entonces Z; es
invertible; si d < 0.5, Z; es estacionario; si —0.5 < d < 0, entonces la ACF de
Z; decrece méas rapido que cuando 0 < d < 0.5, y el proceso exhibe una fuerte
reversion a la media. En este tltimo caso, el proceso es llamado antipersistente. Si
0 < d < 0.5, Z; es estacionario de memoria larga. Hosking (1981) prueba que en
esta situacion existe una constante positiva C), tal que

pr = C, k%=1 k— o0 (2)

Es decir, la ACF decae hiperbodlicamente hacia cero y no es sumable. La ex-
presion exacta de la funcion de autocorrelacion es derivada en Hosking (1981).

Otra de las propiedades que distingue los modelos ARFIMA de los modelos
ARMA de memoria corta y de los modelos integrados ARIMA es la forma en que
el proceso responde a un cambio unitario en la perturbaciéon del modelo. En un
modelo ARIMA, el efecto de una innovacion sobre el nivel futuro de la serie es
persistente y no hay reversion a la media, mientras que, en un modelo ARFIMA,
el efecto acaba desapareciendo, aunque a un ritmo maés lento que el exponencial
presente en los procesos ARMA. Para una descripcién méas detallada y completa
de los procesos de larga memoria véase Beran (1994), Baillie (1996), Robinson
(2003) y Brockwell & Davies (2006).
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El proceso ARFIMA (p,d, q) proporciona una gran flexibilidad en la modela-
cion del comportamiento dindmico de una serie temporal. Este permite describir
simultaneamente las propiedades dindmicas a largo plazo a través del pardmetro
d, y la correlacion serial a corto plazo a través de los parametros de la componente
ARMA del modelo.

3. Procedimiento propuesto para contrastar la
hipétesis de larga memoria

Considere el anterior proceso ARFIMA (p, d, q) estacionario e invertible, ¢(B)(1—
B)?Z; = 6y +0(B)ay, donde los polinomios ¢(B) y #(B) satisfacen las mismas con-
diciones de regularidad exigidas para el modelo ARMA (p, q).

Si d > —0.5, es decir, el proceso es invertible, entonces podemos reescribirlo
como

(1-B)n(B)Z; = a; (3)

donde 7(B) = ¢(B)/0(B) =1 —m B —m3B% — - -+ es la componente a corto plazo
del modelo ARFIMA.

Siguiendo a Said & Dickey (1984), para cierto orden p* suficientemente grande,
el proceso anterior puede ser aproximado como

(1 - B)n*(B)Z; = a; (4)

donde 7*(B) =1 —n{B — -+ — 7. BV

Basados en este modelo aproximado ARFIMA (p*, d, 0), el procedimiento pro-
puesto sugiere contrastar la hipotesis nula de memoria corta, Hy : d = 0, con la
alternativa de memoria larga H; : d > 0, empleando los resultados asintéticos
de la distribuciéon del estimador maximo verosimil del parametro d. Es decir, el
estadistico de la prueba es

to=—L (5)
se (d )

donde d es el estimador méximo verosimil de d, se (c? ) es la estimacion de su error
estandar y bajo Hy, tgq dist, N(0,1).

Las propiedades de tamano y potencia dependen de la seleccion de p*. Las simu-
laciones realizadas en la siguiente seccion mostraron que la eleccion de p* ~ T/3
parece adecuada. Schwert (1989) sugiere seleccionar p* = |c(7/100)*/!|, donde
|| indica la parte entera del argumento x. Aunque se probaron las propuestas
con ¢ = 8.12 y | = 4, la primera aproximacion parece funcionar mejor. Una vez
estimado el modelo preliminar, la inferencia sobre d puede mejorarse usando los
resultados obtenidos en dicha estimacion con el fin de identificar un modelo mas
adecuado para el proceso. En la seccién 5 se ilustra el procedimiento.
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4. Descripcion de las pruebas de larga memoria
empleadas para la evaluacién del procedimiento
propuesto

Antes de proceder con la evaluacion del comportamiento de la nueva prueba,
se describiré brevemente cada uno de los contrastes de larga memoria alternativos
usados en el estudio.

La prueba de Geweke y Porter-Hudak (1983)

El contraste semiparamétrico de larga memoria de Geweke & Porter-Hudak
(1983) se basa en la inferencia sobre el estimador del parametro de diferenciacion
fraccional de la ecuacion de regresion de minimos cuadrados en el dominio de la
frecuencia

log I.(w;) = ¢ + dlog(4sin®(w; /2)) + €;

donde I,(w;) es el periodograma de Z, en la frecuencia w; = 27j/T con j =
1,...,m = |T'?], donde |z| denota el mayor entero que es menor o igual a .

Geweke & Porter-Hudak (1983) argumentan que cuando —0.5 < d < 0 y se
cumplen algunas condiciones adicionales, entonces
(/l\— d 1S
——— L N(0,1)
72
Var(d )

GPH =

~ o1
donde var(d )1/2 = 7T2/6(Z;-n:1 (R, — R)Q) con R; = log(4sin®(w;/2)).

El estimador GPH es simple de aplicar y robusto a no normalidad; sin embargo,
presenta problemas de sesgo y eficiencia en presencia de componentes a corto plazo
con raices cercanas al circulo de unidad del proceso Z;.

El contraste de Kwiatowski, Phillips, Schmidt y Shin (1992) (KPSS)

El contraste de KPSS, desarrollado para probar la hipotesis nula de estaciona-
riedad, también puede emplearse para probar larga memoria (Lee & Schmidt 1996).
Esta prueba esta basada en la representacion estructural Z; = §g + 01t + r¢ + &4,
r¢ = r4_1+ 14, donde £, es un proceso estacionario y uy ~ i.i.d(0,02). La hipotesis
nula de corta memoria del contraste es Hy : 02 = 0 contra H; : 2 > 0, donde el
estadistico de prueba tipo, multiplicadores de Lagrange (LM), est4 dado por

T
LMgpss =T7? Z S; /o2
t=1

T . . .,

donde S; =5 ;—1 €i es la suma parcial de los residuales de la regresion de Z; sobre
. . ~ ~2 T ~92 .

una constante y una tendencia lineal, &,y 02 = >, ;&7 /T es la varianza de los
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residuales. Los valores criticos para la prueba fueron encontrados por Kwiatkowski
et al. (1992).
2

Cuando &; ~ i.i.d(O,oS), entonces o2 converge a 02. En caso contrario, el
denominador adecuado para el estadistico es un estimador de ¢ y no de 72,
donde o2 es la varianza a largo plazo definida por 02 = limr_ o, T 1E(S?). Un
estimador consistente para o2 esta dado por el estimador de Newey & West (1987):

T l T
2 -1 ~2 1 ~
sp, =T E g +2T E w(s,1) E E1€i_s

t=1 s=1 t=s+1

conw(s,l) =1—s/(l+1), I = [8(T/100)*\?>| .1

La prueba de Robinson (1994)

El contraste de Robinson (1994) es una prueba semiparamétrica que emplea
el enfoque del dominio de la frecuencia a partir de la estimaciéon de la densidad
espectral de Z; para obtener estimaciones consistentes del coeficiente de Hurst
(1951), H = d + %, o equivalentemente del pardmetro de diferencia fraccional
d=H- 1

El estimador consistente del coeficiente de Hurst para contrastar Hy : H = 1/2
con Hy : H > 1/2 (equivalente a Hy : d = 0 contra H; : d > 0) esta dado por

i . log (ﬁ(bwm)/ﬁ(wm))

b 21og(b)

el cual esta basado en el estimador del periodograma promedio entre la frecuencia
cero y w = 2mm/T, definido como F(w) = 27T ! E]Lg)mﬂ I(w;) con wj = 275 /T
ybe (0,1) y donde I(w;) = ‘(27TT)71/2 Ethl Zettwi |2 es el periodograma. Usual-
mente se asume b= 1/2y m = |T/2].

Se desconoce la distribucion asintotica del estimador. Para 1/2 < H < 3/4 o
(0 < d < 1/4), ml/Q(ﬁm)b — H) converge en el limite a la distribucion normal

(Lobato & Robinson 1996). Una de las principales desventajas de la prueba es su
pobre comportamiento en términos del sesgo y error cuadratico medio.

La prueba de Lobato y Robinson (1998)

El estadistico de prueba tipo LM, de Lobato & Robinson (1998), para contras-
tar Hy : d =0 con Hy : d > 0 esta dado por

LMpr = (m1/251/6)2 — X

con Cp = m™* >y VJ’-“ Re{I(w;)}, C = Cy, donde las expresiones de I(wj) v v
estan dadas por I(w;) = |(2xT) /2 SO Zyetts ’2 yvj=logj—m~"t3 " logj.

10tras propuestas para el ancho de banda son | = L4(T/100)1\4J yl= L12(T/100)1\4J.
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La prueba de Tanaka (1999)

A diferencia de Robinson (1994), Tanaka (1999) aborda el problema de esti-
macion e inferencia sobre el pardmetro de diferenciacion fraccional en el dominio
del tiempo, proponiendo una prueba tipo LM con base en la estimaciéon maximo
verosimil del modelo ARFIMA¢(B)(1—B)?Z; = §(B)a; con ¢(B) y §(B) definidos
como en (1) y bajo el supuesto de normalidad de a;.

La prueba LM para contrastar la hipétesis nula de corta memoria contra la
alternativa de larga memoria esta dada por el estadistico

T-1
1

o ,1/2 s

LMpanaka =T kiil Pk

~ T ~ ~ T ~ A
donde pr = >, j. 1 Gr—kGt/ D 4_jiq a? es la autocorrelacion de orden k de los

residuales a; = ¢(B)0~'(B)(1 — B)?Z,. Tanaka (1999) muestra que el estadistico
tiene una distribucién limite normal.

La prueba de Harris, McCabe y Leybourne (2008) (HML)

La prueba de HML para contrastar la hipotesis nula de corta memoria con
alternativas de larga memoria es una modificacion de la prueba de Tanaka (1999)
calculada sobre el proceso (1 — B)?Z; = a;, donde el estadistico se construye
solamente para las autocorrelaciones muestrales de orden superior, esto es,

~

T—1
- Pk
LMy, gyr = (T —h) 1/2§ S, B—
—k—h+1

La novedad del estadistico modificado radica en que este elimina los efectos
de la presencia de parametros ruidosos inducidos por la autocorrelacion de corta
memoria no observada o porque el modelo paramétrico ajustado ARMA, a corto
plazo, no aproxima el verdadero proceso generador de los datos, lo cual causa pro-
blemas de distorsion de tamano en las pruebas (Harris et al. 2008). El estadistico
se distribuye asintoticamente normal con la hipotesis nula.

5. Experimento Monte Carlo

Para estudiar el comportamiento del procedimiento propuesto, se simuld el
modelo ARFIMA(1,1)

(1- 6B)(1 - BY'Z = (1 - 0B)a, (6)
para los valores de ¢ = 0,0.5,0.9, § = —0.8,—-0.4,0,0.4,0.8 y d = 0,0.2,0.4. El

proceso de ruido blanco a; sigue una distribucion N (0, 1). Se realizaron simula-
ciones para realizaciones de tamano T = 500, 1000. Para la prueba propuesta se
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utilizé p* = 8 en el caso de T' = 500 y de p* = 10 para T = 1000. Las simulacio-
nes se realizaron empleando el programa TSM, version 4.24 (Davidson 2007), y la
estimacién maximo verosimil condicional.

Los resultados de la simulacion, usando 5000 repeticiones, fueron comparados
con los presentados por Harris et al. (2008) (HML), que compara las pruebas de
Kwiatkowski et al. (1992) (KPSS), Robinson (1994), Lobato & Robinson (1998) y
Tanaka (1999). Estas tres ultimas requieren la parametrizacion del modelo a corto
plazo para a;; por tanto, se calcularon versiones para estas pruebas suponiendo que
ay sigue procesos AR(1) y ARMA(1,1). Se consideraron dos elecciones para el ancho
de banda. La primera, sugerida por Lobato & Robinson (1998), se basa en una
aproximacion AR(1) del espectro de a;. La segunda version usa una aproximacion
ARMA(1,1) del espectro de a;. Finalmente, se incluyen los resultados para la
prueba de Geweke & Porter-Hudak (1983) (GPH). Las potencias fueron calculadas
usando un nivel de significancia de a = 0.05.

La tabla 1 presenta los resultados para el caso d = 0, es decir, el tamano de las
pruebas. Para T' = 500 observaciones, el tamano promedio de la prueba propuesta
es 0.064, el cual esta cerca de su nivel nominal y se comporta bien frente a las
demas pruebas alternativas. Para el caso de la prueba de Robinson y Tanaka bajo
un AR(1), se observa un tamafio promedio de 0.33 y un comportamiento erratico,
con tamanos hasta de 1.0. La prueba de Lobato & Robinson (1998), bajo un AR(1),
presenta un tamano promedio 0.139 y, en algunos casos, hay alejamientos grandes
del tamafio nominal (hasta de 0.963). Para la prueba GPH, el tamafio promedio
es 0.255 y presenta grandes distorsiones en presencia de coeficientes grandes en la
componente autorregresiva (hasta de 0.738).

Para T" = 1000 observaciones, el tamano promedio de la prueba propuesta es
0.061, acercandose mas al nivel nominal. La prueba de Robinson y Tanaka, bajo
un AR(1), obtiene un tamano promedio de 0.354, el cual aumenta a pesar de
que el tamano muestral es mayor, y de nuevo sigue mostrando comportamiento
erratico, con tamafos hasta de 1.0. La prueba de Lobato & Robinson (1998),
bajo un AR(1), ahora con un tamarno de 0.168, también presenta un aumento
en el tamano promedio, y de nuevo hay algunos casos con alejamientos grandes
del tamano nominal (hasta de 0.999). La prueba de Lobato & Robinson (1998),
bajo un ARMA(1,1), aumenta su tamano de 0.05 a 0.065. Finalmente, la prueba
GPH disminuye su tamano promedio a 0.213, pero sigue presentando grandes
distorsiones en presencia de coeficientes grandes en la componente autorregresiva.

La tabla 2 presenta la potencia de las pruebas para d = 0.2. Para T' = 500, las
pruebas con grandes distorsiones en su tamano, Robinson (1994) y Tanaka (1999)
AR(1) y GPH, que las hacen de poca utilidad practica, obtienen las potencias pro-
medio mayores de 0.631 y 0.531, respectivamente. Estas pruebas son inestables,
mostrando potencias de cero o préximas a cero en algunos de los casos de com-
ponentes de media moviles grandes y positivas. El procedimiento propuesto, que
conserva un tamano adecuado, obtiene la mayor potencia promedio (0.40) entre
las demads pruebas, incluida la prueba de Robinson (1994) y Tanaka (1999), que
utiliza la especificacion ARMA(1,1) del verdadero modelo a corto plazo. La menor
potencia la obtiene la prueba HLM (0.171).
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TaABLA 1: Tamano de las pruebas.

0
) -0.8 —0.4 0 0.4 0.8 | -0.8 —0.4 0 0.4 0.8
T = 500 T = 1000
NUEVA

0.0 | 0.068 0.038 0.039 0.038 0.000 | 0.081 0.047 0.044 0.039 0.000
0.5 | 0.085 0.047 0.040 0.049 0.002 | 0.075 0.044 0.050 0.044 0.003
0.9 | 0.155 0.092 0.082 0.065 0.159 | 0.135 0.071 0.073 0.060 0.152
HLM

0.0 | 0.044 0.041 0.042 0.048 0.046 | 0.048 0.042 0.046 0.046 0.045
0.5 | 0.042 0.038 0.039 0.044 0.049 | 0.047 0.046 0.044 0.045 0.049
0.9 | 0.072 0.064 0.074 0.076 0.058 | 0.053 0.050 0.054 0.052 0.050
KPSS

0.0 | 0.053 0.053 0.052 0.052 0.068 | 0.057 0.057 0.056 0.047 0.049
0.5 | 0.060 0.060 0.058 0.054 0.040 | 0.063 0.063 0.062 0.054 0.034
0.9 | 0.117 0.116 0.116 0.116 0.114 | 0.115 0.115 0.116 0.114 0.111
Robinson (1994) Tanaka(1999) AR(1)

0.0 | 0.004 0.002 0.024 0.000 0.000 | 0.006 0.000 0.029 0.000 0.000
0.5 | 1.000 0.847 0.016 0.112 0.000 | 1.000 0.994 0.024 0.200 0.000
0.9 | 1.000 1.000 0.048 0.015 0.913 | 1.000 1.000 0.045 0.009 0.997
Robinson (1994) Tanaka(1999) ARMA(1,1)

0.0 | 0.022 0.024 0.023 0.021 0.014 | 0.031 0.028 0.027 0.028 0.017
0.5 | 0.020 0.017 0.016 0.010 0.013 | 0.024 0.024 0.024 0.015 0.020
0.9 | 0.049 0.043 0.029 0.008 0.019 | 0.046 0.038 0.030 0.014 0.017
Lobato & Robinson (1998) AR(1)

0.0 | 0.040 0.052 0.041 0.000 0.000 | 0.046 0.057 0.047 0.000 0.000
0.5 | 0.028 0.036 0.081 0.272 0.000 | 0.040 0.049 0.097 0.373 0.000
0.9 | 0.034 0.036 0.041 0.461 0.963 | 0.066 0.071 0.069 0.611 0.999
Lobato & Robinson (1998) ARMA(1,1)

0.0 | 0.105 0.111 0.016 0.014 0.009 | 0.111 0.114 0.020 0.016 0.011
0.5 | 0.083 0.080 0.077 0.034 0.007 | 0.099 0.095 0.095 0.054 0.012
0.9 | 0.037 0.039 0.042 0.041 0.057 | 0.067 0.073 0.070 0.070 0.066
GPH

0.0 | 0.053 0.053 0.050 0.048 0.004 | 0.049 0.054 0.052 0.044 0.009
0.5 | 0.072 0.076 0.073 0.067 0.005 | 0.063 0.065 0.061 0.054 0.012
0.9 | 0.738 0.735 0.730 0.720 0.402 | 0.606 0.604 0.601 0.579 0.351

Para T' = 1000, todas las pruebas aumentan su potencia promedio. La prueba
de Robinson (1994) y Tanaka (1999), bajo un AR(1), alcanza la mayor potencia
promedio, pero es la que tiene mayores distorsiones en su tamano y, como antes, en
algunos casos tiene potencia cero (componentes de media moviles grandes y positi-
vas). Le sigue la prueba de Robinson (1994) y Tanaka (1999) bajo un ARMA(1,1),
la cual usa la verdadera especificacion del término de error, que la hace de poco uso
real en la practica. La siguiente potencia promedio la obtiene la prueba GPH, la
cual posee grandes sesgos en su tamano. Las pruebas de Lobato y Robinson logran
potencias muy similares. Con la especificacion AR(1), la potencia es inestable, pre-
sentando potencia de 0 en algunos casos (componentes de media moviles grandes y
positivas). Con la especificacion ARMA(1,1), la prueba usa una informacion con la
que generalmente no se cuenta en aplicaciones reales. La prueba propuesta obtiene
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una potencia promedio de 0.471 y, en general, las mayores potencias en el caso de
componentes de media méviles grandes y positivas. Finalmente, la prueba HLM
logra la menor potencia promedio (0.217).

TaBLA 2: Potencia de las pruebas para d = 0.2.

0
o} -0.8 —-0.4 0 0.4 0.8 | -0.8 —0.4 0 0.4 0.8
T = 500 T = 1000
NUEVO
0.0 | 0.423 0.373 0.414 0.518 0.645 | 0.523 0.484 0.526 0.421 0.705
0.5 | 0.411 0.325 0.333 0.392 0.598 | 0.495 0.450 0.452 0.516 0.727
0.9 | 0.342 0.271 0.268 0.259 0.438 | 0.359 0.318 0.328 0.312 0.449
HLM
0.0 | 0.133 0.135 0.134 0.106 0.053 | 0.198 0.188 0.197 0.153 0.056
0.5 | 0.143 0.136 0.143 0.139 0.080 | 0.206 0.200 0.204 0.203 0.100
0.9 | 0.284 0.282 0.285 0.280 0.235 | 0.320 0.318 0.318 0.310 0.280
KPSS
0.0 | 0.198 0.196 0.198 0.205 0.150 | 0.255 0.253 0.253 0.257 0.188
0.5 | 0.196 0.197 0.196 0.197 0.151 | 0.250 0.250 0.251 0.253 0.209
0.9 | 0.280 0.280 0.281 0.276 0.261 | 0.311 0.311 0.310 0.310 0.300
Robinson (1994) Tanaka(1999) AR(1)
0.0 | 0.906 0.416 0.799 0.417 0.000 | 0.999 0.788 0.984 0.733 0.000
0.5 | 1.000 1.000 0.157 0.810 0.000 | 1.000 1.000 0.422 0.987 0.000
0.9 | 1.000  1.000 0.962 0.000 0.997 | 1.000 1.000 0.999 0.000 1.000
Robinson (1994) Tanaka(1999) ARMA(1,1)
0.0 | 0.752 0.599 0.144 0.605 0.148 | 0.974 0.914 0.417 0.903 0.352
0.5 | 0.180 0.184 0.188 0.175 0.193 | 0.454 0.465 0.486 0.473 0.464
0.9 | 0938 0.812 0.514 0.131 0.148 | 0.995 0.959 0.716 0.157 0.420
Lobato & Robinson (1998) AR(1)
0.0 | 0.382 0.541 0.879 0.410 0.000 | 0.655 0.807 0.985 0.793  0.000
0.5 | 0.122 0.169 0.354 0.842 0.000 | 0.309 0.372 0.622 0.973 0.000
0.9 | 0.145 0.152 0.154 0.162 0.997 | 0.371 0.379 0.375 0.384 1.000
Lobato & Robinson (1998) ARMA(1,1)
0.0 | 0.813 0.736  0.251  0.427 0.097 | 0.964 0.928 0.494 0.806 0.258
0.5 | 0.362 0.368 0.354 0.306 0.107 | 0.629 0.631 0.623 0.575 0.293
0.9 | 0.145 0.152 0.154 0.150 0.154 | 0.371 0.379 0.375 0.378 0.352
GPH
0.0 | 0.396 0.384 0.379 0.347 0.089 | 0.477 0.483 0.486 0.462 0.234
0.5 | 0.421 0.421 0.419 0.411 0.107 | 0.505 0.505 0.503 0.483 0.256
0.9 | 0948 0.945 0.946 0.938 0.813 | 0.939 0.939 0.931 0.934 0.847

La tabla 3 presenta los resultados para d = 0.4. Para T" = 500, las pruebas
con grandes distorsiones en su tamano, Robinson (1994) y Tanaka (1999) AR(1)
y GPH, que las hacen de poca utilidad practica, obtienen las potencias promedio
mayores de 0.644 y 0.831, respectivamente. Estas pruebas son inestables mostrando
potencias bajas, y en algunas casos cercanas a cero, cuando la componente de
media moévil es grande y positiva. El procedimiento propuesto, que conserva un
tamanio adecuado, obtiene la mayor potencia promedio (0.597) entre las deméas
pruebas, incluida la prueba de Robinson (1994) y Tanaka (1999), que utiliza la
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especificacion ARMA(1,1) del verdadero modelo a corto plazo. La menor potencia
promedio la obtiene la prueba KPSS (0.392).

Para T'= 1000, todas las pruebas aumentan su potencia promedio. La prueba
GPH obtiene la mayor potencia promedio (0.922), pero también tiene grandes
sesgos en su tamano. Le sigue la prueba de Lobato y Robinson bajo un AR(1),
con una potencia promedio de 0.787. Sin embargo, esta prueba presenta también
algunas distorsiones importantes en su tamano. La siguiente potencia promedio
de 0.783 la alcanza la prueba de Robinson (1994) y Tanaka (1999), que utiliza
la especificacion ARMA(1,1) del verdadero modelo a corto plazo. La siguiente
potencia promedio de 0.772 la obtiene la prueba propuesta, la cual conserva un
tamano adecuado y su comportamiento es estable. La prueba KPSS es nuevamente
la prueba con menor potencia promedio (0.510).

TABLA 3: Potencia de las pruebas para d = 0.4.

0
—0.8 —0.4 0 0.4 0.8 | —0.8 —-0.4 0 0.4 0.8
T = 500 T = 1000
NUEVO
0.0 | 0.886 0.591 0.630 0.487 0.412 | 0.866 0.829 0.651 0.710 0.798
0.5 | 0.685 0.635 0.654 0.710 0.736 | 1.000 0.780 1.000 0.893 0.769
0.9 | 0.525 0.476 0.476 0.474 0.577 | 0.677 0.623 0.608 0.591 0.781
HLM
0.0 | 0.396 0.390 0.391 0.388 0.144 | 0.585 0.580 0.581 0.577 0.237
0.5 | 0.400 0.402 0.407 0.400 0.301 | 0.591 0.592 0.585 0.582 0.491
0.9 | 0.605 0.595 0.595 0.602 0.545 | 0.713 0.706 0.714 0.710 0.686
KPSS
0.0 | 0.368 0.371 0.371 0.368 0.380 | 0.495 0.495 0.488 0.486 0.515
0.5 | 0.370 0.372 0.370 0.372 0.375 | 0.496 0.496 0.497 0.492 0.501
0.9 | 0.436 0.434 0.433 0.436 0.420 | 0.540 0.540 0.539 0.543 0.531
Robinson (1994) Tanaka(1999) AR(1)
0.0 | 0.997 0.629 0.948 0.998 0.009 | 1.000 0.943 1.000 1.000 0.021
0.5 | 1.000 1.000 0.266 0.546 0.469 | 1.000 1.000 0.439 0.884 0.817
0.9 | 1.000  1.000 1.000 0.032 0.061 | 1.000 1.000 1.000 0.014 0.038
Robinson (1994) Tanaka(1999) ARMA(1,1)
0.0 | 0.904 0.683 0.391 0.217 0.608 | 0.998 0.963 0.843 0.067 0.922
0.5 | 0.209 0.106 0.101 0.311 0.233 | 0.349 0.232 0.283 0.763 0.509
0.9 | 1.000 1.000 0.993 0.643 0.102 | 1.000 1.000 1.000 0.803 0.232
Lobato & Robinson (1998) AR(1)
0.0 | 0.527 0.700 0.970 0.997 0.035 | 0.849 0.943 0.999 1.000 0.201
0.5 | 0.247 0.253 0.344 0.905 0.566 | 0.628 0.631 0.706 0.994 0.874
0.9 | 0.366 0.366 0.363 0.352 0.915 | 0.744 0.751 0.747 0.750 0.993
Lobato & Robinson (1998) ARMA(1,1)
0.0 | 0.944 0.841 0.425 0431 0.501 | 0.998 0.982 0.762 0.658 0.880
0.5 | 0.361 0.388 0.411 0.432 0.363 | 0.724 0.747 0.766 0.776  0.752
0.9 | 0.366 0.366 0.363 0.352 0.326 | 0.744 0.751 0.747 0.750 0.710
GPH
0.0 | 0.810 0.810 0.804 0.777 0.475 | 0.907 0.907 0.908 0.900 0.778
0.5 | 0.828 0.834 0.826 0.818 0.541 | 0.924 0.919 0.918 0.906 0.793
0.9 | 0993 0.992 0.992 0.992 0.967 | 0.993 0.996 0.995 0.994 0.987

Revista Colombiana de Estadistica 31 (2008) 67-84



Una nueva prueba para el pardmetro de diferenciacion fraccional 79

6. Aplicacién a la identificacién de un modelo
simulado ARFIMA-GARCH

A continuacién se ilustra la aplicacion del procedimiento propuesto para la
identificacion y estimacion de un modelo simulado ARFIMA(0, d,2)—ARCH(2),

(1-B)Z, =1 -6.B—60:B*a;,  a; =0

2 2 2
Oy = Qo+ a1a;_q + aa;_o

(7)

donde las ; ~ i.i.d.N(0,1), d = 0.3, 6, = 04, 63 = 0.3, a9 = 0.1, a1 = 0.5,
ag = 0.2. Se generaron T = 500 observaciones. Las estimaciones presentadas
fueron realizadas con el programa TSM, version 4.24 (Davidson 2007), usando
maxima verosimilitud condicional.

Procedimiento de identificacion y estimacion
i) Aproxime la componente a corto plazo por medio de un proceso autorre-
gresivo de orden p*, donde p* = 8 ~ T'/3. Estime el modelo aproximado

ARFIMA(8, d,0). Los resultados se presentan en la tabla 4.

TABLA 4: Estimacion del modelo aproximado ARFIMA autorregresivo.

Parameter Estimate  Std. Err.  t Ratio  p-Value
ARFIMA d 0.23426 0.12994 1.803 0.036
ARI1 0.40029 0.13768 2.907 0.004
AR2 0.20112 0.05071 3.966 0.000
AR3 —0.13347 0.05016  —2.661 0.008
AR4 —0.06710 0.05350 —1.254 0.210
AR5 —0.01630 0.05397  —0.302 0.763
AR6 0.11886 0.05206 2.283 0.023
ART —0.03456 0.04894  —0.706 0.480
ARS —0.00881 0.04593  —0.192 0.848

sqrt(Error Variance) 0.17380 0.00560 — —
Ljung-Box (residuals): Q(10) = 4.0883 0.943
Ljung-Box (squared residuals): Q(10) = 139.915 0.000

La estimacion de d en el modelo aproximado es significativa para un nivel
de significancia mayor de 0.036. El estadistico de Ljung-Box para los resi-
duales del modelo anterior, cuyo valor p se encuentra entre llaves, indica
que el modelo aproximado captura la correlacién serial presente en la serie
fraccionalmente diferenciada; por tanto, la aproximacion es adecuada.

ii) Use d = 0.23426 para diferenciar fraccionalmente la serie. Es decir, obtenga
la serie

Z;i _ (1 o B)O.234562t

Sobre esta serie utilice las técnicas tradicionales de identificacién de un mo-
delo ARMA (p, q) para la componente a corto plazo. La figura 2 muestra la
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Ficura 2: Identificacion de la componente a corto plazo.

ACF muestral y la funcion de autocorrelacion parcial (PACF) muestral para
la serie fraccionalmente diferenciada.

Los resultados obtenidos parecen ser consistentes con un MA(2).

iii) Estime el modelo ARFIMA(0, d, 2) identificado y obtenga sus residuales. La
tabla 5 presenta los resultados de la estimacion.

TaBLA 5: Estimacion del modelo identificado para la componente a corto plazo.

Parameter Estimate  Std. Err. t Ratio  p-Value
ARFIMA d 0.30269 0.05320 5.690 0.000
MA1 0.30677 0.05844 5.249 0.000
MA2 0.28149 0.04899 5.746 0.000

sqrt(Error Variance) 0.17523 0.00560 — —
Ljung-Box (residuals): Q(10) = 14.362 0.157
Ljung-Box (squared residuals): Q(10) = 157.431 0.000

El estadistico de Ljung-Box para los residuales del modelo anterior confirma
que el modelo MA(2) es adecuado para la componente a corto plazo. Sin
embargo, el mismo estadistico, para los residuales al cuadrado, indica la
posible existencia de efectos ARCH en la varianza del proceso. La ACF y
PACF muestral de los residuales al cuadrado aparecen en la figura 3.

Los resultados parecen ser consistentes con un proceso ARCH(2,0).

iv) Estime simultaneamente todos los parametros del modelo identificado. La
tabla 6 presenta los resultados de la estimacion del modelo ARFIMA(0,d,2)—
ARCH(2).

Note que el modelo identificado corresponde a la especificacion del modelo
simulado. La prueba de la hipotesis Hy de memoria corta contra la hipotesis Hy
de memoria larga puede realizarse con el modelo correctamente especificado. En
este caso, mejora la inferencia sobre d.
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ACF de los residuales al cuadrado PACF de los residuales al cuadrado
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Ficura 3: Identificacion de la componente ARCH.

TABLA 6: Estimacion del modelo completo.

Parameter Estimate  Std. Err. t Ratio  p-Value
ARFIMA d 0.30988 0.04791 6.468 0.000
MA1 0.36660 0.05140 7.132 0.000
MA2 0.29739 0.03707 8.022 0.000
sqrt(GARCH Intercept) 0.09661 0.007 — —
GARCH Alphal 0.41718 0.09776 4.267 0.000
GARCH Alpha2 0.35162 0.09262 3.796 0.000

Ljung-Box (residuals): Q(10) = 9.4524 0.490
Ljung-Box (squared residuals): Q(10) = 10.9165 0.364

7. Conclusiones

Las siguientes son las principales conclusiones obtenidas para el procedimiento
propuesto en los casos estudiados:

1. La aproximacion autorregresiva para la componente a corto plazo del modelo
ARFIMA permite conservar un tamano promedio adecuado para la prueba
de memoria corta. A medida que el tamano muestral crece, el tamano de la
prueba tiende a su valor nominal.

2. La potencia promedio de la prueba propuesta es, en muchos casos, mayor
que la de las otras pruebas usadas para comparacion, y sus valores son més
estables. A medida que el tamano muestral crece, la potencia de la prueba
aumenta.

3. En algunos casos, el procedimiento propuesto tiene menor potencia que la
prueba GPH, la de Robinson-Tanaka bajo una especificacion AR(1) y la de
Lobato y Robinson bajo una especificacion AR(1), pero estas tienen gran-
des distorsiones en su tamano en presencia de componentes autorregresivas
grandes y positivas. Esto las hace de poca utilidad practica.
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4. El procedimiento propuesto puede emplearse en la identificacion del modelo
correcto para la componente a corto plazo. En este modelo, la inferencia
sobre d puede mejorarse.

5. La prueba puede emplearse para el caso en que los errores son no correlacio-
nados serialmente, pero son dependientes, como en el caso de la familia de
modelos GARCH.

6. La aplicacion del procedimiento propuesto para la identificaciéon y estimacion
de un modelo ARFIMA-ARCH parece funcionar bien.

[Recibido: diciembre de 2007 — Aceptado: mayo de 2008]
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