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Resumo

Os testes usuais para comparar varidncias e médias, teste de Bartlett
e teste F', supoem que as amostras sejam provenientes de populagoes com
distribui¢oes normais. Para o teste de igualdade de médias, a suposicao de
homogeneidade de varidncias também é necesséaria. Alguns problemas se des-
tacam quando tais suposi¢oes basicas sao violadas, como tamanho excessivo
e baixo poder. Neste trabalho descrevemos inicialmente o teste de Levene
para igualdade de variancias, que é robusto & nao normalidade, e o teste de
Brown e Forsythe para igualdade de médias quando existe desigualdade de
variancias. Apresentamos varias modificagoes do teste de Levene e do teste
de Brown e Forsythe, propostas por diferentes autores. Analisamos e apli-
camos uma forma do teste modificado de Brown e Forsythe a um conjunto
de dados reais. Este teste ¢ uma alternativa robusta com relagao a desvios
de normalidade e homocedasticidade e também na presenga de observagoes
discrepantes. Na comparagao de variancias, destaca-se o teste de Levene
com centralizagao na mediana.
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Abstract

The usual tests to compare variances and means (e.g. Bartlett’s test and
F-test) assume that the sample comes from a normal distribution. In addi-
tion, the test for equality of means requires the assumption of homogeneity
of variances. In some situation those assumptions are not satisfied, hence
we may face problems like excessive size and low power. In this paper, we
describe two tests, namely the Levene’s test for equality of variances, which
is robust under nonnormality; and the Brown and Forsythe’s test for equa-
lity of means. We also present some modifications of the Levene’s test and
Brown and Forsythe’s test, proposed by different authors. We analyzed and
applied one modified form of Brown and Forsythe’s test to a real data set.
This test is a robust alternative under nonnormality, heteroscedasticity and
also when the data set has influential observations. The equality of variance
can be well tested by Levene’s test with centering at the sample median.

Key words: Levene’s test, Brown and Forsythe’s test, Trimmed Means,
Winsorized variances, bootstrap.

1. Introducao

Os testes de Levene (1960) e de Brown & Forsythe (1974 ) tém-se constituido
como técnicas tteis para comparacao de médias e varidncias quando as suposigoes
bésicas dos testes de igualdade de varidncias e de igualdade de médias nao sao
satisfeitas. Estes testes foram sofrendo modificacoes ao longo do tempo, propostas
por diversos autores.

O teste de Bartlett para homogeneidade de varidncias nao é robusto para diver-
géncia de normalidade. Visando contornar esse problema, propoe-se o uso do teste
de Levene para a comparagao de varidncias de grupos de observagoes provenientes
de distribui¢oes continuas e nao necessariamente normais. O teste de Levene é
robusto & nao normalidade, apesar que algumas deficiéncias foram destacadas por
alguns autores, que também apresentaram algumas alternativas mais eficientes.

O teste I obtido através da anélise de varidncia com um fator para comparar
médias de populagoes normais independentes apresenta desvios no que tange ao
tamanho do teste quando os grupos possuem varidncias populacionais diferentes.
Para esse problema foram propostas varias solucoes, entre elas o teste de Brown
e Forsythe. Véarios autores apontam inadequagoes no teste de Brown e Forsythe e
apresentam algumas modificagbes para o mesmo.

O objetivo principal do presente artigo é apresentar e discutir as modificagoes
propostas aos testes de Levene e de Brown e Forsythe. O artigo esta organizado
da seguinte forma: na segao 2 é apresentado o teste de Levene, que testa igual-
dade de varidncias quando os dados sao oriundos de distribui¢oes continuas, nao
necessariamente distribui¢oes normais, e algumas de suas modificagoes. Entre es-
sas modificagoes esta a proposta por Brown & Forsythe (1974a), que considera as
distancias das observagoes com relagao as medianas amostrais ao invés das médias
amostrais. Nesta versao, o teste se torna mais robusto para amostras pequenas e
pode ser encontrado, por exemplo, no pacote computacional MINITAB 14. A secao
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3 se destina ao estudo do teste de igualdade de médias com amostras independen-
tes de populagdes normais com variancias desiguais (teste de Brown e Forsythe).
Também nesta se¢ao sao apresentadas algumas modificagoes deste teste, propostas
por diferentes autores. Na segao 4 apresentamos testes aleatorizados para igual-
dade de médias e de varidncias em problemas de bioequivaléncia. Uma aplicagao
do teste modificado de Brown e Forsythe a um conjunto de dados reais e algumas
conclusoes encontram-se nas se¢oes 5 e 6. Existem ainda alternativas bayesianas
aos testes descritos, que nao serao abordadas aqui, mas que podem ser encontra-
das, por exemplo, em Pereira & Stern (2003).

Para a execugao do teste de Brown e Forsythe modificado foi desenvolvido um
programa em linguagem de programagdo R (R Development Core Team 2007).
O programa calcula a estatistica do teste de Brown e Forsythe modificado e o
tamanho do teste, que é estimado via bootstrap.

2. Teste de Levene e modificacoes

Muitas técnicas estatisticas requerem a suposicao de igualdade de varidncias
das variaveis de interesse para as populagoes envolvidas. O teste padrao de homo-
geneidade de variancias (teste de Bartlett) é uma ferramenta eficiente somente se
as variaveis possuem distribuicao aproximadamente normal. Quando a suposi¢ao
de normalidade é violada, o tamanho do teste (taxa de rejei¢ao da hipotese nula,
quando ela é verdadeira) pode ser muito maior do que o nivel de significAncia
fixado. Um procedimento relativamente insensivel a desvios da normalidade é o
teste de Levene. Este teste é robusto, ja que, na auséncia de normalidade, seu ta-
manho real é proximo do nivel de significancia fixado para uma grande variedade
de distribuig¢oes de probabilidade.

Levene (1960) prop6s uma estatistica para testar igualdade de varidncias para
estudos balanceados; posteriormente foi generalizada para estudos desbalanceados.
A estatistica é obtida a partir de uma anélise de varidncia com um tnico fator, ja
que os niveis sao as populagoes; cada observagao i substituida pelo desvio absoluto
da variavel em relagao & média do seu respectivo grupo.

Suponha que sejam tomadas k > 2 amostras aleatérias independentes entre
si, digamos, Xj1,...,Xin,, © = 1,...,k. A amostra ¢ representa uma cole¢do
de n; variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas (iid) com
distribui¢do G;, com média p; e variancia o?, para G; , p1; e o2 desconhecidos. A
hipotese nula de igualdade de variancias,

Ho:0f = =0}, 1=1,...,k (1)
é testada contra a hipotese alternativa que nem todas as varidncias sao iguais, i.e.,
Hl:of#of-, para algum i #j, j=1,...,k (2)

Denotamos os desvios absolutos das varidveis X;; com relacao as médias amos-

trais dos grupos Xz = n{l Z?;l Xij por Zij = |XZJ - Yz|; ] = 1,...,?11',
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1 =1,...,k e definimos a estatistica

n—k\ Yo ni(Z.-7)
Zi:l Ej:l (Zij - Zi»)

3)

em que Z; = ni_l Z;’;l Zij, Z. =n"t Ele niZ; en = Zle n;. O teste de Le-
vene consiste em rejeitar Ho se Wo > Fii_1.n—k),(1-a); F(k—1,n—k),(1—a) TepPresenta
o quantil de ordem 1 — o da distribuigdo F(y_1,_) € o & o nivel de significancia
do teste.

Portanto, o teste é uma analise de varidncia com um fator na variavel desvio
absoluto Z;;. O uso de Z;; ao invés de ij faz com que o critério do teste se
torne menos sensivel & auséncia de normalidade, por exemplo, para distribuigoes
com caudas pesadas. Mesmo assim, como em geral as varidveis aleatorias nao sao
normalmente distribuidas nem independentes, pois Cor(Z;;, Z;;») = O(n; %), para
Jj # Jj', o qual implica que Wy sob a hipotese nula (Il) ndo possui distribuigao F.

No entanto, para uma variedade de distribui¢bes G;, por exemplo, distribui¢oes
normais, distribuigoes simétricas com caudas pesadas tais como a exponencial
dupla e a t de Student com quatro graus de liberdade, em niveis de significancias
usuais, & = 0.01,0.05 ou 0.10 e amostras para cada grupo de tamanho pelo menos
igual a 10 (i.e., n; > 10, ¢ = 1,...,k), o teste de Levene se mostra robusto.
Brown & Forsythe (1974a), num estudo de simulagao, verificaram que, neste caso,
o quantil de ordem 1 — o da distribuicao nula de Wy, estimado pelo método de
Monte Carlo, ¢ aproximadamente igual a Fix_1,,_x),(1-)- Verificaram ainda que
a falta de robustez devia-se a assimetria das distribui¢oes e nao a existéncia de
correlagao entre os desvios. Estes fatos levaram a construcao de formas alternativas
do teste de Levene.

Para distribuigoes assimétricas, como a distribui¢ao quiquadrado com 4 graus
de liberdade, e distribui¢oes com caudas extremamente pesadas, como a Cauchy,
p.e., Brown & Forsythe (1974a) observaram que o teste de Levene tende a ser
liberal, i.e., o tamanho do teste é maior que o nivel de significancia fixado. Por
esse motivo, uma modificacao do método de Levene é proposta pelos autores. A
alteragao consiste em substituir o estimador classico do parametro de localizagao,
X, , em @), por estimadores mais robustos.

Substituindo a média X ;. pela mediana do grupo, M;, em (@), i.e., utilizandose
Zi(;n) =1Zij — M;| ao invés de Z;;, j=1,...,n;,i=1,... k, definese

k —(m)  =(m)\?
n—k Ei:lni(zi. -z, )
L G ne [ m)  =m)\2
D1 D (Zij -7 )
=(m) 1 ,(m) Hm) )k —(m) _ <k
em que Z; = =mn; Ej 1 Zij e Z T =mn Doz, en =" n;

Utilizou-se ainda a estatistica Wig, definida a partir de Wy, substituindo a
média X; por X;, em que X; representa a média aparada a 10% do i-ésimo grupo.
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Brown & Forsythe (1974a) realizaram um estudo de simulagao cujos resulta-
dos indicaram que a igualdade de varidncias em distribui¢oes de caudas pesadas
pode ser melhor testada por uma estatistica da forma Wiy e, em distribuigoes
assimétricas, por uma estatistica similar a Wso. Portanto, quando se tem indicios
de desvios de normalidade, a estimativa da média para cada grupo na estatistica
de Levene deve ser substituida por uma estimativa mais robusta do parametro de
localizacao. A perda no poder observada quando é usada Wig ao invés de Wy é
pequena, relativa ao aumento da probabilidade de uma rejeicao falsa da hipotese
nula causada pela nao normalidade.

Carrol & Schneider (1985) apresentam um interessante estudo sobre as esta-
tisticas Wy e Wso. Analisam inicialmente o motivo pelo qual os testes de Levene
utilizando as estatisticas Wy e W5¢ tém tamanhos proximos dos niveis corretos
para distribuigoes simétricas. Posteriormente, investigam a razao pela qual o teste
de Levene que utiliza a mediana (estatistica Wsp) tem tamanho aproximadamente
igual ao nivel de significAncia para distribui¢oes assimétricas, enquanto o teste de
Levene baseado em (B]) nao possui essa propriedade. Os autores consideraram estes
baseados em Wy; = | X;; — @‘ e em G(W;;), com G(-) representando uma funcao
mondtona com derivada g(-) e 6; um estimador de 0;, e analisaram a eficiéncia dos
testes sob hipoteses nulas de variancias iguais. O modelo considerado foi

Xij:@—i—eij, izl,...,/{, j:l,,nz

com 0; representando um parametro de localizagao da distribuicao de X;;, p.e.,
a média, a mediana ou a média aparada a 10%. As variaveis aleatorias e;; sao
consideradas independentes e identicamente distribuidas, ja que a analise foi feita
somente sob a hipotese de igualdade de variancias ([Il). Como conseqiiéncia, as
conclusoes obtidas serdo relativas a significancia e ndo ao poder dos testes. Além
disso, admitese que o estimador 6; é tal que, quando n; — co: /n; (HZ- — Hi) 2,
N(0,€%), em que &2 > 0, parai=1,.... k.

Foi considerada uma classe geral de testes baseados em G(W;;), com estatistica
de teste dada por

QME (6;)
QMD (6;)

€m que QME(@) = Zf:l n; (Ri. - R.) [(k—1), QMD(@') = Zf:l Z?:l (Rij -
}_%i,)2/(n —k), R;. = n{l Z;l:l RijeR =nt Zle 27:1 R;j e F,(0;) é a esta-
tistica (@) calculada em funcdo de L;; = G(Z;;), com Z;; = | X;; — 0,].

A seguir, apresentamos um teorema que seré 1til no desenvolvimento do traba-

lho, que pode ser demonstrado usando os resultados de Bickel (2005) e de Carrol
& Ruppert (1982) e é apresentado em Carrol & Schneider (1985).

Fo(6;) = (5)

2

Teorema 1. Para F), ((9\1) e F,,(0;) definidas anteriormente, temos
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ko 2p2 /mi(Li — L. o
2 022(’111111\1/)_(L - )’ Y= fo g(u){f(u) —f(—u)} du,

H; = \/n_z{ (@-—6‘1») —Zle (%) (9:-—91-) }, com f representando a fung¢io densidade
de probabilidade de e;;.

em que Q,, =

Em particular, se é\l é um estimador de #; para G(|Xl-j - 91|) = |X;; — 6i],
de modo que G(u) = u, segue que g(u) =1 ey = [;° f(u)du— [~ f(—u)du =
IP(eij > 0) — ]P(eij < 0) = ]P(Xij — Hij > O) — IP(XZ'J' — eij < 0)

Podemos interpretar F, (6;) como uma medida de variabilidade das quantidades
G(|Xij - 91|) para os diferentes valores de 6;, i = 1,...,k e Fn(@) como um
preditor de F,,(6;). Situagdes nas quais @, = 0, implicando que F), (@) —F.(0;) =
op(1), sao indicativas de que a estatistica do teste de Levene, Fn(@), é eficiente
na detecc¢ao da variabilidade em G(|Xl-j — 91|) parai = 1,..., k. Desta forma, o
teste de Levene tera assintoticamente nivel de significAncia correto somente quando
v =0, i.e., para #; igual & mediana de X;;. Isso explica a razao para a qual, em
distribuicoes simétricas, a média ou mediana podem ser utilizadas sem alteragoes
significativas no tamanho do teste. Ja, para distribui¢gdes assimétricas, v # 0, a
menos que 0; seja a mediana de Xj;.

Um segundo caso especial interessante ocorre quando G(u) = u?, ou seja,

quando o teste ¢ baseado em R;; = (Xij — @)2 Neste caso g(u) = 2u e v =
2E[X;; — 6;]. Assim, para grandes amostras de distribuigdes assimétricas, o teste
teria tamanho igual ao nivel de significAncia somente quando a centralizacao é na
média, situagdo em que v = 0. Se v # 0, entdo pelo teorema [Il temos que para
centralizagao na mediana, o tamanho do teste é diferente do nivel de significancia
fixado (conclusao obtida por Conover et al. (1981), via simulagao).

Observa-se entao que o teste de Levene tera nivel assintotico correto somente
quando as estimativas utilizadas estiverem estimando a mediana de cada popu-
lacao. Dessa maneira, para distribuigoes simétricas, as formas centralizadas na
média e mediana serao igualmente eficientes. Para distribui¢oes assimétricas, te-
mos que assintoticamente, s6 a centralizagao na mediana é viavel e, se utilizada
a centralizagao na média, o teste de Levene tera tamanho diferente do nivel de
significancia fixado.

O poder do teste de Levene de homogeneidade de varidncias, que emprega
os desvios calculados usando a mediana amostral, pode ser aumentado com as
modificagoes propostas por Hines & O’Hara Hines (2000). Os autores propoem
identificar e remover os chamados zeros estruturais, visto que o procedimento de
Levene pode apresentar falhas; por exemplo, ignorar a falta de independéncia dos
desvios envolvidos, nao explorar o fato de que médias (ou medianas) e varidncias
de algumas variaveis aleatoérias nao sao funcionalmente independentes, como nas
distribui¢oes Poisson e Binomial. Os zeros estruturais correspondem a valores de
Z;; nulos, que sempre existem para n; impar, pois nesse caso, a mediana coincide
com um dos valores de X;;. Segundo os autores, a presenca desses zeros estru-
turais pode tornar o teste ineficiente para detectar desigualdade de varidncias.
Hines & O’Hara Hines (2000) mostram que a retirada de zeros estruturais au-
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menta o poder do teste para detectar essas desigualdades, principalmente quando
n é pequeno. Sugerem ainda a complementacao da analise através do posterior
uso de contrastes quando o resultado do teste aponta para a desigualdade de
varidncias. Outra modificagao para o teste de Levene pode ser encontrada em
O’Neill & Mathews (2000). Os autores propuseram uma forma alternativa do
teste de Levene construida com base no procedimento de minimos quadrados pon-
derados.

3. Teste de Brown e Forsythe e modificagoes

Consideremos X;; a j-ésima observacao da i-ésima amostra correspondente ao
i-ésimo grupo, j = 1,...,n;, ¢ = 1,...,k, com independéncia entre observagoes
de grupos distintos, de forma que X;; ~ N(u;,0%). A estatistica F' da analise
de varidncia com um fator para testar a hipétese nula de igualdade de médias no
nivel de significAncia « contra a hipotese alternativa que nem todas as médias sao
as mesmas, i.e., testar

Ho:ppr =+ = pg (6)
versus
Hi ot pe # g, para algum t # g, t,g=1,...,k (7)

¢ dada por

k = = \2
iz ns(Xo =X )"/ (k= 1)

i (= 1)/ (n = k)
em que S? = Z?;Il (X, — 71-,)2/(7% —eX =ntYr, >ty Xij. Se as
varidncias populacionais sao iguais, entao sob Hj, estatistica de teste possui dis-
tribuigao F(k — 1,n — k).

O teste baseado na estatistica F' é sensivel a falta de homogeneidade de vari-
ancias, pois, sob heterocedasticidade, o tamanho real do teste nao coincide com o
nivel de significincia. O problema de comparar médias de distribuigoes normais
independentes para trés ou mais grupos quando ha heterocedasticidade é conhe-
cido na literatura como problema de Behrens-Fisher generalizado. Varias solugoes
foram propostas para esse problema, entre elas, o teste proposto por Brown &
Forsythe (1974b), que leva seu nome e sera descrito a seguir.

F =

Considere agora que X;; ~ N(u;,02), j=1,...,n;,i=1,...,k, com X;; e
X, j independentes para quaisquer {7, 7} # {#’, 7'}, e que o interesse é testar (Gl
vs. () no nivel de significAncia «. A estatistica de teste proposta por Brown e
Forsythe é definida como

Zi-c:l ng (Yz - Y..)2
S (1= 587

Os valores criticos de F*, sob Hy, sao obtidos da distribuicao F(k — 1, f),
em que f, obtida pela aproximacao de Sattherthwaite (1941) (para detalhes, veja

=

(8)
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Brown & Forsythe 1974b), é dado por

P2 (1-1)52
f*l _ cz e ¢ = n .z
;ni_l Zf:l (1_%)31‘2

Através de estudos de simulagao, utilizando diferentes valores para variancias
populacionais e diferentes tamanhos amostrais, Brown & Forsythe (1974b) com-
pararam o tamanho e o poder do teste de igualdade de médias populacionais na
situacao de desigualdade de varidncias utilizando as estatisticas F', F'* e as pro-
postas por Welch (1951) e James (1954).

A estatistica de teste proposta por Welch (1951) é dada por:

Y wi (X~ X)) (k- 1)
(1—|— (kk 2) Zz ) (11;:) )

em que wz—nl/ ,i=1,...,k, u:zle w; e)?__ :Ele w; X ;. /u. Sob Hy em
[©l), temosW—>F( —1,f), em que

BREI

2
W =

wz

Por outro lado, a estatistica de teste proposta por James (1954) é

k — 52
w; (X — X))
A N S e
2T
De acordo com James (1954), sob Ho em (@),

2
B3a+(k+1) = (1—%)
J>a(1+ 202 — 1) Z P )]za

i=1 v

E

com a representando o quantil de ordem 1 — « da distribuicao quiquadrado com
k — 1 graus de liberdade (x7_,).

Brown & Forsythe (1974b) verificaram, através de um estudo de simulagao,
que o teste F' apresenta acentuados desvios no tamanho quando as variancias dos
grupos sao desiguais, e os outros trés testes pequenas flutuagoes no tamanho. Para
amostras de tamanho pequeno, verificaram que o teste baseado na estatistica J
apresenta uma caracteristica liberal, i.e., o tamanho do teste é maior do que o nivel
de significancia fixado. O teste baseado na estatistica F™* variou em tamanho um
pouco mais do que o teste baseado na estatistica W e em situagoes com mais de 10
observacoes por grupo; a diferenga entre os niveis de significancia e os tamanhos
foi pequena, para os dois testes em questao. Na situagao de homoscedasticidade,
os testes baseados nas estatisticas W e F* apresentaram poder similar ao teste
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F' classico. Observou-se ainda que para grupos com meédias discrepantes com
varidncias pequenas com rela¢ao ao tamanho da amostra do grupo, o teste baseado
na estatistica W é mais poderoso do que o teste baseado na estatistica F'*. Tal fato
pode ser explicado pela diferente ponderacao de médias: W ponderava as médias
usando (nl / Sf), enquanto que a estatistica F* utiliza n;. Dessa forma, médias
extremas com variancias pequenas com relagao ao tamanho da amostra do grupo
tenderiam a inflacionar o valor de W, mais do que F*, ocorrendo o inverso para
médias discrepantes com varidncias grandes com relagao ao tamanho da amostra
do grupo. Quando médias discrepantes vem acompanhadas de varidncias grandes,
o teste de Brown e Forsythe mostrou-se superior.

Mehrotra (1997) aponta uma inadequagao na aproximacao proposta por Brown
& Forsythe (1974b) para a distribuigao da estatistica de teste F* sob Hy em (@)).
Adicionalmente, Mehrotra (1997) mostra que sob Ho, F* ~ F(f1, f2), com

(T, o2 - Shnet)’
fl _ 1= n 9
S yot s (B ) _pThynet Y

[z -]

Zk (1_%)2‘73

i=1 n;—1

f2=

(10)

e ndo como havia sido proposta por Brown & Forsythe (1974b), em que a distri-
buigdo era aproximadamente igual a F(k — 1, f2). Na pratica, os valores de o2,
presentes em (@) e (I0) devem ser substituidos por estimadores consistentes, p.e.,
S2.

Keselman & Wilcox (1999) mostraram que, sob condigoes semelhantes envol-
vendo variancias heterogéneas e também nao normalidade, o teste modificado pro-
posto por Brown e Forsythe com hipotese nula (@) e estatistica de teste (I0) apre-
senta um aumento na probabilidade do erro do tipo I em modelos nao balanceados.
Os autores propoem um procedimento que consiste em um teste para igualdade
dos parametros de localizacao no qual a estatistica de teste utiliza estimadores ro-
bustos dos parametros de localizagao e de dispersao, por exemplo, médias aparadas
e variancias “winsorizadas”, ao invés dos estimadores usuais. Sugerem ainda que
os valores criticos associados a um particular nivel de significAncia sejam obtidos
através do método de bootstrap.

A idéia é substituir a hipotese de igualdade de médias (@), por exemplo, pela
de igualdade de médias aparadas

HOZMaIZ"':Nak (11)
Os autores consideraram que as n; observagdes da populacao i, X;i,..., X;,, sao
independentes, com X;; ~ N (u;,0%), em que 07 # o2 para algum i # ', i,i’ =

1 k.

goeeey
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Sejam X(1); < X(9); < -+ < X(p,); as observagoes ordenadas do i-ésimo grupo
e J; = [nyy], com ~ representando a proporc¢ao de observacoes aparadas de cada
cauda da distribui¢ao. Dessa forma, o tamanho amostral efetivo do i- es1m0 grupo

é hi =n; — 2J;. A i-ésima média amostral aparada é Xq; = h; E] 7 —}1 Xjyi-

-1
Define-se a i-¢sima média winsorizada por X ;. = n; E Y, em que

X se Xig < X(g40)i
Yij = ¢ Xij se X(z,41) < Xijg < Xny—7)i5
Kni—ayis se Xij 2 Xny—1,)i-

A variancia amostral winsoriada do i-ésimo grupo é definida por 5%, = (n; —

1)t Z?:l (Vi — Ywi,)? De acordo com Wilcox (1996), uma estimativa da vari-

ancia da média amostral aparada é dada por S2, = (n; — 1)S2,/(hi(hi — 1)). De
posse desses estimadores robustos, podemos ter uma versao robusta da estatistica
de teste de Welch, em que sdo utilizadas as médias aparadas dos grupos (X .;.)
ao invés das médias amostrais (X;.) e as varidncias amostrais winsorizadas (S2,)
ao invés das variancias amostrais usuais (S2) e Y, h; ao invés de n, de forma a

obter:

Zf:l Wai (Yai. - Xa..)2/(k -1)
< 2(k 2) Z » (1hwa;)2)

F, =

com we; = hi/S?;, i =1,....k u, = Zle Wai € X4, = Zle Wai X ai. [Uq €
fa=(k*=1)/c*, com ¢* = (3 S (1= waifua)?/ (hi — 1)). Definida a estatistica
de teste, o valor critico é estimado através da obtencgao de sua distribuicao empirica
via métodos de reamostragem, por exemplo o bootstrap (para mais detalhes sobre
o método bootstrap, veja Davison & Hinkley 1997). O procedimento utilizado é
sucintamente descrito a seguir.

Sejam Cj; = X;; — Xai,i=1,....,kej=1,...,n; os valores das variaveis
originais centralizados pela média aparada. Para o i-ésimo grupo, determinase a
amostra bootstrap selecionando aleatoriamente, com reposi¢ao, n; observagoes den-
tre as Cyj, j = 1,...,n;, de forma a obter a amostra bootstrap X7,..., X}, para
i =1,...,k. Denotando F o valor da estatistica baseada na amostra bootstrap,
repete-se o procedimento B vezes, obtendo F;,..., F5. O nivel de significAncia
estimado p* é a proporcao de vezes que a estatistica é maior do que a do teste
baseado nos dados originais. Obtido p*, se p* < «, rejeitamos a hipotese Hy em
([II). Wilcox (1996) sugere a utilizagao de B = 599, de forma a obter um controle

satisfatorio na probabilidade do erro do tipo I.

Revista Colombiana de Estadistica 31 (2008) 241-260]



Modificacdes e alternativas aos testes de Levene e de Brown e Forsythe 251

4. Testes aleatorizados para igualdade de médias e
de variancias e aplicagcoes em bioequivaléncia

4.1. Testes aleatorizados para igualdade de médias e
variancias

Manly (1995), Francis & Manly (2001, 2002) introduzem testes aleatorizados
de igualdade de médias e varidncias que podem ser utilizados como alternativas
aos testes de Levene e de Brown e Forsythe. Segundo os autores, a tarefa aparen-
temente simples de comparar médias e varidncias de duas ou mais populacoes é
na verdade bastante dificil quando as amostras sao provenientes de distribuigoes
“muito distantes” da normal. De acordo com Manly & Francis (2002), ha trés
problemas potenciais:

1. Se nao existe desigualdade nas varidncias entre as populagoes, os testes para
comparar as médias podem ter propriedades pobres (tamanho alto ou poder
baixo) devido & nao normalidade.

2. Se existem diferencas nas variancias mas nao nas médias, os testes de igualdade
de médias podem ter tamanhos excessivos devido & sensibilidade & desigualdade
de variancias.

3. Testes para comparar varidncias mesmo quando nao afetados por diferencas nas
meédias, podem ter propriedades pobres como conseqiiéncia da nao normalidade.

Um teste aleatorizado é um particular teste de permutagao baseado em alea-
torizacao. E realizado da seguinte maneira: a estatistica de teste é calculada para
cada um dos resultados das permutagoes dos dados. Essas permutagoes, incluida
aquela representando os resultados obtidos inicialmente, constituem o conjunto
referéncia para determinar o nivel de significAncia. A proporg¢ao de permutagoes,
no conjunto referéncia, com valores da estatistica de teste maiores ou iguais (ou,
para certas estatisticas de teste, menores ou iguais) ao valor obtido experimental-
mente é o nivel descritivo (valor p). Definir a significAncia com base na distribuigao
de estatisticas de teste geradas por permutar os dados é caracteristica de todos
os testes de permutacao. Um teste de permutagao é chamado teste aleatorizado
quando a permutagao dos dados é feita através de escolhas aleatérias. A hipotese
nula para um teste aleatorizado é de que a distribuicao de probabilidades da va-
ridvel para cada unidade experimental é a mesma qualquer que seja a associagao
dos tratamentos. Assim, sob a hipotese nula, a escolha de unidades experimentais
para os tratamentos teria sido feita de forma aleatoria.

Manly & Francis (2002) apresentam, como proposta para o problema de com-
parar médias e varidncias, um teste aleatorizado conjunto, cuja hipétese nula é que
as amostras comparadas provém da mesma distribuicao. Os autores propoem o
uso da estatistica da razao de verossimilhangas para testar se as amostras sao pro-
venientes de uma mesma distribuicdo normal. Se X;;, ¢ =1,...,k, j=1,...,n;
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correspondem as amostras aleatoérias das populagoes, a estatistica de teste é cal-

culada como
k Vr
TO g i:E - n; In <71>

o 12, . . ..
em que V; = Z;.“:l n; ! (Xij - X l) é o estimador de maxima verossimilhanca da

variancia da i-ésima populacdo e Vp =n~! Zle Z;”Zl (X35 — 7)2 é o estimador
de maxima verossimilhanga da variancia comum. A estatistica Ty é sensivel tanto
a diferencas entre médias como a diferencas entre varidncias. O fato das amos-
tras serem provenientes de uma distribui¢ao normal é irrelevante se a significancia
de um valor observado é obtida por aleatorizacao. Dessa forma T é considerado
significante ao nivel a quando exceder o quantil de ordem (1 — @) do conjunto
consistindo do proprio Ty e de M — 1 valores de Ty calculados ap6s permutacao
aleatoria dos dados observados as amostras. Se Ty for calculado para um conjunto
de dados e for encontrado um resultado nao significante com o teste aleatorizado, é
razoavel concluir que nao ha qualquer evidéncia para diferencas entre as distribui-
¢oes, em termos de médias e variancias. Por outro lado, se T} for significante, entao
hé evidéncias de diferencas. Para identificar se as diferengas sao nas médias, vari-
ancias ou ambas, é necesséario algum teste adicional. Os autores constroem ainda
testes separados para igualdade de médias e igualdade de variancias, que podem
ser encontrados em Manly (1995) e Francis & Manly (2001). Posteriormente, esta
metodologia é aplicada a problemas de bioequivaléncia conforme descrita breve-
mente a seguir.

4.2. Aplicagoes em bioequivaléncia

Um problema comum na ciéncia ambiental é a comparagao entre um local sob
controle e um local “tratado” que pode estar danificado, para decidir se os dois
sao similares em termos da distribuigao de alguma medida de satide ambiental.
Nessa area, o uso de um teste de significancia padrao tem dois problemas. Pri-
meiro, nao é razoavel supor que o local tratado e o sob controle terao exatamente
a mesma média para a variavel em estudo, mesmo na auséncia de qualquer dano
no local tratado. Neste caso, tomadas amostras grandes de cada local, havera
uma alta probabilidade de se detectar diferencas, independentemente da extensao
na qual o local tratado esteja danificado. Além disso, quando o teste para uma
diferenca entre os dois locais nao apresentar resultados significantes, isso nao signi-
ficara necessariamente que nao exista uma diferenca importante. Uma explicagao
alternativa seria que o tamanho da amostra nao foi suficientemente grande para
detectar a diferenca. Essas consideragoes sugerem que a questao de interesse pode
nao ser se ha uma diferenca significante entre os locais, mas sim se a diferenca é
de importancia pratica. Uma forma de abordar esse tipo de problema é usando o
conceito de bioequivaléncia.

Na éarea farmacéutica, uma nova droga pode ser bioequivalente a uma droga
padrao se sua poténcia é, por exemplo, mais do que 80% da poténcia da droga
padrao. Da mesma forma, um local tratado pode ser considerado bioequivalente a
outro sob controle em termos da biomassa (peso total da matéria viva em uma area
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determinada) da vegetacao se a média da biomassa por unidade de area no local
tratado, p, € maior do que 80% da média no local sob controle, p.. Nesse caso,
a bioequivaléncia pode ser examinada testando a hipétese nula Hy : py < 0.8,
contra a hipotese alternativa Hy @ py > 0.8u.. Um resultado significante fornece
evidéncias de bioequivaléncia, ja um resultado nao significante sugere que o local
tratado pode estar prejudicado. Nessa area, duas diferentes drogas ou formulagoes
de uma mesma droga sao chamadas bioequivalentes se elas sao absorvidas pelo
sangue e se tornam disponiveis no mesmo ritmo e concentragao.

O teste de bioequivaléncia consiste em verificar se o medicamento genérico apre-
senta a mesma biodisponibilidade no organismo que o respectivo medicamento de
referéncia. O medicamento de referéncia é aquele que passou por pesquisa clinica
para comprovar sua eficicia e seguranca antes do registro junto ao Ministério da
Saude, através da ANVISA (Agéncia Nacional de Vigilancia Sanitaria —Brasil). A
biodisponibilidade relaciona-se & quantidade absorvida e a velocidade do processo
de absor¢ao do farmaco ou principio ativo (substéncia existente na formulagao do
medicamento, responsével pelo seu efeito terapéutico). Quando dois medicamentos
apresentam a mesma biodisponibilidade no organismo, sua eficacia clinica é consi-
derada comparavel. A bioequivaléncia, na grande maioria dos casos, assegura que
o medicamento genérico é equivalente terapéutico do medicamento de referéncia,
ou seja, que apresenta a mesma eficicia clinica e a mesma seguranga em relagao
ao medicamento de referéncia.

Manly (2004) discute como realizar testes unilaterais para bioequivaléncia
quando as fontes de variagao nao possuem distribui¢cao normal com heterocedas-
ticidade. Os exemplos apresentados pelo autor envolvem a medida dos niveis de
arsénio em uma regiao de muni¢ao de um campo do exército e a vegetagao que co-
bre um local minado recuperado. O local minado era tido como recuperado se sua
produgao fosse maior do que 90% da producao do local sobre controle. O procedi-
mento proposto consiste inicialmente na aplicacao do teste aleatorizado conjunto
para diferenca de médias e varidncias nos dois locais. Posteriormente, o autor
desenvolve e aplica um teste unilateral para diferenca de médias com estatisticas

X-Y X-Y
= —F—— ou to = -
N ENE

com respectivo valor p, baseado no ntmero de configuragoes dos dados aleatori-
zados, que sao maiores ou iguais ao valor da estatistica de teste observado. Uma
posterior avaliacao da confiabilidade do teste aleatorizado era feita através do pro-
cedimento bootstrap.

5. Aplicagao

Nesta secao apresentamos uma aplicacao do teste de Brown e Forsythe com
as modificagoes propostas por Keselman & Wilcox (1999), em um conjunto de
dados fornecido pelo Centro de Estatistica Aplicada (CEA) IME-USP. Estes dados
constituem uma parte do conjunto analisado em Elian & Santos (2003).
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Segundo este trabalho, no Brasil, as micros e pequenas empresas, que represen-
tam 98% do total, exercem um papel significante na economia brasileira. Estudos
realizados mostram que essas empresas sao responsaveis por 35 milhoes de em-
pregados e 20% do produto interno bruto. Da mesma forma que 1.5 milhdes de
empresas do estado de Sao Paulo estao iniciando as suas atividades, em contra-
partida, 1 milhao estao decretando faléncia. Uma das provaveis razoes pela qual
as empresas fracassam é a inexisténcia de um planejamento. O estudo realizado
se baseou em questionarios aplicados a 115 empreendedores de micro (0 a 9 em-
pregados) e pequenas empresas (10 a 99 empregados). Diferentes variaveis foram
obtidas através do questionario, porém foram considerada para analise as variaveis
variagao percentual do faturamento bruto (VALFAT), que representa a va-
riagao percentual do faturamento bruto no periodo de 2000 a 2002, considerando
como base 1999; e a variavel treinamento: se a empresa participou alguma vez
do curso de treinamento oferecido pelo Servigo Brasileiro de Apoio as micros e
pequenas Empresas (SEBRAE): Sim ou Nao. O objetivo é verificar se as médias
da variavel VALFAT sdo iguais para as empresas que realizam e nao realizam o
treinamento. Os dados estao dispostos na tabela [

Inicialmente, foram calculadas algumas medidas descritivas para a variavel
VALFAT, apresentadas na tabelal Observamos que 50% dos menores valores de
VALFAT com (sem) treinamento estao entre 0 e 138.0 (127.0) e que o méximo
dessa varidvel ¢ um valor muito maior do que o 3° quartil. Analisando a figura [T}
concluimos que para os dois niveis da varidvel treinamento, a variavel apresenta
valores discrepantes, inclusive com evidéncias de assimetria.

600 o

500

400 <]

oo

300 o

200

Variacdo percentual do faturamento bruto

Treinamento
Ficura 1: Boxplot para a variagao percentual de faturamento bruto segundo o treina-
mento das empresas.

A analise dos histogramas na figura[Zlsugere que os dados nao sdo normalmente
distribuidos, existindo inclusive indicios de assimetria. As respectivas tracejadas
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TABELA 1: Variacdo percentual de faturamento bruto segundo o treinamento das em-

presas.

Empresa  Variacdo  Treinamento  Empresa  Variagao  Treinamento
1 259 Sim 54 85 Sim
2 41 Sim 55 129 Sim
3 398 Sim 56 300 Sim
4 95 Sim 57 140 Sim
5 120 Sim 58 245 Sim
6 127 Sim 59 92 Sim
7 53 Sim 60 180 Nao
8 172 Sim 61 138 Nao
9 192 Sim 62 0 Nao

10 110 Sim 63 166 Nao
11 151 Sim 64 110 Nao
12 176 Sim 65 276 Nao
13 0 Sim 66 40 Nao
14 437 Sim 67 133 Nao
15 165 Sim 68 42 Nao
16 127 Sim 69 60 Nao
17 144 Sim 70 133 Nao
18 600 Sim 71 0 Nao
19 136 Sim 72 110 Nao
20 130 Sim 73 89 Nao
21 82 Sim 74 108 Nao
22 84 Sim 75 201 Nao
23 163 Sim 76 154 Nao
24 111 Sim v 133 Nao
25 110 Sim 78 96 Nao
26 187 Sim 79 151 Nao
27 102 Sim 80 158 Nao
28 139 Sim 81 68 Nao
29 147 Sim 82 73 Nao
30 120 Sim 83 72 Nao
31 100 Sim 84 133 Nao
32 216 Sim 85 100 Nao
33 362 Sim 86 38 Nao
34 191 Sim 87 257 Nao
35 125 Sim 88 24 Nao
36 127 Sim 89 129 Nao
37 104 Sim 90 70 Nao
38 120 Sim 91 85 Nao
39 109 Sim 92 184 Nao
40 273 Sim 93 203 Nao
41 157 Sim 94 27 Nao
42 125 Sim 95 125 Nao
43 141 Sim 96 100 Nao
44 198 Sim 97 137 Nao
45 d Sim 98 148 Nao
46 138 Sim 99 225 Nao
47 170 Sim 100 100 Nao
48 145 Sim 101 180 Nao
49 62 Sim 102 110 Nao
50 315 Sim 103 328 Nao
51 152 Sim 104 230 Nao
52 206 Sim 105 130 Nao
53 97 Sim
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TABELA 2: Medidas descritivas para a variagao percentual de faturamento bruto segundo
o treinamento das empresas.

VALFAT T.reinamen:co

Sim Nao

Meédia 162.4  125.1
Desvio padrao 100.4 70.6
Mediana 138.0 127.0
1° Quartil 109.0 72.8
3° Quartil 187.0  160.0
Minimo 0.0 0.0
Maximo 600.0 328.0

Numero de empresas 59.0 46.0

nos graficos representam as densidades obtidas sob normalidade e sob uma suavi-
zagao nao paramétrica. Analisando a tabela [2 observa-se uma grande diferenca
entre os desvios padrao nos dois grupos, sugerindo desigualdade das varidncias
populacionais.

Com treinamento Sem treinamento

0.008 o 0.008 —

0.006 o 0.006 — 7\

0.004 0.004 —

Densidade
Densidade

- - Normal
— Lowess

- Normal
— Lowess

0.002 - 0.002 |

0.000 — % | 1 0.000 —

0 100 200 300 400 500 600 700 0 100 200 300 400

Variagdo percentual do faturamento bruto Variagdo percentual do faturamento bruto

Ficura 2: Histograma para a variagao percentual de faturamento bruto segundo o trei-
namento das empresas.

Através da forma modificada do teste de Brown e Forsythe descrita na se¢ao 3,
desejamos testar a hipdtese nula de igualdade de médias Hy : p1 = po versus Hy :
p1 # p2, em que p (u2) representa a média da varia¢ao percentual do faturamento
bruto das empresas que fazem (ndo) o curso de treinamento. Nosso objetivo é
aplicar o teste de Brown e Forsythe modificado para testar as hipoteses descritas.
Para este fim, desenvolvemos uma funcao em linguagem R (R Development Core
Team 2007).
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O teste foi realizado para aparos de 30, 20, 10, 5, 1 e 0%. A estatistica de teste,
F,, foi calculada e o respectivo valor critico foi estimado através da construgao da
distribuicao empirica via bootstrap, conforme descrito na se¢ao 3. Para aparos de
30, 20 e 10% usamos B = 100, 250,599 e 1000. Para os demais aparos utilizamos
B = 599, conforme sugerido por Wilcox (1996) e pelo fato de que nao foram
observadas alteragoes relacionadas & quantidade de reamostras nos aparos de 30,
20 e 10%. O valor de p* foi obtido e a decisdo tomada (se p* < «, rejeitamos a
hipotese nula de igualdade de médias). Na tabela Blexibimos os resultados obtidos
e a correspondente decisdo em um nivel de significancia de 5%.

TABELA 3: Resultados obtidos na realizacao do teste de Brown e Forsythe modificado
no nivel de significancia de 5%.
% de Aparo B F, Valor p Decisao
100 46.0994 0.200 Nao rejeita Ho
250 46.0994 0.156 Nao rejeita Ho

30 599 46.0994 0.145 Nao rejeita Ho

1000 46.0994 0.165 Nao rejeita Ho

100 76.7002 0.100 Nao rejeita Ho

2 250 76.7002 0.128 Nao rejeita Ho

599 76.7002 0.132 Nao rejeita Ho

1000 76.7002 0.130 Nao rejeita Ho

100 137.4555 0.070 Nao rejeita Ho

10 250  137.4555 0.076 Nao rejeita Ho

599  137.4555 0.075 Nao rejeita Ho

1000  137.4555 0.071 Nao rejeita Ho
5 599  201.4128 0.038 Rejeita Ho
1 599  264.4095 0.023 Rejeita Ho
0 599  264.4095 0.025 Rejeita Ho

Observa-se que quanto maior a porcentagem de aparo, maior é o valor p, nos
levando & nao rejeicdo (aceitagdo) da hipotese nula. Para aparos de 5 e 1%,
rejeitamos a hipotese nula de igualdade de médias. Da mesma forma, rejeitamos a
hipotese de igualdade de médias quando nao ha aparos, ou seja, a porcentagem de
aparos, v, ¢ 0%. Era de se esperar esse comportamento, pois as medianas dos dois
grupos sao proximas, porém com meédias muito distintas, devido provavelmente
a presenca de valores discrepantes, conforme observado na figura [ Uma alta
porcentagem de aparos teria o efeito de excluir tais pontos discrepantes, tornando
a média aparada proxima da mediana e levando portanto a nao rejeicao da hipotese
nula (concordando com a informagao contida na figura[ll com relagao a igualdade
das medianas). Com o objetivo de comparagao, foram realizados os testes com as
estatisticas F™*, W (Welch) e t[] Os resultados esto resumidos na tabela g

O valor da estatistica de Welch obtido, W, coincidiu numericamente com o
apresentado para estatistica F*. Tal fato pode ter ocorrido devido ao uso de
amostras de tamanhos grandes. Quando realizamos os testes baseados nas es-
tatisticas F*, W e t, a hipotese de igualdade de médias foi rejeitada no nivel

10 teste t referese ao teste t usual para igualdade de médias para amostras independentes,
sob suposi¢ao de normalidade, com varidncias desconhecidas e desiguais.
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TABELA 4: Resultados obtidos via testes F'*, W (Welch) e ¢ no nivel de significancia de

5%.
Estatistica de teste ~ Valor p Decisao
F* =498 0.02783  Rejeita Ho
W =4.98 0.02783  Rejeita Ho
t =223 0.02794  Rejeita Ho

de significancia de 5%, ou seja, conclui-se que a média populacional da variavel
variagao percentual do faturamento bruto para empresas que fazem o curso de
treinamento difere da correspondente média das empresas que nao fazem o curso
de treinamento. Em contrapartida, o teste de Brown e Forsythe modificado, que
utiliza uma estatistica robusta, rejeita a hipétese nula de igualdade de médias no
mesmo nivel de significancia de 5% somente para aparos iguais ou inferiores a 5%.
J& para aparos de 10, 20 e 30%, a decisdao é pela nao rejeicao da hipotese nula.

Na particular situacao analisada, observa-se que a maior média amostral ocor-
reu no grupo de maior varidncia amostral. De acordo com a literatura, o teste
baseado na estatistica F'* é superior ao teste baseado em W nesse caso. No en-
tanto, ambos os testes levaram a mesma conclusao, com mesmo valor p. Tal fato
pode ser conseqiiéncia de dispormos de apenas dois grupos, ou ainda, conforme ja
mencionado, aos tamanhos de amostra, relativamente grandes. O teste proposto
por Keselman & Wilcox (1999) pode ser considerado uma alternativa robusta,
nao somente com relagao a desvios de normalidade e de homocedasticidade, mas
também com relagao a presenca de observagoes discrepantes. Nesse sentido, suge-
rimos sua utilizacao na presenca desses problemas, restrita no entanto a pequenas
porcentagens de aparo.

De maneira informal, consideramos aceitavel uma porcentagem de aparos de
5%, que nao implicaria em perda excessiva de informacao e fornecereia robustez
com relacao & presenca de valores discrepantes.

6. Consideragoes finais

O objetivo principal do presente trabalho é apresentar um levantamento das
principais modificacoes aos testes de Levene e de Brown e Forsythe propostas na
literatura. As aplicagdes na area de bioequivaléncia foram introduzidas devido ao
grande destaque que esse estudo tem recebido atualmente e também a seu extremo
interesse pratico. Na comparacao de varidncias, sugerimos o uso do teste de Levene
com centralizacao na mediana, ja que é equivalente ao centrado na média para
distribui¢oes simétricas e se mostra mais eficiente para distribuigoes assimétricas.
Destaca-se ainda sua popularidade e facil obtengao nos pacotes computacionais.
Quanto as modificagoes no teste de Brown e Forsythe, consideramos o teste de
Keselman e Wilcox muito bem elaborado e interessante do ponto de vista teorico.
Sua aplicabilidade no entanto é mais dificil e esta restrita a existéncia de programas
computacionais especificos. O programa utilizado na aplicagao realizada na segao
5 pode ser encontrado em http://www.dema.ufc.br/~juvencio.
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