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Resumen

Se define una nueva funcién de probabilidad que involucra algunas fun-
ciones hipergeométricas generalizadas; se encontraron algunas propiedades y
casos especiales como la gamma y la exponencial. Se establecieron algunas
funciones basicas asociadas a la nueva distribucién de probabilidad, como
la media, momentos, funcién caracteristica, y se obtienen representaciones
graficas para esta nueva funcién de probabilidad.
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Abstract

We define a new function of probability that involves some generalized
hypergeometric functions, we found some properties and special cases such
as gamma and exponential. We establish some basic functions associated
with the new probability distribution like mean, the moments, characteristic
function and several graphic representations are obtained for this new func-
tion of probability.
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14 Rafael Alfonso Meléndez, Jaime Antonio Castillo & Carlos Jests Jiménez

1. Introduccién

Muchas funciones especiales de matemaéticas aplicadas pueden expresarse en
términos de funciones hipergeométricas, las cuales son clases importantes de fun-
ciones especiales. La funcién hipergeométrica y sus generalizaciones han sido us-
adas en varios problemas de la estadistica (Lebedev 1965, Nakhi & Kalla 2005),
particularmente en el estudio de nuevas funciones de densidad de probabilidad gen-
eralizadas y sus propiedades estadisticas, las cuales tienen diversas aplicaciones no
solo en la teoria de confiabilidad, sino también en algunos problemas asociados con
tasas demogréaficas, biomedicina, datos de trafico y fallas de equipos electrénicos
(Virchenko et al. 2001). Consideremos el problema de resolver la ecuacion diferen-
cial lineal

21=2)u" +[y—(a+B+1)z]u' —aBu=0 (1)

donde z es una variable compleja, y v,«, 5 son parametros que pueden tomar valores
reales o complejos. Reduciendo () a la forma estandar dividiendo por el coeficiente
u’, obtenemos una ecuacién cuyos coeficientes son funciones analiticas de z en el
dominio 0 < |z] < 1. Esto sigue de la teoria general de ecuaciones diferenciales
lineales, donde ([d))) tiene una solucion particular (Virchenko et al. 2001).

oo
u=2z° E cpz®
k=0

donde ¢y # 0, s es namero convenientemente escogido, y asi la serie de potencia
converge en |z| < 1.

Para valores de v # 0,—1, —2, ..., una solucién particular esta dada por
o (@) (B)k ¥
u=Flo,fyv2) =) ~——=—13
( ) kZ:O Mk k!

que se conoce como la serie hipergeométrica de Gauss.

A continuacion veremos algunas distribuciones de probabilidad establecidas re-
cientemente por diferentes autores. Good (1953) introdujo la siguiente distribucion
gaussiana inversa

1 a—1_—at—b/t
)= ——t
90 =Jaant ¢

a,b,t>0; —oo<a<oo

donde
—1

A(a,a,b) = [/ o temat=b/t gy
0

esta distribucion gaussiana inversa se plantea como la funcién de densidad de
primer paso de tiempo con movimiento browniano con derivada positiva (Jorgensen
1982). Tales modelos han sido usados por Hoem (1976) y Jorgensen (1982) en la
teoria de confiabilidad y teoria de tasas demogréaficas; este tltimo estudi6 varias
aplicaciones de la distribucién anterior, asociadas con danos de equipos de aire
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Distribucion de probabilidad generalizada 15

acondicionados y datos de trafico. En Lebedev (1965) y Mathais (1993) se presen-
tan otras aplicaciones de las funciones especiales a la teoria de confiabilidad. En
un trabajo reciente, Agarwal & Kalla (1996) desarrollaron una nueva distribucion
tipo gamma generalizada, con funcién de densidad:

- Ba™/P
~ Ta(m/B,n)

_ A aah
g™ az® +n) e ™, a,mn <0

/()

donde -
Tx(m,n) :/ 2™ e (x4n) Nde, m>0
0

siendo esta la funcion gamma generalizada de Kobayashi (1991), la cual es esen-
cialmente una funcién hipergeométrica confluente de segunda clase (Agarwal &
Kalla 1996). Motivados por sus resultados, Agarwal & Kalla (1996) y Ghitany
(1998) obtienen algunas propiedades adicionales para esta distribucion. Reciente-
mente, Al-Musallam & Kalla (1998), Al-Saqabi et al. (2002),Virchenko et al. (2001)
y Virchenko (1999) definieron y desarrollaron algunas funciones hipergeométricas-
7 y confluente-7 que son generalizaciones de las funciones hipergeométricas de
Gauss y funciones hipergeométricas confluentes Kummer.

El presente trabajo tiene como objeto definir una nueva funcién de densidad
generalizada a partir de algunas funciones hipergeométricas generalizadas; para
esto se hara uso de las representaciones integrales y en serie doble; a partir de
esta funcion de densidad f(x) se encuentran algunas propiedades que permiten
caracterizarla, como la funcién generadora de momento, los momentos, la funcién
caracteristica, la funcién tasa de riesgo y algunos casos especiales. Se muestran
algunas figuras las cuales corresponden a la simulacién de esta nueva funcion de
densidad para diferentes valores de los pardmetros.

Galué et al. (2005) definen algunas generalizaciones que involucran a cuatro
series de Appell definidas por Humbert (1920), introducen dos nuevos parametros
7y 7 y definen sus representaciones en serie e integrales. A partir de estas se ob-
tienen nuevas distribuciones de probabilidad que involucran estas generalizaciones.
Con esta nueva funcién de densidad generalizada se encuentran casos especiales
como una generalizacién con menos parametros, la gamma y la exponencial, los
momentos y sus casos particulares como el valor esperado y la varianza, la funcion
generadora de momento, funcién caracteristica, la funcion tasa de riesgo.

2. Generalizaciéon de algunas funciones
hipergeométricas de dos variables
La generalizacion de las funciones hipergeométricas de dos variables esta aso-

ciada con la generalizacion de la funcion hipergeométrica de Gauss propuesta por
Virchenko (1999), quien la introdujo de la siguiente forma:

I(c) ~=T(a+k)T(b+7k) 2" .
I(c+ Tk) k! @)

2R (2) = 2R1(a, by ;75 2) =
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>0,z <1l,e#£0,—-1,-2,...

Esta funcién tiene la siguiente representacion integral:

e _ F( ) b—1 c—b—1 T™\—a
2R1(a,b,c,T,z)—FaFC_ (1 —1%) (1 —2t")"dt (3)

o
=
o\w—'

T>0,R(c)>Rb) >0

Para
T=1, oRi(a,b;¢;752) = o F(a,b;¢; 2)

donde 2 F'; es la funcion hipergeométrica de Gauss. Similarmente la funcion hiper-
geomeétrica confluente se define como

O =D (a;b;c) = - (4)

>0,z <1l,e#£0,—-1,-2,...

Anteriormente se presentaron algunas generalizaciones de funciones hipergeo-
métricas de dos variables donde se introduce el pardmetro 7 y a continuacién se
relacionan unas generalizaciones que involucran algunas funciones de Humbert.

2.1. Generalizacién de algunas funciones de Humbert

Siete formas confluentes de las cuatro series de Appell fueron definidas por
Humbert (1920), denotadas por: ®1, ®o, &3, V1, ¥y, =y, Eo.

Recientemente Galué et al. (2005) consideraron una extension de las funciones
de Humbert ¥;,¥5,=; y 25 introduciendo parametros adicionales 7,7/, y es-
tablecieron sus representaciones en serie e integral.

Las generalizaciones 7 de las funciones confluentes de dos variables E; y =o
pueden expresarse en términos de la funcién 2 R1 (a, b; ¢; 7; w) en la forma siguiente:

, I'(c) (a+7h)T(a +7'1) w* 2!
ET,T / b: e _—
1 (aua 9 7c7w72) G)F kgo C+ Tk + T/l) 1A (5)
=77 - CL +71 . e 7 2
=77 (a,d,b; c;w, 2) [Z ) 2R1(b,a,c+Tl,T,w)ﬂ (6)

7 >0, jw <1l,c+71#0,-1,-2,...

(¢) > I'(a+ 7k)(b)g wk 2!

(a kl:oFC+Tk+l) kI

(7)

2l (a,b;c;w, z) =
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Distribucion de probabilidad generalizada 17

=l (a, by w, z) = Z(—gRlbac—i—lTw)l' (8)
1=0
7>0,lw <1,e#£0,—1,-2,...

donde (c),, denota el simbolo de Pochhammer (¢), =T'(c+n)/T(c) .

2.2. Funciones de Bessel

A continuacion se define la funcion de Bessel modificada de primera clase

oo )U+2k

kzzor k+1 (k+v+1)

|z| < oo, |arg z|<7m  (9)

A continuacion se muestra una representacion integral definida por Galué para
la funcién =y y algunas propiedades, las cuales permitirdn encontrar la nueva
distribucién de probabilidad generalizada y sus propiedades.

2.3. Representacién integral

Galué et al. (2005) present6 ademaés la representacion integral para la general-
izacion 7 de la funcion de Humbert =5, de la siguiente forma:

o0 I
/ ol P =% (a, by c;w, xz)de = () EI’l <a,a,b; c;w, f) (10)
0 p p

7,Rep,Rea,Re(p — z) > 0,|w| < 1

Algunas propiedades. Galué et al. (2005) establecieron también algunas propiedades
para las extensiones de Humbert de la siguiente manera:

EI’T/(a,a’,b;c;w,O) =9Ri1(b,a;¢;m;w); Jw| <1 (11)
=l (a,b;c;w,0) = 2Ry (b, a; ¢ 15w); w| < 1 (12)
=17 (a,d! by 0,2) = 19 (a5 ¢5 2) (13)
27(a,b;¢;0,2) = D(c) 2~ 7V/2 1,_1(2/2) (14)
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2.4. Funcién gamma incompleta y gamma generalizada

Una nueva funcién gamma generalizada puede considerarse utilizando =3 defini-
da en (@), de la siguiente manera:

(e, p;a,b; c;w, x) :/ to~1 e PUET (a, by c;w, t2) dt (15)
0

TR, 7,Rep,Rea,Re(p—2) >0

Definimos la siguiente funcién gamma generalizada incompleta

w

w
Aoapabicue = [ e Sabeu)d (16)
0

7,Rep,Rea,Re(p—2) >0

La funcién gamma incompleta generalizada complementaria se define como

fe's) oo
+Lw(a, pya,b;c;w, x) :/ 2~ e P 23 (a, by c;w, t2) dt (17)

w

7,Rep,Rea,Re(p—2) >0

3. Una funcién de densidad de probabilidad
generalizada

En esta seccion usaremos la generalizacion de la funcion hipergeométrica de dos
variables E7, establecida por Galué et al. (2005), para definir la siguiente funcion
de densidad de probabilidad.

o .o—1_ —pr =T . e
pY x* e 2l (a,b;c;w, xz)
fx) = — (18)
[(a) E7 (a, @, b; ¢;w, 2/p)

7,Rep,Rea,Re(p—2) > 0, |w| < 1,z >0

Propiedades:

i) flz)= para a>1y z=0

ii) f(ac)z% para b=a>1yz=0
iii) f(z) — o0 cuando z — 0" y a<1
iv) f(z) —0 cuando z — o0 ya<l1
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Distribucion de probabilidad generalizada 19

3.1. Algunos casos especiales

1. Para 7 = 1, obtenemos una nueva funcion de densidad de probabilidad in-
volucrando la generalizacion 7 de la funcion confluente de dos variables Zs.

o .a—1 —pr = b: c:
P € Zsla, 0;c,w, T2
flay = 22T Sl ) (19)
I'a) E7 (a, o, by c;w, 2/p)

Rep,Rea,Re(p — 2) > 0, |w| < 1

2. Para 7 = 1, w = 0, y utilizando las propiedades (A3) y ([@4) en ([I8) se
obtiene una distribucién con cuatro parametros

p* xQ(afcfl) e~ P F(C) —(c— 1)/2 (2\/&)
L(a) 194 (a’; 5 2/p)

Rep,Rea,Re(p—2) >0

fz) = (20)

3. Paraz =0y d =b =« y utilizando las propiedades (I0) y (1) en ({IK)
obtenemos la distribucién gamma

e Pr (21)

Rep,Rea >0, |w| < 1

4. Para a = 1 en (2]
f@)=pe™ (22)
Rep>0,2>0

se obtiene la bien conocida distribucién exponencial.

3.2. Los momentos

El n-ésimo momento p!, con respecto al origen de una variable aleatoria con-
tinua X con funcién de densidad f(z) se define como

oo

o= [ " fayis

— 00

Para la funcion de densidad f(z), dada por (I8)) se consideran distribuciones
de soporte positivo, dado que estas involucran funciones tipo gamma, la cual es
continua sobre los reales positivos.

r 1 >~ T(a+ 7k)( k(a:z)l
/:E ny _ n+a—1 pm C d
= B(@”) /‘T ‘ aklol"c—i-Tk—i—l)k! T
0
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Usando la expresion de la serie de la funcion Z7 dada por (7)) se tiene

g ko7
=l (a, by w, z) (<) Lla + 7k)(b)r w Z—/:z:"JrO‘H*le*md:r
(a szoF“LTkH) k! 1!
= 0

resolviendo la integral se tiene el siguiente resultado

,_ (@a BTN (@, a s w,2/p)

pr :I’l(a,a,b;c;w,z/p)

7,Rep,Rea,Re(p—2) > 0,|w| < 1,n=1,2,3,...
Casos especiales. El momento p], para n = 1, denotado por E(z), llamado la

media, estd dado por

D(a+1)Z7 (a,a+ 156w, 2/p)
(a)p :I’l(a,a;c;w,z/p)

iy = B(a) = (24)

La varianza de una variable aleatoria X de la funciéon de probabilidad f(z)
definida por ([I3)) con media p}, estd dada por

Var(z) = E(z®) — [E(z))?

donde L
()2 ET (a,a+25¢w,2/p)
L(a)p? 27 a, o5 ¢ w, 2/p)

7,Rep,Rea,Re(p— 2) > 0, |w| < 1,z >0

B(2®) = py =

3.3. Funcidén generadora de momento
La funcién generadora de momento, de una variable aleatoria X, es definida
para cada real ¢, se denota por M, (t) es definida por

oo

M,(t) = E(e*") = / e f(x)dx (26)

— 00

Para la funciéon de densidad f(x) definida por (I8), se tiene la funcién gener-
adora de momento

=3 (a, b;c;w, v2)

p* x® ~(—t)e — dx (27)
0/ () E7"(a, @, b;¢;w, 2/p)

Aqui se han tenido en cuenta las mismas consideraciones dadas en para
tener distribuciones de soporte positivo.
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Resolviendo la integral en ([27) usando la definicion (@) de =7 se obtiene final-
mente la funcion generadora de momento para f(z) definida en (18]

Mm(t):< p )aEI’I(aanrn;C;w,Z/(p—f)) (28)

p—t =27 (a, a, b; ¢;w, z/p)

7,Rep,Rea,Re(p—t) > 0, |w| < 1

3.4. Funcidn caracteristica

La funcion caracteristica de X esta dada por

oo

E(e'") = /emc f(z) dex (29)

0

usando ([29) y la funcién f(z) definida en (I8))

T(c) o T(at7k)(b)k w* 2
o T(a) o T(ctrk+l) k1T %

k,l= at+l—1 _—(p—it)x
T e dx
') EI’l(a, a,b;c;w, z2/p) /

0

resolviendo la integral y utilizando la definicion (@) de EI’l se tiene

a —T,1 .
p = (a, 05w, 2/ (p— 1t
F (@) = ( — ) LT(l /( ) (30)
p—il E7 (a, o, b;c;w, z/p)
3.5. La funcién tasa de riesgo
La funcion tasa de riesgo se define como
f(z)
h(z) = 1
@ =509 (31)
donde S(x) es la funciéon de sobrevida de x
S(x)=1-F(z), para x>0 (32)

siendo F'(x) la funcion de densidad acumulada
F(z) = / f(u)du
0

La funcién S(x) tiene origen en la teoria de confiabilidad. En este caso la funcion
de densidad f(x) definida por ([I8) donde .Ty(«,p;a,b;c;w,z) esta definida por
(6)

w
pa TFO(aap; a, b7 cw, JI)

F(z) =

7,1 (33)
I'a) 27 (a, a; c;w, 2/p)
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luego la funcion de sobrevida S(x) esta dada por

w
I(a) E7' (a, 53w, 2/p) — p* Tola, p;a, by c;w, )

T'(e) E7(a, 5 ¢;w, 2/p)
la funcién de tasa de riesgo estd expresada por

a .a—1 ,—px 57'»1 b: e
h(z) = 1p T e 2 (a, u,}c,w,;vz) (34)
[(a) E7 (a, 55w, 2/p) — p* +To(e, p;a,b; c;w, x)

3.6. Representaciones graficas

Las siguientes figuras representan la funciéon de densidad de probabilidad (fdp)
generalizada dada por ([I8) para diferentes valores tanto de o como de 7; se ob-
serva la variacion en los graficos cuando se consideran valores distintos en dichos
parametros.

Tomando los valores p =25,a=15,b=2,c=3, w=08,a=28y 7 =2.2
yp=25,a=15b=3c¢c=15 w=08 a=34y 7 = 34, se tienen
respectivamente las figuras [y

En la figura B se consideran los mismos parametros de la figura [l y se grafica
el semilog de la funciéon de densidad de probabilidad dada en (Ig]).

0.25

0.2

0.15F

0.1

0.05-

0

L L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70

Figura 1: fdp para diferentes valores de z y 7 = 2.2.

4. Conclusiones

Este trabajo contiene una nueva funcién de densidad de probabilidad general-
izada, la cual se obtuvo a partir de funciones generalizadas de tipo hipergeométrico
desarrolladas recientemente; se encuentran algunas propiedades que permiten car-
acterizarla, como la funcién generadora de momento, los momentos, la funcién
caracteristica, la funcién tasa de riesgo y algunos casos especiales tales como ex-
ponencial y la gamma.
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L L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70

Fiaura 2: fdp para diferentes valores de z y 7 = 3.4.

0 10 20 30 40 50 60 70

F1GURA 3: semilog(fdp) para diferentes valores de z y 7 = 2.2.

[Recibido: diciembre de 2008 — Aceptado: enero de 2010]
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