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Abstract

In the group of models of artificial neural networks, it is the multilayer perceptron,
a unidirectional neural network consisting of three or more layers, its training is done
by an algorithm called backpropagation. In this work, we introduced the structured
secant method for the training of multilayer perceptron and we compare its numerical
performance with other methods widely used with the same purpose. Some numerical
experiments show a good performance of this algorithm.

Keywords: Multilayer perceptron, structured secant method, training neural network,
nonlinear least squares.

Método secante estructurado para el entrenamiento
del perceptron multicapa

Resumen

Dentro del grupo de modelos de redes neuronales artificiales estd el perceptrén multicapa:
una red neuronal unidireccional constituida por tres o mas capas, cuyo entrenamiento se hace
mediante un algoritmo denominado retro-propagacion de errores. En este trabajo, proponemos e
implementamos por primera vez, el método secante estructurado para el entrenamiento del perceptrén
multicapa y analizamos su desempefio numérico comparandolo con métodos ampliamente usados
con el mismo proposito. Pruebas numéricas preliminares muestran un buen desempefio numérico
del método propuesto.

Palabras clave: método secante estructurado, entrenamiento de redes neuronales artificiales,
perceptrén multicapa, minimos cuadrados no lineales.
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1 Introduccion

Las Redes Neuronales Artificiales (RNA) son sistemas de procesamiento de
informacién que funcionan de manera similar a las redes neuronales bioldgicas.
Estas redes tienen en comun con el cerebro humano la distribucién de las
operaciones a realizar en una serie de elementos basicos que, por analogia
con los sistemas bioldgicos, se denominan neuronas artificiales; las cuales estan
relacionadas entre si, mediante una serie de conexiones que se conocen como pesos
sinapticos. En las RNA supervisadas, estos pesos y conexiones varian mediante un
proceso, usualmente iterativo, conocido como aprendizaje o entrenamiento de la
red en el cual, estd inmersa una funcién error que depende explicitamente de los
pesos sindpticos y proporciona el error que comete la red. Matematicamente, el
proceso de aprendizaje consiste en encontrar un vector (una configuracién de pesos)
que minimice dicha funcién error. Esto conduce a un problema de minimizacion,
mas exactamente, un problema de minimos cuadrados no lineales.

El modelo de redes neuronales artificiales mas empleado en aplicaciones
practicas es el del perceptron multicapa, una red neuronal unidireccional
constituida por al menos, tres capas junto con su algoritmo de entrenamiento
denominado retropropagacién de errores (backpropagation) [8].

En este articulo, proponemos e implementamos por primera vez, el método
secante estructurado para el entrenamiento del perceptrén multicapa, y analizamos
su desempeno numérico comparandolo con métodos ampliamente usados con el
mismo propdsito, tales como: Gauss-Newton y Levenverg-Marquardt [8]. Pruebas
numéricas preliminares muestran un buen desempeno numérico del método
propuesto.

Organizamos la presentaciéon de este documento de la siguiente forma. En la
Seccién 2, presentamos el problema de Minimos Cuadrados No Lineales como
un caso particular de minimizacién sin restricciones y describimos diferentes
métodos de solucion y sus propiedades de convergencia, centrandonos en el método
secante estructurado. En la Seccién 3, presentamos en forma descriptiva las
redes neuronales artificiales, su estructura y su funcionamiento, profundizando
en el perceptrén multicapa y en su algoritmo de entrenamiento denominado
retropropagacién de errores. En la Secciéon 4, proponemos e implementamos
por primera vez, el método secante estructurado para el entrenamiento del
perceptrén multicapa y analizamos numéricamente su desempeno para diferentes
actualizaciones secantes. Finalmente, en la Seccion 5, hacemos algunos comentarios
finales y propuestas de trabajos futuros sobre el tema.

2  Minimos cuadrados no lineales (MCNL)

En esta secciéon, abordamos un problema particular de minimizacién sin
restricciones que surge con frecuencia en problemas practicos, tales como: ajuste de
curvas, reconocimiento y clasificaciéon de patrones y en redes neuronales artificiales,
entre otros. Nos referimos al problema de Minimos Cuadrados No Lineales.
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2.1 Planteamiento del problema

Dada R : R" — R™, m > n, R(x) = (r1(x),...,rm(x))", una funcién
no lineal y dos veces continuamente diferenciable, el problema de Minimos
Cuadrados No Lineales (MCNL) consiste en resolver el problema de minimizacién
sin restricciones

Minimizar f(x) = %R(X)TR(X) = %Zri(x)2 : (1)
x € R" i=1

La estructura particular del problema (1), se observa claramente en las expresiones
para el vector gradiente y la matriz hessiana de f, en x. En efecto,

Vf(x) = J(x)"R(x) y V2 f(x) = J(x)TJ(x) + S(x), (2)
donde J(x) = (Vri(x)7,... ,Vrm(X)T)T y S(x) =Y ri(x)V3ri(x).

Observemos que la matriz jacobiana J(x) contiene solamente informacién
de primer orden (primeras derivadas parciales) y S(x) contiene informacién de
segundo orden (es una combinacién lineal de matrices hessianas). Esta estructura
especial de la matriz hessiana de f, es la que se aprovecha en algunos de los
métodos usados para resolver el problema (1) y es la razén por la cual no se
usan métodos de propodsito general para resolver el mismo. La informacién de
primer orden es relativamente facil de calcular, mientras que la de segundo orden
es numéricamente dificil de calcular, ya que involucra el célculo de m hessianos,
lo que implica un alto costo computacional [2, 12, 5].

2.2 Métodos de solucion

En esta seccién, describimos algunos métodos de solucién del problema
MCNL. Incluimos, dada su popularidad e importancia, métodos de propdsito
general para resolver problemas de minimizacion tales como el método de Newton
y los métodos secantes, los cuales debido a que no aprovechan la estructura
particular del problema (1), no son muy apropiados para resolverlo. Ademds,
describimos métodos especialmente disenados para resolver el problema MCNL,
como Gauss Newton, Levenberg-Marquardt y secante estructurado. Todos estos
métodos coinciden en que una iteracion basica incluye la soluciéon de un sistema
de ecuaciones lineales para posteriormente, generar la aproximacion siguiente.

2.2.1 Método de Newton

La idea basica del método de Newton para resolver un problema de
minimizacién sin restricciones consiste en, dada una aproximacion a la solucién
del problema, resolver en cada iteracién un sistema de ecuaciones lineales, cuya
“solucién” es usada para generar la aproximacion siguiente. Es decir, su iteracion
béasica es:

Vif(xp)dr = —Vf(xx) (3)
Xpr1 = Xg +dg.
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La convergencia de este método es ¢-cuadratica, siempre y cuando V2f sea
Lipschitz continua alrededor de x; y V2f(x;) sea definida positiva [2]. A pesar
de que las propiedades de convergencia del método de Newton son muy buenas
comparadas con otros métodos, el término S(x) es, computacionalmente, costoso
de calcular.

2.2.2 Método Gauss-Newton

El método de Gauss-Newton es una variante del método de Newton y su
iteracién béasica es:

J(:I:k)TJ(a:k)sk = —J(:ck)TR(ack)

L1 = T+ Sk

La rapidez de convergencia de este método decrece a medida que el grado de no
linealidad o el tamano residual del problema crece; incluso, si estas medidas son
grandes, el método podria no converger [2].

2.2.3 Método de Levenberg-Marquard

Este método puede verse también como una variante del método de Newton
cuya iteracién basica es

[J(Cl?k)TJ(CCk)-i-,ukl]Sk = —J(a:k)TR(wk)

Tp+1 = Tk + Sg.

Este método surgio para evitar dificultades del método Gauss-Newton cuando,
a lo largo del proceso iterativo, la matriz Jacobiana no tiene rango completo o
esta mal condicionada. Las propiedades de convergencia del método de Levenberg-
Marquard son similares a las del método de Gauss-Newton; sin embargo, muchas
implementaciones de su algoritmo superan las desventajas propias del método de
Gauss-Newton [2].

2.2.4 Métodos Secantes

En la iteracién de Newton (3), es necesario calcular la matriz hessiana de f en
Xy v, para encontrar el paso de Newton, via factorizacién de Cholesky, se requiere
que la matriz V2 f(xy) sea definida positiva; por lo cual, a no ser que ella tenga una
estructura particular, dicha factorizacién es muy costosa computacionalmente. Si a
lo anterior le agregamos el hecho de que, en general, el sélo célculo del hessiano de
f en x; ya es muy costoso, se hace indispensable tener métodos que resuelvan
el mismo problema de minimizacién, sin tener que realizar estos calculos. De
esta manera, surgen los denominados métodos cuasi Newton, los cuales usan una
aproximacion de la matriz hessiana en lugar de ella misma. Asi, si By es una
“buena” aproximacién de la matriz hessiana V2 f(x},), entonces la direccién cuasi
newton sera la solucion al sistema de ecuaciones lineales

Bkdk = —Vf(Xk)
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Cuando decimos una “buena” aproximacion, nos referimos a que requerimos
que By conserve las buenas propiedades del hessiano (simetria) y que permita
encontrar direcciones de descenso (definida positiva). Asi, al resolver un problema
de minimizacién, usando un método cuasi Newton, ganamos estabilidad numérica,
eficiencia y convergencia [13]. Si ademads, actualizamos la aproximacién By, de tal
forma que satisfaga la llamada ecuacién secante’

Bry1(Xp41 — Xx) = Vf(Xpq1) — Vf(x),

entonces surgen los denominados métodos secantes, cuya iteracion basica es la
siguiente:

Bksk = —Vf(Xk)
Xg+1 = Xk 1+ Sk
Biyisk = Y

donde s = Xk11—Xk, Y = Vf(Xk11)—Vf(Xk) v Bry1 esllamada actualizacién
secante.

Existen varias actualizaciones secantes exitosas. Entre ellas, estan la BFGS,
propuesta independientemente por Broyden en (1969) y Fletcher, Goldfarb y Shano
en (1970), dada por:

T T
Y.y BkSkS Bk

Byt = B+ 2k Tk
Y. Sk SkBk;Sk;

y la actualizacion DFP propuesta por Davidon en (1959), Fletcher y Powell en

(1963) definida por
Brii = B+ (yx — Brsk)yi +¥i(Yr — Brse)” (e - BkSk)TSkkag.

Yi Sk (Yisk)®

En la préactica, se recomienda la actualizacion BFGS, debido a que su
desempeno numérico es mejor; sin embargo, la actualizacién DFP fue la primera
actualizacion secante propuesta, por lo cual tiene un gran interés tanto histérico
como analitico [13, 2].

2.2.5 Métodos secantes estructurados

Desafortunadamente, los métodos secantes tal y como han sido descritos hasta
aqui, no aprovechan la estructura de la matriz hessiana dada en (2). Es decir,
no aprovechan los célculos del jacobiano ya realizados. Una alternativa para ello,
la representan los llamados métodos secantes estructurados. Estos métodos son
apropiados para problemas en los cuales la matriz hessiana, tal como sucede en el
problema (1), se puede expresar en la forma:

V2 f(x) = C(x) + S(x),

1E] nombre de ecuacién secante se utiliza porque en el caso n = 1, By1 representa la
pendiente de la recta secante a la grafica de la funcién f/ que une los puntos (zg, f'(zx)) y
(Tht1, [ (@h41))-
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donde C(x) contiene informacién “facil” de obtener y S(x) contiene informacién
que es “dificil” o imposible de calcular. Asi, en un método secante estructurado,
basta hacer una aproximacién secante de la parte “dificil”, S(x), conservando el
resto de la estructura.

En particular, para el problema MCNL (1), tenemos que V2f(x) = C(x) +
S(x), donde:

C(x) = J(x)" I (x) y S(x) = Z ri(x)" Vi (x)-

Con ello, en un método secante estructurado, para el problema de minimos
cuadrados no lineales (1), hacemos el proceso iterativo

Brsk = —Vf(xx)

Xg+1 = Xk 1 Sk

Apir = Ap+AGsw,y?, A, vr)
Biy1 = Apt1+C(Xpt1),

donde Ay, es una aproximacién a S(xy) y A(sk, yz&, Ay, vi), llamada correccién de
actualizacion secante, estd definida por

4 B (v — Apse)VE +vily? — Awsi)T  (y7 — Awsi)Tspvivy
A(Skvyk 7Akvvk) - T - T 2 ’
Vi Sk (Vi Sk)

El vector v € R™ es denominado la escala y con frecuencia es funcién de s, y
y B. Diferentes valores de la escala permiten obtener actualizaciones reconocidas
y muy utilizadas [9] como por ejemplo:

PSB v = s
DFP v =Yy
T 11/2
y's
BF = B
GS v y + [STBS} S
SRl v = y—DBs

Los vectoresy y yf son aproximaciones a V2 f(x)s y S(xy)s, respectivamente.
Dennis, en (1976) y Bartholomew-Biggs, en (1977) sugirieron, independientemente,
usar yk# = (J(xka1)T — J(xx)T)R(xk11) y Al-Baali y Fletcher, en (1985)
sugirieron y;, = yk#+J(X£+1)J(Xk+1)S en lugar de la escogencia y, = V f(Xp+1)—
V f(x%), mejorando asf el comportamiento del cédigo NL2SOL?.

Entre las ventajas del método secante estructurado, esta el hecho de que no
es necesario el calculo analitico de la matriz hessiana; basta aproximar solo la

2NIL2SOL es una biblioteca en FORTRAN90 que implementa un algoritmo para resolver
problemas de minimos cuadrados no lineales y fue creada por John Dennis, David Gay y Roy
Welsch. Este es un método de implementaciéon para el algoritmo secante estructurado que usa
una estrategia de regién de confianza para globalizarlo [9, 2]
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parte que contiene la informacién de segundo orden, la cual es costosa de obtener
computacionalmente y dificil de obtener analiticamente. Ademaés, su convergencia
es g-superlineal y no depende del tamano del residuo de la funcién objetivo [2].

La teoria de convergencia para los métodos secante estructurados PSB, DFP
fue desarrollada en 1981 [3] mientras que la del método BFGS estructurado fue
establecida en 1989 [10]. Una aplicacién directa de esta teoria da la primera prueba
de convergencia local y g¢-superlineal del método BFGS estructurado para el
problema de minimos cuadrados no lineales, el cual es usado por Dennis, Gay,
y Welsh en la versién actual del cédigo NL2SOL [4].

3 Redes Neuronales Artificiales (RNA)

La historia de las redes neuronales artificiales esta llena de creatividad
individual en diferentes campos y ha sido documentada por varios autores. Desde
antes de la aparicion del primer computador hasta hoy, han ocurrido varios hechos
que marcaron la historia de las redes neuronales artificiales. En la actualidad,
son numerosos los trabajos que se realizan y publican cada ano las aplicaciones
nuevas que surgen (sobretodo en el drea de control) y las empresas que lanzan al
mercado productos nuevos, tanto en hardware como en software (sobre todo para
simulacién) [8].

Informalmente, un sistema neuronal artificial tiene una estructura anédloga al
sistema neuronal biolégico cuyos elementos basicos, llamadas neuronas artificiales,
se conectan entre si y se organizan en capas para formar la red neuronal.

3.1 Modelo general de neurona artificial

1

Yi
ZL'j N
Tn

Figura 1: Principales elementos de una neurona artificial.

Al igual que una neurona biolégica, una neurona artificial posee unas entradas
que pueden provenir del exterior o de otras neuronas conectadas a ella y
proporciona una unica salida. En una red neuronal artificial, los elementos que
constituyen la “neurona ¢” son las entradas x;(t), los pesos sindpticos, w;;, la
regla de propagacién, h;(t) = o(w;j,x;(t)), donde o(-,-) proporciona el valor
del potencial postsinaptico; la funcién de activacion, f;(a;(t — 1), h;(t)), donde
a;(t) proporciona el estado de activacién actual; finalmente, la funcién de salida,

Fi (az(t))
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En general, el modelo que habitualmente se usa es aquel cuya regla de
propagacion es la suma ponderada de las entradas y de sus pesos respectivos,
la funcién de activacién proporciona su salida y tiene un parametro adicional 6;,
conocido como umbral o bias, el cual puede tener diferentes usos dependiendo del
modelo (Figura 1). Asi, dicho modelo se puede expresar por la igualdad

n n
yit) = fi | D wigzs =0 | = fi | Do wigay |
j=1 §=0

donde en la 1dltima parte hemos incluido el parametro 6; como si fuera el peso
w;g, con la convencién de que zg = —1.

3.2 Estructura

En una red neuronal artificial, podemos distinguir tres tipos de capas. Una capa
de entrada formada por las neuronas que reciben la informacion del medio exterior,
una capa de salida formada por las neuronas que transfieren la informacién
procesada al exterior y una capa intermedia u oculta (la cual puede o no existir),
en la cual se procesa toda la informacién sin tener conexién con el entorno donde
opera.

Dependiendo del enfoque, se pueden establecer diferentes arquitecturas de
redes neuronales artificiales. De acuerdo al ntumero de capas hablamos de
redes neuronales monocapa compuestas por una unica capa; o redes neuronales
multicapa compuestas por varias capas. En relacién a la manera como fluye
la informacion, tenemos las redes neuronales unidireccionales (feedforward), en
las cuales la informacién fluye en un solo sentido y las redes recurrentes o
retroalimentadas (feedback), en las que la informacién puede fluir en cualquier
sentido, incluido el de entrada-salida.

3.3 Aprendizaje

Una RNA no estd completa si no podemos garantizar que funcione
correctamente con un cierto grado de confianza; para ello, al igual que nuestro
cerebro, funciona mejor en la medida que reciba un buen aprendizaje o
entrenamiento, una vez definida su estructura, las redes neuronales artificiales
necesitan pasar por un proceso de aprendizaje, en el cual se ajustan sus pesos
sinapticos, con el fin de adaptar su desempeno al entorno donde operara. El tipo
de aprendizaje es determinado de acuerdo a la manera en que dichos pesos son
ajustados.

En efecto, con la estructura de la red fija, el proceso de aprendizaje consiste
en modificar los pesos sinapticos siguiendo una cierta regla de aprendizaje. En
este sentido, basicamente, existen dos tipos de aprendizaje: el supervisado que
se caracteriza por tener un control externo a través de un supervisor o maestro,
el cual conoce las salidas deseadas correspondientes a un conjunto de entradas;
dichas salidas permiten definir una funcién error que se desea minimizar. El otro
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tipo de aprendizaje es el no supervisado o autoorganizado que consiste en estimar
los pesos de la red, en funcién de la caracterizacién de los datos de entrada de
acuerdo a un objetivo especifico que permita detectar sus patrones.

3.4 Perceptron multicapa

Dentro del grupo de redes unidireccionales que usan aprendizaje supervisado,
estan el perceptrén simple, la adalina y el perceptrén multicapa. El perceptron
simple y la adalina son de gran interés historico, pues su evolucién representa la
historia misma de las redes neuronales artificiales [8]. En general, la importancia
de estos modelos se debe a su caracter de dispositivos entrenables.

El perceptréon multicapa es una red neuronal unidireccional constituida por
tres o mas capas: una capa de entrada, otra capa de salida y el resto de capas
intermedias denominadas capas ocultas. La estructura de un perceptréon multicapa,
con una capa oculta®, se representa en la Figura 2.

Capa oculta
Capa salida
Capa entrada

Figura 2: Perceptron multicapa (MLP).

Sean x; las entradas de la red; y;, las salidas de la capa oculta; 2y, las salidas
de la capa final; w;;, los pesos de la capa ocultay 6, sus umbrales; w;w., los pesos
de la capa de salida, y ¢, sus umbrales, para todo i =1,...,n,j=1,...,q ¥y
para todo k = 1,...,m. La operacién de un perceptrén multicapa con estas
caracteristicas se expresa matematicamente por la ecuacién:

q q n
/ / / /
2L = g wy;Yj — O = g wy; f E wjix; —0; | — 0, (4)
j=1 j=1 i=1

donde f es la funcién de activacion.

3Existen diversas demostraciones de que este modelo de perceptrén multicapa es un
aproximador universal de funciones [8].
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Como ya mencionamos, el aprendizaje de un perceptrén multicapa se hace a
través de la minimizacion de una funcién error que mide la diferencia entre la salida
z obtenida por la red y la salida deseada t. Matematicamente, la funcién error es
es un campo escalar E : R" — R, en la variable w, que para nuestro caso es un
vector cuyas componentes son los pesos sinapticos. Asi, asociado al aprendizaje de
un perceptréon multicapa, tenemos el siguiente problema de optimizacion:

Minimizar E(w).
weR" (5)

En el caso de una muestra finita formada por los patrones de entrada,
x!,x2, ..., xP, vectores de R", cada uno de los cuales tiene como componentes
las entradas de la red, y de los vectores de R™, t!, t2, ..., tP, que contienen las

salidas deseadas, la funcién error E es la siguiente

1 1 &
=D D (- (w)? = - Z It — 2 (w)ll3, (6)
p p=1i=1 p pn=1

donde cada vector z#(w) € R™, con u =1,...,p, contiene las respuestas de la

red correspondientes al patréon de entrada x*, cuando los pesos sindpticos estan
dados por w. Asi, la funcién E permite obtener el error cuadratico medio de las
salidas de la red respecto de las deseadas [8].

En el proceso iterativo del algoritmo de entrenamiento de una red neuronal
multicapa, se lleva a cabo una fase de ejecucion de la red para los patrones de
entrenamiento. Existen dos maneras de hacer esta ejecucion; una denominada
aprendizaje por lotes, que consiste en presentar a la red todos y cada uno de los
patrones de entrenamiento, calcular para cada patron, el error en la salida y por
ultimo, proceder a hacer la actualizacion de los pesos sinapticos; y la otra llamada
aprendizaje en serie que consiste en calcular el error en la salida y actualizar
los pesos sinapticos tras la presentacion de cada patron de aprendizaje, teniendo
presente que en cada iteracién, el orden en la presentacién de los patrones sea
aleatorio [8].

Para el perceptron multicapa definido anteriormente, si x* para p=1,...,p
es un patréon de entrada, la ejecucién de la red (4) se expresa como:

q q n
d—g[Sun o) = zw;jf(zwﬁxf—ej)—e; |
j=1 j=1 i=1

donde ¢ es la funcién de activacion de las neuronas de salida y f de las ocultas.
En este sentido, la funcién error cuadratico medio es

P m
Yo |t =g Do w6 | (7)

p=1k=1 j=1

FE (wﬂ,ﬁj,wkj,e/
El problema (5) con E dada por (7) es un problema MCNL [2].
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4 Pruebas numeéricas

En esta seccién, implementamos por primera vez, el método secante
estructurado para el entrenamiento del perceptrén multicapa. Con el propésito de
comparar su desempeno numérico, también implementamos los métodos de Gauss-
Newton y Levenverg-Marquardt, ampliamente utilizados con el mismo propodsito,
en paquetes (o programas) como el Toolbox de redes neuronales de MATLAB®.
Usamos las cuatro férmulas dadas en (4) para actualizar en cada iteracién la
matriz A, dada por (4), con lo cual tenemos cuatro versiones del algoritmo
secante estructurado, las cuales llamaremos: método PSBE, DFPE, BFGSE y
SR1E, respectivamente.

Para las pruebas numéricas, consideramos el entrenamiento de dos redes del
tipo perceptrén multicapa para resolver sendos problemas: evaluar la funcion seno
y predecir el consumo de energia eléctrica en una determinada regién, en un dia
dado y una hora determinada usando la red propuesta por [15]. Para escribir los
cédigos de los algoritmos y de las funciones objetivo de cada problema, usamos
el software MATLAB® versién 2010. Realizamos las pruebas numéricas en un
computador Intel (R) Core (TM) i5-CPU de 2.67 GHz. La presentacién de los
parametros de entrenamiento la hicimos usando la técnica de entrenamiento por
lotes descrita en la Seccion 3.

4.1 Algoritmo general

Como lo mencionamos anteriormente, en el entrenamiento del perceptrén
multicapa, resolvemos el problema de minimizacién (5) con E definida por (6).
En general, para la obtencién de los pesos iniciales, se recomienda iniciar con
vectores aleatorios [8]; los algoritmos estdn implementados, usando una estrategia
de globalizacién denominada bisqueda lineal, que permita iniciar desde cualquier
punto [12, 2].

Los métodos globalizados, en cada iteracion, determinan una direccion de
descenso sk, y con una estrategia de bisqueda lineal [2] encuentran un tamano
de paso Mg, con el cual se define la aproximacién siguiente wy 1.

Usamos dos criterios de parada en nuestro algoritmo: uno relacionado con el
tamano del gradiente de la funcién objetivo (g = VE(w) ) y el otro, relacionado
con el nimero de iteraciones (n). Exactamente, declaramos convergencia si
|lgll2 < tol y divergencia si m > N, donde tol es un nimero real muy pequeno
que denota la tolerancia usada y N es el nimero méaximo de iteraciones en el
algoritmo.

A continuacién, presentamos la estructura general del algoritmo para el
entrenamiento de un perceptréon multicapa, en el cual se asume conocida la
arquitectura de red neuronal artificial.

Algoritmo 1 Dados los patrones de entrenamiento: x* y t*, p = 1,...,p, se
procede como sigue:

Volumen 18 No. 2, diciembre 2014 141



Revista de Ciencias H. Vivas, H. J. Martinez y R. Pérez

P.0. Inicializacion
Generar los pesos iniciales wy.
Calcular la salida de la red para los p patrones de entrenamiento, y el
error en la salida.

P.1. Criterios de parada
IVE(wi)l2 > Tol y k<N

P.2. Busqueda direccional
Calcule By y encuentre sy, tal que Bysp = —VE(wy).

P.3. Busqueda lineal
Calcular N\ tal que E(wy + M\psi) < E(wy) + a i, VE(wy)7 sy.

P./4. Actualizacion
Definir w : wg41 = wy + A\ Sk.

Para el paso P.3 del algoritmo, en las pruebas numéricas, usamos como valor
inicial del tamano de paso A\g = 1 y como valores de la constante a usamos dos
valores 0.0001 y 0.01.

Realizamos dos tipos de pruebas numéricas:

1. Comparar el desempeno numérico de las cuatro versiones del método secante
estructurado. Haremos referencia a estas versiones como métodos PSBE,
DFPE, BFGSE y SR1E, respectivamente.

2. Comparar el desempeno numérico de los métodos BFGS, Levenverg-
Marquard, Gauss-Newton y “el mejor” de los métodos estructurados
mencionados en el numeral anterior.

Problema 1: Evaluacion de la funcion seno

Este problema ilustra el uso del percetréon multicapa como aproximador
universal de funciones. En efecto, para cualquier funciéon de R™ en R™, siempre es
posible disenar y entrenar un perceptrén multicapa, de tal manera que realice un
ajuste de los datos de dicha funcién con un grado de precisién predefinido [1]. En
particular, es relativamente sencillo evaluar una funcién de variable y valor real
tal como la funcién seno, mediante una de estas redes.

Resolvimos el problema mediante una percetrén multicapa de tres capas
(Figura 3), donde el nimero de neuronas en la capa oculta (nco) es definido
por el usuario. Los patrones de entrenamiento fueron x = (x1,...,7,)7 p = 41
y t = (t1,...,t,)  con t; = senx;, donde las componentes de x (entradas de la
red) son nimeros reales distribuidos uniformemente en el intervalo [0, 27]. Usamos
como funcién de activacién la sigmoidal (logsig) y la identidad (purelin) en la capa
oculta y de salida, respectivamente [1].
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Figura 3: Perceptron multicapa que aproxima la funcion seno.

El vector de pesos iniciales para cada valor de mnco, w{°, lo generamos

aleatoriamente con la funcién de MATLAB® randn(-,-), exactamente wi®® =
randn(3nco + 1,1) [14].

Presentamos los resultados de estas pruebas en dos tablas, cuyas dos primeras
columnas contienen la informacién sobre el niimero de neuronas en la capa oculta
(nco) y la tolerancia usada (Tol). Las cuatro columnas siguientes contienen,
para cada método, el tiempo de ejecucién (¢ ), medido en segundos, y el niimero
de iteraciones (n). El simbolo “-” indica que hubo divergencia del método
considerado (se excedié el nimero méximo de iteraciones permitido (N = 500)).

Tabla 1: Resultados de los métodos secantes estructurados para la evaluacion de
la funcién seno.

| | N=500 | PSBE | DFPE | BFGSE | SRIE

nco Tol t n t n t n t n
4 10—3 1 152 — — 0.5 69 - | -
4 107° - - — — 1 134 - | =
4 10~6 — — — — 2 319 - | =
5 1073 - - - | - 1| 116 || — | —
5 1077 — — — — 1 153 - | =
5 106 — — — — — — - | =
6 1073 — — — — 1 78 - | =
6 107° — — — — — — - | =
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Tabla 2: Resultados de los métodos de Gauss-Newton (GN), Levenberg-Marquardt
(LM) y secante estructurado (BFGSE) para la evaluacién de la funcién seno.

| | N=500 | GN | LM | BFGSE
nco Tol t n t n t n
4 1073 - - 1] 160 ] 05| 69
4 107° -1 - - - 1 | 134
4 10-6 - - - - 2 | 319
5 1073 - - - - 1 116
5 107° -1 - - - 1 | 153
5 106 -1 - - - - -
6 1073 -1 - - - 1 78
6 10~° - - - - - -

En la Tabla 1, podemos observar que en general, el método BFGSE
convergio en el menor tiempo y ntimero de iteraciones, mientras que los métodos
DFPE y SR1E no convergieron en ningiin de los casos. De la Tabla 2, observamos
que para Tol <107 y nco =4 y 5, el método BFGSE siempre converge y lo
hace con un mejor desempeno numérico que los otros métodos comparados aqui.
Ademas, el método Levenberg-Marquardt presenté mejor desempenio numérico que
Gauss-Newton.

Cabe mencionar que, la divergencia en los métodos secantes estructurados
PSBE, DFPE, Levenberg-Marquardt y Gauss-Newton, ilustrada en las Tablas
1 y 2, se debe a que se alcanzdé el nimero méaximo de iteraciones permitido.
Sin embargo, las Tablas 3 y 4 muestran lo que sucede si el nimero méaximo de
iteraciones se aumenta suficientemente (o considerablemente).

Tabla 3: Otros resultados de los métodos secantes estructurados, N = 25,000, para la
evaluacion de la funcién seno.

| | N=25000 | PSBE DFPE BFGSE
nco Tol t n t n t n
4 1073 1 152 61 1000 1 69

4 1077 25 | 4103 — — 3 329

5 1073 36 | 4225 45 5374 1 116

5 10~° 70 | 5298 || 273 | 425000 1 153
6 1073 43 | 5017 || 43 5005 1 68

6 1077 87 | 1090 — — 40 | 4709

Por otra parte, la divergencia del método SR1E se presenté por el mal
condicionamiento de las matrices que aproximaban S(x), la parte del Hessiano
de F que guarda la informacién de segundo orden.
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Tabla 4: Otros resultados de los métodos de Gauss-Newton (GN), Levenberg-Marquardt
(LM) y secante estructurado (BFGSE), N = 25,000, para la evaluacién de la funcién seno.

| | N =25,000 | GN LM | BFGSE
nco Tol t n t n t n
4 103 - - 1 160 | 1 69

4 107 - - 23 | 1395 | 3 | 329

5 1073 - - 146 | 665 | 1 | 153

5 1077 - - - - 1 | 116

6 103 172 | 4230 - - 40 | 4709
6 10~7 52 | 425000 - - 1 68

Problema 2: Prediccion de consumo eléctrico [8, 15].

Una empresa abastecedora de energia eléctrica, en una poblacion, debe
garantizar que el servicio siempre llegue con buena calidad y, de ser posible, a
un precio justo. Para que esto ocurra, el servicio debe entregar energia a todos
los puntos que lo requieran, mantener los limites de la frecuencia y la tension con
valores dentro de un rango tolerable y operar con costos minimos, tanto econémicos
como ambientales. Por tal motivo, es indispensable una planeacién exhaustiva del
sistema que nos permita, no solo conocer su estado actual en cualquier momento
sino también estados futuros, con el fin de no producir en exceso, ya que habria
desperdicio del servicio y danos en el medio ambiente; ni producir tan poco, que
no sea suficiente para cubrir las necesidades del servicio.

Una de las partes indispensables en esta planeacién es la prediccion del
consumo de carga eléctrica. El interés de esta prediccion radica en la necesidad
de que las empresas productoras o vendedoras de energia de la region, conozcan
con antelacién las necesidades de su mercado para poder planear la distribucion
futura de la energia eléctrica, con el fin de optimizar tanto la produccién como
su abastecimiento. Por tal motivo, este problema consiste en predecir la demanda
de consumo eléctrico en una regién para una hora y un dia cualquiera, en anos
futuros.

Para resolver este problema, usamos el modelo propuesto en una investigacion
realizada en la Universidad Tecnolégica de Pereira [15], este modelo consiste en
una red neuronal de 4 capas (Figura 4): la capa de entrada, con dos neuronas que
corresponden al dia y la hora; la capa de salida, con una neurona que corresponde
al consumo eléctrico en kilovatios (kw); la primera capa oculta, con doce neuronas,
y la segunda capa oculta, con ocho neuronas. Como funciones de activacion usaron
la tangente sigmoidal (tansig), en ambas capas ocultas, y la identidad (purelin),
en la capa de salida, y como algoritmo de entrenamiento, el método de Levenberg-
Marquardt que aparece en el Toolbox de MATLAB®.
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Figura 4: Perceptron multicapa para el consumo eléctrico.

Para generar vectores iniciales, procedimos de la siguiente forma. Inicialmente,
generamos aleatoriamente dos vectores woy = randn(149,1) y w; =
randn(149,1). Luego, generamos otros vectores iniciales de la forma awg y
w1 +wp, para a =1, 1.2, 2, 2.5, 10, —10, 10? y x = 1, 10, 10?, respectivamente
[14].

En las pruebas numéricas para el Problema 2, usamos 112 datos de
entrenamiento extraidos de los datos usados en [15] y los cuales, corresponden
a los promedios histéricos de consumo eléctrico, en una poblaciéon de muestra a la
que se le hizo un seguimiento, hora a hora, durante una semana.

Los resultados de las pruebas numéricas para el Problema 2, los presentamos en
las Tablas 5 y 6. La primera tabla contiene informacion de los algoritmos secantes
estructurados obtenida a partir de puntos iniciales de la forma awqy y puwy + wp.
Exactamente, la primer columna contiene los valores de o y de p utilizados. Las
cuatro columnas siguientes contienen, para cada método secante estructurado,
la tolerancia usada (7Tol), el tiempo de ejecucién (t), medido en segundos y
el nimero de iteraciones (n). La segunda tabla, contiene los resultados de la
comparacién de los métodos de Gauss-Newton, Levenberg-Marquardt y secante
estructurado (BFGSE), a partir de estos puntos iniciales. El simbolo “-” indica
que hubo divergencia del método considerado (se excedié el niimero maximo de
iteraciones permitido, (N = 200)).
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En la Tabla 5, podemos observar que, en general, los 4 métodos secantes
estructurados tienen un buen desempeno numérico (similar en todos los casos), en
cuanto a tiempo de ejecucién y niimero de iteraciones, excepto, cuando u = 102,
y Tol = 1073, caso en el cual, el método PSBE emple6 més tiempo y convergi6 en
un numero mayor de iteraciones que los otros métodos.

| | N=200| PSBE | DFPE | BFGSE | SRIE

Q Tol t n t n t n t n
1.0 10—° 35/ 6 |69 |6 (103 6 [13.7|6
1.2 102 26| 4 | 51| 4| 76| 4 1014
1.2 10 |44 ] 8 |88 | 8 |131| 8 |174 8
10 102 35| 6 | 69| 6 103| 6 |13.8|6
10 106 5.3 10 | 10.5] 10| 15.8 | 10 | 20.2 | 8
-10 | 1072 35| 6 |69 |6 [104| 6 |13.8|6
-10 | 1076 6 [ 10| 6 |10] 6 [10]| 6 |8
100 | 1072 45| 8 |89 | 8 |132| 8 |[175|8
100 | 1076 54 | 10 | 10.7] 10| 16.0| 10 | 204 | 8
| 7 | Tol | t | n | t | n| t | n | t |n|
1.0 102 26| 6 | 62496 6 |122]4
1.0 10~ 53110 | 97 | 8 |14.0| 8 |184 8
10 1072 35| 6 | 61| 4| 87| 4 |11.1 |4
10 107 | 44| 8 |98 |[10]150| 10 | 194 |8
10 | 1074 5 3 8 | 7] 7 5 6 |6
102 1073 [165[223| 6 | 3| 8 7 8 |7

Tabla 5: Resultados de los métodos secantes estructurados para el problema del
consumo eléctrico

| | | GN | LM | BFGS | BFGSE |
a Tol t n t n t n t n
1.2 110727 - - 64112151 4 | 76 | 4
1.2 [10°% ] - - - - 29620131 8
10 [ 10721 - - - - 27024103 6
10 [ 107 - - - - 354281158 10
10210727 - - - - [ 31726132 8
1021071 - - - - 136.6]301]16.0] 10

| 7 | Tol | t | n | t | n | t | n | t | n |
1.0 | 1072 |69 | 118 | - - [ 28426122 4
1.0 | 1079 ] 92 | 164 | - - 130124184 8
10 | 1072 | - - - - 21418111 ] 4
10 | 1076 | - - - - 357130194 8

Tabla 6: Resultados de los métodos Gauss-Newton (GN), Levenberg-Marquardt (LM),
BFGS y secante estructurado BFGSE para el problema del consumo eléctrico

Volumen 18 No. 2, diciembre 2014 147



Revista de Ciencias H. Vivas, H. J. Martinez y R. Pérez

Con relaciéon a la Tabla 6, podemos observar, como esperabamos, el buen
desempeno numeérico del método BFGSE en comparacién con los métodos BFGS,
Gauss-Newton y Levenberg-Marquardt, en todos los aspectos comparados. Ahora,
si solo comparamos los métodos Gauss-Newton y Levenberg-Marquardt, vemos
que en casi todos los casos hay divergencia. Esta divergencia estda condicionada
al nimero méximo de iteraciones permitido en cada algoritmo (N ), tal como
sucedié para el Problema 1.

Por otra parte, podemos observar que los resultados obtenidos estdn acordes
con la teoria sobre los métodos estudiados, la cual garantiza que para problemas
de gran tamano, la convergencia de los métodos secantes estructurados, en especial
el método BFGSE, en general, es mejor que la de los otros métodos con los cuales
hicimos las comparaciones [2].

5 Comentarios finales

El estudio de redes neuronales artificiales constituye en la actualidad un
amplio y activo campo en el que pueden interactuar investigadores de muchas
y diferentes areas, para resolver problemas practicos y ttiles tales como control de
procesos industriales, reconocimiento de vehiculos en los peajes de las autopistas,
prevision de consumo eléctrico, entre otros. En este contexto, es quiza el perceptrén
multicapa, con su algoritmo de entrenamiento de retropropagacién de errores, el
modelo neuronal més utilizado.

Métodos numéricos tradicionalmente usados en el entrenamiento supervisado
del perceptrén multicapa como por ejemplo Newton, Gauss-Newton y Levenverg-
Marquardt requieren del calculo de la matriz hessiana de la funcién error; es decir,
requieren informacién de segundo orden, lo que representa, a pesar de las buenas
propiedades de los métodos, una desventaja de ellos, ya que los hace inadecuados
para problemas con un elevado niimero de neuronas. En este caso, el cdlculo
analitico del hessiano es muy dificil o muy costoso, computacionalmente, dado
el gran nuimero de operaciones involucradas en el proceso. Una alternativa la
representa el método secante estructurado, el cual no requiere explicitamente el
calculo directo de la matriz hessiana de la funcién a minimizar y ademas, aprovecha
la estructura del problema, sin contar con las buenas propiedades de convergencia
que posee.

Motivados por las buenas caracteristicas del método secante estructurado,
en este articulo lo proponemos e implementamos, por primera vez, para
el entrenamiento del perceptron multicapa, y analizamos numéricamente su
desempeno comparandolo con los métodos Gauss-Newton y Levenverg-Marquardt.
Resultados de pruebas numéricas presentadas indican un buen comportamiento
numérico del método propuesto, pero creemos que es necesario realizar mas
experimentacién numérica con diversos problemas de aplicacién e introducir otros
métodos de globalizacién, con lo cual se abre la puerta a nuevas investigaciones.
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