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Abstract
Let M an ellipsoid in R™,n = 3. if the second fundamental form m satisfies m(v,v) =

k |U|Zon dM, k = 0. then the first Steklov eigenvalue v, (M) satisfies the inequality v, (M) = k.
Equality 1s obtained only 1f M is the ball of radius % . This result verifies Escobar’s conjecture for n-

ellipsoids.

Kevwords: Steklov eigenvalue, ellipsoid. second fundamental form.

Conjetura de Escobar para el primer valor propio de Steklov
sobre n-elipsoides
Resumen

Sea M un elipsoide en R™;n = 3. si la segunda forma fundamental m satisface m(v,v) =
k Ju|* sobre dM, k > 0, entonces el primer valor propio de Steklov v; (M) satisface la desigualdad

v1(M) = k.La igualdad se obtiene si y solo si M es la bola de radio = Este resultado verifica la
conjetura de Escobar para n-elipsoides.

Palabras v frases clave: Valor propio de Steklov. elipsoide, segunda forma fundamental.
1 Introduccion

Sea (M, g) una variedad Riemanniana n-dimensional, compacta, conexa y con frontera
suave dM. El problema

dp = 0en M,
Z—i’j = v sobre dM, (D

donde v es un numero real. se conoce como el problema de Steklov @, Los valores propios
para este problema son los mismos que los valores propios del operador Dirichlet-Neumann
@y son a menudo llamados valores propios de Steklov @,
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El primer valor propio no cero v;(M) es conocido como el primer valor propio de
Steklov y esta caracterizado variacionalmente por

vi(M) = min{Rp,: [, @do =0,¢ € c= (M)}, 2
[y Vol 2av

[ ap0?do
unitaria B1(0) < R", el primer valor propio de Steklov es v;(B) = 1.

donde Ry, = es llamado cociente de Rayleigh. Para la bola n-dimensional

Al igual que en el problema de Dirichlet y de Neumann, en el problema de Steklov se
han hecho estimativos geométricos para el primer valor propio. Para dominios acotados y

. . , 2
simplemente conexos en el plano xy. en 1954, Weinstock @ demostrd que v; < Tn . donde

L representa el perimetro de la curva frontera, con igualdad si y solo si el dominio es un
circulo. En 1970, para dominios convexos en el plano, Payne @ demostrd que v, = k,
donde k es el valor minimo de la curvatura sobre la frontera del dominio. Posteriormente,
en el afio 1997, Escobar © generalizd el resultado de Payne para variedades bi-
dimensionales con curvatura de Gauss no negativa, reemplazando k por la curvatura
geodeésica k; de la frontera. El resultado de Escobar es el siguiente:

Teorema 1.1 Sea (M, g) una 2-variedad Riemanniana compacta con frontera. Asumanmos
que M tiene curvatura Gaussiana no negativa, K y que la curvatura geodésica kg de la
frontera de M, verifica la desigualdad k, = k > 0. Entonces, el primer valor propio no
cero del problema de Steklov, vi(M) satisface vi(M) = k. La igualdad se tiene solamente

. 1

para la bola euclidiana de radio -
En el mismo articulo. para dimensiones mayores, Escobar obtiene el signiente resultado:
Teorema 1.2 Sea (M, g) una variedad Riemanniana compacta con firontera y dimension

n = 3. Asumamos que Ricci(g) = 0y que la segunda forma fundamental T satisface
n(v,v) = k |v|? sobre M,k > 0. Entonces

k .
v (M) > 3. 3)
Dos ailos después, Escobar ® enuncia la siguiente conjetura:

1.1 Conjetura de Escobar

Sea (M, g) una variedad Riemanniana compacta con frontera y dimension n = 3.
Asumamos que Ricci(g) = 0y que la segunda forma fundamental 7 satisface

m(v,v) = k|v|?

sobre dM,con k > 0. Entonces, el primer valor propio de Steklov satisface la desigualdad

vi(M) = k. La igitaldad se obtiene solamente para la bola euclidiana de radio % .
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La conjetura analoga paran = 2 fue probada por Payne ® para dominios en el plano v
por Escobar ® para 2-variedades con curvatura Gaussiana no negativa. Montafio en @
demostrd que la conjetura es cierta para meétricas rotacionalmente invariantes en la bola n-
dimensional.

El propésito de este articulo es demostrar la Conjetura de Escobar para n-elipsoides. es
decir, demostrar el siguiente teorema:

Teorema 1.3 Sea M un elipsoide en R™,n = 3, si la segunda forma fundamental T
satisface w(v,v) = k |v|? sobre M,k = 0, entonces el primer valor propio de Steklov
V1 (M) satisface la desigualdad vi(M) = k. La igualdad se obtiene si v sélo si M es la bola

. 1 , , . .
de radio % - Este resultado verifica la conjetura de Escobar para n-elipsoides.

La demosiracion se haré en tres secciones de la siguiente manera: en la primera seccion.
encontramos una mejor cota inferior para la segunda forma fundamental: en la segunda
seccién, estimamos el cociente de Rayleigh para elipsoides y en la tercera seccion.
demostraremos la conjetura de Escobar para n-elipsoides.

2 Segunda forma fundamental

En esta seccion encontramos la mejor cota inferior para la segunda forma fundamental

sobre el n-elipsoide. Sea
M={xeR":F(x) <1}, x = (xg,..,x), )
donde

n
N
F(x) _ Z (%) , Q= a, > 0, n=3. (5)

i=1

La frontera de M, dM, es el elipsoide n-dimensional

M ={x e R™:F(x) =1} (6)
Dado que

N = (N, ..., N,)

_VF

|VF|
OF  OF
_[Ox  Oxy
T\ vFr owF

o Fl Fn
~\JIvFI|] T IVF

es un campo unitario exterior y normal a dM la segunda forma fundamental en x evaluada
env € X(IM) (Campos tangentes a M) esta dada por

n(v,v) = (DuN,v).
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donde (VF, v) = 0. Por lo tanto,

m(v,v) = (DuN,v)

n
<z VN”U )
i=1
1; (VF, V(Fj»Fi
3 ej, v E’j,U
IVFI [VF|

Z U <VF; V(F}))Fi Uivs
IVFl [VF]? Y

_ _u'
ij:1|VF|[j
~{(HF)(x)v,v)

B IVF|

En nuestro caso. tenemos:
((HF)(x)v,v)

m(v,v) = VF]

I=la2

2
n VUj
1

Tenemos, entonces, la desigualdad:
. an 2
m(v,v) == ([v]?). (7
ay
La igualdad se obtiene en x =

ae, yu = e;.esdecir. 2 es la mejor cota inferior
n€n Y "1+ » ai < ]

para .
3 Cociente de Rayleigh

Dada ¢: M — R suave. comparamos el cociente de Rayleigh Ry sobre el elipsoide
M definido en (4) con el cociente de Rayleigh R[,, , s sobre la bola B, donde

f) = (aqyuy, apuy , ..., apity),a; 2 az = - = a, >0
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B={ueR%[ul?<lu= (u, .. upy}. ()
Con el fin de simplificar los calculos. introducimos las siguientes variables y conjuntos:
X = (XX )W = (XXt = (U Uy )2 = (Ui, Uy )y X = fFW).
E={weR"“:Fw,0) < 1} (9)
U={zeR" 1 |z|? < 1} (10)
Con la notacion precedente, tenemos:

[1vel?dx
R - = M
[e] — [@?dox
oM

[ Ive|?dx
M

len (3xn)\?
2[@Z(wan(w)) | i:l(?"i) dw
N
E
2
rzn 1 (a'lt)
him1 53— ai..apdu
1=1_2 1 n
B a%

au;

[ 2 . W2
2 lyn n d“ﬂ.)
2f @ (Ziz1 a?(aui, aj..an—1dz
\ :

. L2
2 |[yn 1 (dun
sz |Et:1 aZ(BuiJ dz
N i

U
2
[sn (Bu
an 32‘21 u; du

? I A\ 2
u
fopzwlf.?:l(.ir.l) dz

ou;
u

[Ivel?du
_ OB

i
as afB‘pszu

[IVe|2du
n g

=T Lo (1D

Es decir, R .
o] 2
a1 55 p2doy

v
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4 Conjetura de Escobar para n-ellipsoids

Sea ) primera funcion propia asociada al valor propio v;(M) yatalque p = ¥ + a
satisfaga

jgo o fdog, = 0. (12)
B

Dado que 1) es funcion propia, e11to11cesf63(l,£! + a)dox = aA,con 4 = fa 3 40y Porlo
tanto,

[1vp|?dx
v, (M) = 7
aj;a Y2doy
[Ive|?dx
M

BL @2doy—aA

Nvol?dx
M

v

a{w p?doy

De (11) se deduce que:
JIve|2dx JIve|2du
M % B
a‘fM Y2do, aj afB @2doy,

Qan

a_i v1(B)

v

an

2
ay

Tenemos entonces que v, (M) es mayor o igual a la mejor cota inferior para w. La
igualdad se obtiene siy sdlo sia; = a,. Ental caso. M es una bola de radio @, y v{(M) =

1 . - . . .
—. La Conjetura de Escobar se satisface para n-elipsoides.
az
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