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Operadores de Toeplitz en la 2-esfera

Toeplitz’s operators on the 2-sphere
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REsUMEN. En este articulo se demuestra que el operador de Toeplitz T, con
simbolo radial actuando en los espacios de Bergman con peso A7 (C) es uni-
tariamente equivalente a un operador de multiplicacién y se obtienen algunos
corolarios de este resultado.
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ABSTRACT. In the article we study the Toeplitz operators defined on the 2-
sphere. We show that the Toeplitz operators T, with radial symbol, acting on
the Bergman space A%((C)7 is unitary equivalent to a multiplication operator.
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1. Introduccion

Los operadores de Toeplitz han sido ampliamente estudiados para diversos do-
minios. En el caso del espacio de Bergman A%(ID), donde D es el disco unitario,
N. L.Vasilievski [4] demostré que el operador de Toeplitz con simbolo radial es
unitariamente equivalente a un operador de multiplicacion. En [6], para el caso
de simbolos radiales, se estudia el comportamiento de diferentes propiedades
(acotacion, compacidad, propiedades espectrales, etc.) de los operadores de

. A .
Toeplitz Té ) actuando en los espacios de Bergman con peso Ai (D) sobre el
disco unitario D, en dependencia del pardmetro A\, y se compara el compor-
tamiento del limite cuando A — +oo con las correspondientes propiedades del
sfmbolo inicial a.
2 El tema desarrollado en el presente articulo esta dirigido por los doctores Nikolai Vasilevs-

ki y Sergey Grudsky, profesores del instituto CINVESTAV del I.P.N de México. Este trabajo
es patrocinado por la Universidad Tecnologica de Pereira (Colombia) y por CONACYT.
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88 ERNESTO PRIETO SANABRIA

Para un estudio en la bola de C™ se puede ver [5].

En [3], usando el método de cuantizacion de Berezin en la 2-esfera, se dan
los detalles de la construccién de los campos vectoriales hamiltonianos, los
corchetes de Poisson, el operador de Laplace-Beltrami y usando la teoria de
Bergman se construye el niicleo de Bergman y se da la forma integral de la
proyeccién de Bergman. Estos conceptos son utilizados en el desarrollo de la
teoria de los operadores de Toeplitz y se pueden estudiar en [1].

Nuestro principal objetivo es demostrar que el operador de Toeplitz ac-
tuando en la 2-esfera con un simbolo radial es unitariamente equivalente a
un operador de multiplicaciéon. En el presente trabajo también se estudian los
operadores de Toeplitz con simbolos angulares y con simbolos generales.

El articulo tiene el siguiente orden. La seccion 2 estéd dedicada a la proyec-
cion de Bergman. En la seccién 3 se estudian los operadores de Toeplitz con
simbolos radiales. En la seccién 4 se consideran los operadores con simbolos
angulares y la secciéon 5 esta dedicada a los operadores con simbolos generales.

2. La proyecciéon de Bergman

En esta seccion seguiremos el articulo [4]. Se estudiara el espacio L?(C,x)
y su subespacio de Bergman A?(C) el cual estd compuesto por las funciones
analiticas de L?(C, By ).

Aqui la medida Sy tiene la siguiente forma:
By (68 = (N+1) (1+60) " du(8,9)

dé A dé

omi (1+€€)°
La proyecciéon de Bergman de L?(C, By) sobre A2 (C) esta dada por:

N=1€eNhe(01)ydu(sE) =

(Bu)e) = [ (140" f(©asn(©).

El espacio A% (C) puede describirse como el subespacio cerrado de L*(C, Sx)
de todas las funciones que satisfacen la ecuacion:

af 1/9 .0
&ﬁ(%“a@)f—“’

donde z = x + iy. Pasando a coordenadas polares se tiene que

rdr
7]\“_2) ® L2 ([O, 271') ,da)

L2(C. By) = L2 ([o, 400, (N + D2

= L?([0,+00) , Bn(r) ® L? <517 ﬁ) )

it
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donde S es el circulo unitario y 4& = |dt| = da es el elemento de longitud.

Se tiene que

of f f 1 of i0f
5 = <8x+ By) 2(cosa+zs1na) {E—F;%}—O,

haciendo t = cos o + i sin « se llega a

o (2 1),
0z or rot)"

Sea U; el operador unitario definido como
Uy=1IQF: L2 ([07+OO) 7BN(T)) ® L2 (Sl) = L2 ([07+OO) 7BN(T)) @ o ’

donde la transformada de Fourier discreta F : L? (S 1) — Iy estda dada por:

‘/—":chn: TLEZ,

1 L dt
E/slf(t)t 7

y su inversa F ! = F* : [y s L2 (Sl) tiene la siguiente forma:

F- 1 {cn}nez l—>f \/_cht”

nez

Calculamos

(I®]—')% (; :gt) (IoF1): {cn(r)}H—ch(r)t"

\/— Z (87“ - ;%> ea(r)t"

. \E 7% : (c;(r)t" - %cn(r)nt”>

. 1 170 m ()/ tmindt
27Tm€Z2 ar 7 )" 51 i’

(1@;)%(%-%%) (To F) {ea(r )}{ <§r n;1>cn1(7’)}nez.

Por lo tanto la imagen del espacio de Bergman A? = U;(A2(C) puede
describirse como el subespacio cerrado de

L ([0,400) , Bn(r) @ la = Io (L* ([0, 400) , By (7))
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90 ERNESTO PRIETO SANABRIA

el cual consiste de todas las sucesiones {c¢,(7)} que satisfacen las ecuaciones

%(%_ﬁ)cn(m:o, new. (1)

2N(N—1)...(N—n+1)
n! )

La solucion general de (1) es ¢, (1) = apk,r™, donde o, =
y k, € C. Cada funcion c¢,(r) = apk,r™ debe pertenecer al espacio
L?([0,4+) , Bn(r)) lo cual implica que ¢, = 0 para cadan > N + 1y n < 0.
Esto es, el espacio A7 C L? (R, n (1)) @ la = lo(L*(R4, By (r))) coincide con
el espacio de todas las sucesiones (dobles) {c,(r)}, c, con

en(r) = ankpr™, n=20,...,N
" 0, en los otros casos,

y ademas, :

{en(r) tnezll = (Z Icn|2> = [{kn}nezlli,-

nez
Es facil probar que el operador
Ry : CN*1 = L2 (Ry, BN (7)) ® 2,
definido como

ankpr™, mn=20,...,N,

0, en los otros casos

Rok)2, = {

es una isometria.

El operador adjunto de Rj esta dado por

JoE g fu(1)Bu (1), sin € Iy :={0,...,N},
0, en los otros casos.

RBo{fa(r)}nez = {

De las anteriores definiciones se tiene que

RSRO{kn}nEIN = RS {anknr"}nGIN

+oo
- n n 2nkn n }
{a /0 QT Bn(r) .
+oo
_ 2]{5 2n
{an n/o ! ﬁN(T)}nelN

= {kn}nelzv )

es decir
R;Ro=1:CNT! » cN*L,
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También se tiene que

BB 120} = Ro{ [ 5,0}

neln

—{ar [ r”fn<r>dﬁN<r>}ndN .

R=RiU, =R;(I®F),

el operador R mapea el espacio L? (C, Bx) sobre 12’ y la restriccion

Finalmente, sea

R|A2((C) — lév

es un isomorfismo isométrico.

Los anteriores calculos los resumimos en el siguiente teorema

Teorema 2.1. Sea R = RjU, = R§(I ® F). Entonces
RR*=1y R*"R=By.
Demostracion. Directamente de las definiciones se tiene que
RR* = RjU1UyRy = R{Ro =1 .

Para la segunda igualdad notese que RoRj = P; es la proyeccién ortogonal del
espacio Ly (R, Bn (7)) @ la sobre el espacio de Bergman A?. Entonces

R*R:UTRORSUI = (I®]:_1)P1(I®]:)=BN
o

3. Operadores de Toeplitz con simbolos radiales

Dada la funcion a, el operador de Toeplitz T, con simbolo a y actuando en el
espacio de Bergman A? (C), esta definido por

T.(f) :== By(af), paratodo fe AZ(C). (2)

_3
Teorema 3.1. Sea a(r) una funcién del espacio Ly (R+, (1 + T2) 2 dr), en-

tonces el operador de Toeplitz T, definido en A3 (C) es unitariamente equi-
valente al operador de multiplicacion v,I = RT,R*, donde el operador R estd
dado por R§(I @ F) y

—+oo
o om rdr
) = (V1) [t

para todon =1,2,..., N.
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92 ERNESTO PRIETO SANABRIA
Demostracion. El operador T, es unitariamente equivalente al operador
RT,R" = RByaByR* = R(R*R)a(R*R)R*
= (RR*)RaR*(RR*) = RaR"
= RS UlanRo
=Ri(I® F)a(r)(I @ F "Ry
= Rja(r)Ry .

Ahora
Ria(r)Ro {K, YY) = R {a(r)an K™},
> rdr N
=1{a2K, / (N + 1) s
= {kn '”Ya(”)}nez )
donde

—+oo
o om rdr
Ya(n) = oy, (N + 1)/0 o)™ Ay

Del teorema anterior se deducen los siguientes corolarios:

Corolario 3.2. Si en (3) el simbolo a(r) se toma igual a 1, el operador T, es

la identidad.

Corolario 3.3. Si en (3) el simbolo a(r) es acotado entonces su opera-
dor correspondiente T, es acotado y la norma del operador coincide con el

méxo<n< N [Va(12)]-
Lema 3.4. Si existen constantes M >0 y 0 < a < 1 tales que
la(r)| < M (1 +T2)a ,
para todo v > 0 , entonces su operador correspondiente Ty, es acotado.
Demostracion. De (3) se sigue que

on rdr
(1 +T2)N+2
rdr '
14+ r2)N+2_a ’

+oo
n OZ2 a\r)|r
a(m)] < n<N+1>/O la(r)|
gaiM(N+1)/+mT2n(

0

de nuevo las anteriores integrales existen para todon =0,1,..., N.
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OPERADORES DE TOEPLITZ EN LA 2-ESFERA 93

Finalmente se plantea la siguiente pregunta: dados vo,7v1,...,yn nimeros
complejos, jcomo definir el simbolo a(r), tal que el operador de Toeplitz T,
tenga como valores propios estos valores? Para responder afirmativamente esta
pregunta en (3) se toma U, (r) de la siguiente forma:

) T2n+1
Un - N 1 9
on(N + )(1 + T2)N+%
paran =0,1,..., N, y se define la funciéon b(r) como
b(r) = _aln) -
(14+1r2)2

Notese que b(r) € Ly (Ry) para todo a(r) € Lo (R+). Puesto que las funciones
U,, son linealmente independientes y pertenecen al espacio La(R) se tiene la
siguiente descomposicion:

Ly (Ry) = Ln41® Ly,

donde Ly es el subespacio (finito dimensional) generado por las U, y Ly,
es su complemento ortogonal. Ahora como b(r) pertenece a Lo(R,) para toda
funcion a(r) acotada, de lo anterior (3) se puede reescribir como

v(n) = (b,Un), (4)

donde el producto punto es en Lo (R4).

Con lo anterior se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.5. El problema espectral inverso se resuelve tomando la funcion
b(r) como:

N
b(r) = Z CkUk . (5)
k=0

Demostracion. Reemplazando (5) en (4) se tiene que

N N
(Z cUg, Un> = ch(Ulm Un) = 7(”)

k=0 k=0

El sistema anterior tiene solucién (tnica) puesto que
det |(Uk5 Uﬂ)|kN,n:O # 0 )
por ser las funciones U, linealmente independientes [2, p. 92]. of

Terminamos esta seccion resolviendo el problema espectral inverso para el
siguiente caso:
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94 ERNESTO PRIETO SANABRIA

Teorema 3.6. Sea E,, = |0,0,..., 1 ,0,...,0| para 0 < m < N, y la

funcion a(r) dada por

N
a(r) = 1 + 72 7 Z crUg(r
k=0
donde Ug(r) = Mw para 0 < k < N y las constantes cg,C1,...,CN
(1+r2)7 72
forman el vector columna (m + 1) de la matriz [(Uy, Uy, )]0<k n<n- Entonces
el operador de Toeplitz T, definido en A2(C) tiene como walores propios las
coordenadas del vector E,,

Demostracion. El operador T, es unitariamente equivalente al operador de mul-
tiplicacion ~y,(n)l donde

—+oo
9 om rdr
o(n) = a, a(r)r*"(N +1)———, para 0<n<N. (6
) = [ alrr( T (6)
Haciendo U, (r) = CAGR) i y b(r) = —2)_ en (6) se tiene que
" (1+r2)N+3 (1+72)2

’Ya(n) = (b7 U’”«)LQ(R+) para 0 <n< N.

Puesto que las funciones U, son linealmente independientes y pertenecen al
espacio La(R4), se tiene la siguiente descomposicion

Ly (Ry) = Lyt @L]L\H-l ;

donde L1 es el subespacio generado por las U,, y L 41 es su complemento
ortogonal. Ahora haciendo b(r) = Ziv:o ¢ Uy, se tiene:

N N
(b7 Un) = <Z CkUk; Un) = Z Ck (Ukv Un) = ’Ya(n)' (7)

k=0 K=0
El sistema (7) tiene la siguiente forma matricial
ACt = Et | (8)
donde A = [(Ukv Un)]0§k7nSN7 C= (Co, CLy. - aCN) y ('Ya(o); R ;’Ya(N)) - Em

La matriz A es invertible por ser las funciones U, linealmente independientes
y pertenecer al espacio La(R4), v de (8) se sigue que

Ct=A'E! .
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Los elementos de la matriz A se pueden calcular explicitamente en términos
de la funcion Gamma de la siguiente forma:

Lema 3.7. El elemento ayy, de la matriz A = [(Uk, Up)lg<p n<n €5td dado por

Pk+n+3)T(2N—k—n+3)
2(2N + 2)! ’ )

apn = a2 (N +1)?
para todo 0 < k,n < N.

Demostracion. De la definicion se obtiene

p2(ktnt1)

+oo
akn = (Up,Upn) = 00’ (N + 1)2/0 ( sn 3 dr

1+72)

donde las integrales que aparecen en el tltimo término se calculan directamente.
Haciendo = = r? se tiene que

400 T,2(k+n+1) g 1 [t x(k—i—n—i—%) ;
L ot =s) qraeet
1 3 3
=_-Blk - 2N —k — —
5 ( +n+ 5 n 4+ 2>

IT(k+n+3) L (2N—k—n+3)

2 I'(2N +3)
 T(k+n+3)T(2N—k—n+3)
B 2(2N +2)! ’

donde B(p,q) es la funcion Beta. Reemplazando estos valores se demuestra el
lema. o

4. Operadores de Toeplitz con simbolos angulares
Los anteriores calculos son para simbolos que dependen solo del radio. Ahora
se estudiara el caso cuando el simbolo depende solo del 4ngulo, es decir cuando
a(z) = a(re??) = a(t), t=e?.

En este caso el resultado es un poco mas inesperado pues, partiendo de un
simbolo no nulo, se obtiene el operador nulo. Mas exactamente se tiene el
siguiente teorema:

Teorema 4.1. Sea a(t) = t* con k € Z y |t| = 1, entonces el operador de
Toeplitz Ty es, o bien el operador identidad de A7 si k = 0, o el operador

corrimiento a la derecha si 0 < k < N, o el operador corrimiento a la izquierda
st —N <k <0.
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96 ERNESTO PRIETO SANABRIA

Demostracion. Para ver esto sea a(t) = t* con k € Z y |t| = 1. Ahora calcu-
lamos
Ro{K}_ o = an K, "

Definimos

N
1
F Hoan K™}y = f(t) = oz Z an Kpr™t"
n=0

alt)f(t) =g(t) i = — an K"tk
010 =90 = =3
N
1 dt
o o n nt+k—m 2"
F(gt)) = cm o nE:O an K, r /Slt p

para m € Z. En la anterior integral solo un término es diferente de cero y es
para n = m — k. Por lo tanto

Flg(t)) =em = A b Ky —e?™ "
y finalmente
RS{Cm} = Tx {Km}ﬁzo

o0 d
= oz?n_ka,k/ PR (N 1) !
0

m . (10)
Si en la ecuacion (10) se hace k = 0 se tiene
T1(Ko, K1,...,Kn) = (Ko, K1,...,KN) ,
es decir, T7 es el operador identidad. Si en (10) se hace k = 1 se tiene

Tt(K07K17" 7KN) = (07K07K17K27' ce 7KN—1) B

esto es T} es el operador corrimiento a la derecha.

En forma general se tiene que Tjx es el operador corrimiento a la derecha k

lugares si k > 0. De forma anéloga, si en (10) se hace k = —1,—2,..., —N sus
operadores correspondientes Ty-1,T;-2,...,T;—~ son operadores corrimiento a
la izquierda k lugares. o

Corolario 4.2. Si se toma a(t) = t*, donde |k| > N en el teorema anterior,
entonces el operador Ty es el operador nulo.

Sea Py la proyeccion sobre las primeras & componentes y Q. la proyeccion
sobre las tltimas & componentes. Con el teorema (4.1) las proyecciones Py y
Q. se pueden expresar en términos de los operadores de Toeplitz de la siguiente
forma:
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Corolario 4.3. Las proyecciones Py y Qg satisfacen las identidades:

P]g = Tt—thk 5
Qk - Ttth—k .

Demostracion.

Ty Ty (Ko, K1, ..., Kyn) =T~ (0,0,...,0, Ko, K1,..., Kn_z)
= (Ko, K1,...,KnN_£,0,0,...,0) = Py.
TuTor (Ko, K1,...,Kn) =T (Kn—g ..., Kn,0,...,0) = Q.

Por dltimo, sea R,, la proyecciéon sobre la componente m, entonces:
Lema 4.4. La proyeccion R, cumple la identidad:
Ry, =TpmTi—m — Tyms1 Ty mrry
Demostracion.
TimTy-m—Tym+1 Ty mt1) = Qm — Qm+1

:(0,...,0,Km,Km+1,...,KN)—(0,...,O,Km+1,...,KN)
=(0,...,0,K,,0,...,0) = Ry,.

5. Operadores de Toeplitz con simbolos generales

Sea a(z) € Loo(C). Al tomar su serie de Fourier sobre ¢ se tiene:

—+oo

a(z) = Z ar(r)t®

k=—o00

por lo tanto
+oo
Ta(z): Z Tak (r)ek -
k=—oc0

Ahora calculamos el término T, ()4 de la anterior sumatoria, usando el opera-
dor RT,R*, el cual es unitariamente equivalente al operador T,.

Calculando se tiene que

anK,r™, nely,
RN, = | v

0, nEZ\IN,
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98 ERNESTO PRIETO SANABRIA

luego
1 X
T F YV{a,K,r" N o )= — an K, r"t".

Multiplicando por el simbolo, tenemos

1 a nqn
ap(Mt*f(z) = g(z) = N ;anKnak(r)r k|

Finalmente
(I @ F)g(2)] = {em(r)}ez »

donde
(s} = { O an(r), € D
" 0, m e Z\Inyrk,

con Iy ={k,k+1,...,k+ N}, y por ultimo

RS {em() e, = { / o amrmcmmgN(T)dr}

meln

—+oo
/ amam_ka_kT‘Qm_kak(T)BN(T)d?‘, m € InNInik,
0

0, m e In\ Inyk,
| den Kk, meInNInig,
- 0, m e In\ Intk,
donde -
diom = / ozmozm,krzm_kak(r)ﬁn dr .
0
Entonces

Akem K-, m e InNINyg,

* N _
RTak(T)th {Km}mzo - { 0, m € IN \ IN+k .

Los anteriores calculos demuestran el siguiente teorema

Teorema 5.1. Sea

+o0 +N
az) = Y ar(mtt = > arr)tt + > an(r)t* =a(z) +alz).
k=—oc0 k=—N [k|>N

Entonces
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)
doo  d-1 d_oo -+ d-npo
di do,1 d_yy - d-ng11
RT;, R* = : : : : : ,
dvy dn-i,n dyn—2nN - do,N
donde

[1]

2]

13

4]

[5]

[6]

oo
di,m :/ amam_kr2m_kak(r)6n dr .
0
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