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Representaciéon de medidas vectoriales

Representation of Vector Measures
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RESUMEN. En este articulo panorédmico se presentan cuatro versiones equiva-
lentes de la propiedad de Radon-Nikodym de un espacio de Banach: el teorema
de representacion de Riesz, el teorema de Lewis-Stegall, un teorema sobre di-
ferenciabilidad de funciones absolutamente continuas y una caracterizacion
geométrica del espacio.
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ABsTRACT. In this survey article, we give four equivalent classical versions
of the Radon-Nikodym property for Banach spaces, namely, the Riesz repre-
sentation theorem, the Lewis-Stegall theorem, a result on differentiability of
absolutely continuous functions and finally, a geometric characterization of
the Banach space.

Key words and phrases. Vector measures, Bochner integral, Radon-Nikodym
property.

1. Introduccion

Uno de los resultados mas representativos de la teoria de integracion de Lebes-
gue lo constituye el teorema de Radon-Nikodym, el cual establece condiciones
necesarias y suficientes para que una medida escalar A\ sea representable como
una integral indefinida de Lebesgue con respecto a otra medida escalar y, esto
es, para poder expresar A(E) = [ g fdp para alguna funcién medible f y para
todo conjunto medible E. Se puede demostrar que la condicion requerida para
que esto suceda es que A sea absolutamente continua con respecto a u; es decir,
que A(E) se anule siempre que p(E) = 0. El teorema de Radon-Nikodym es
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una especie de teorema fundamental del Céalculo, que bajo condiciones ade-
cuadas para cada uno de los elementos participantes en esta representacion, se
convierte en el clasico teorema de Calculo.

En 1913, Johann Radon formulé la primera version de este teorema de re-
presentacion y posteriormente, Otton Nikodym en 1930, generalizo el resultado
probado por Radon, eliminando algunas hipétesis que lo restringfan innecesaria-
mente. Unos pocos anos después de haberse publicado el resultado de Nikodym,
empezaron a formularse algunas preguntas en relacion a la diferenciabilidad de
funciones absolutamente continuas en el intervalo [0,1] y con valores en un
espacio de Banach X. Fue asi como J. Clarkson en el anio de 1936 introdujo
la nocion de espacios uniformemente convexos con el objeto de demostrar que
todas las funciones absolutamente continuas en [0, 1] con valores en un espacio
uniformemente convexo resultan ser las integrales de sus derivadas. En este
resultado, se encuentra implicita una version general de la clasica integral de
Lebesgue, a saber, la integral de Bochner, llamada asi en honor al matemético
Salomon Bochner quien la introdujo en el afio de 1933, con el objeto de integrar
funciones con valores en un espacio de Banach con respecto a medidas positi-
vas. Usando ideas de teoria de la medida vectorial, Clarkson pudo demostrar
que algunos de los espacios de Banach familiares no admitian normas equiva-
lentes uniformemente convexas. Por la misma época, N. Dunford y A. Morse
introdujeron cierta clase C de bases de Schauder para poder demostrar que
toda funcion absolutamente continua definida en un subconjunto del espacio
euclidiano y con valores en un espacio de Banach con una base de Schauder en
C, podia representarse como la integral de Bochner de su derivada.

El estudio de las propiedades de diferenciacion de funciones definidas en
subconjuntos del espacio euclidiano y con valores en un espacio de Banach X,
destaco la importancia del papel jugado por X. En algunos ejemplos de inte-
grales de Bochner era posible obtener diferenciabilidad casi en todas partes,
sin importar la naturaleza de X; en otros, las propiedades de diferenciabilidad
dependian completamente del espacio imagen como subconjunto de X. Estas
observaciones dieron lugar al surgimiento de teoremas tipo Radon-Nikodym.
Fueron N. Dunford en 1936 y N. Dunford y B. Pettis en 1940 quienes publica-
ron las primeras versiones de un teorema de este tipo para espacios de Banach
X que son espacios duales. Junto al estudio de problemas relativos a la diferen-
ciacion de funciones con valores vectoriales, surgen algunos resultados relativos
a la representacion de operadores lineales por medio de integrales; desafortu-
nadamente la teoria de funciones con valores en un espacio de Banach sufre un
largo receso durante y después de la segunda guerra mundial y es hasta fines
de los anos cincuenta del siglo pasado que esta teoria resurge con fuerza con el
trabajo de A. Grothendieck, R. Bartle, N. Dunford y J. Schwartz, quienes reto-
man la vieja teoria de la medida vectorial de fines de los treinta y principios de
los cuarenta para abordar el estudio de operadores lineales. A mediados de los
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sesenta, N. Dinculeanu realizé un estudio riguroso de una gran cantidad de re-
sultados de teoria de la medida vectorial que se habian obtenido hasta entonces,
compilandolos en una monografia ([6]), hecho que sirvié para reavivar el interés
y detonar el desarrollo de la teoria de espacios de Banach. La nocién de medida
vectorial es central en el estudio de esta teoria; estd indisolublemente ligada al
estudio de series, integrales, diferenciacion, teoremas tipo Radon-Nikodym, re-
presentacion y clasificacion de operadores lineales entre cierto tipo de espacios
y clasificacion de espacios de Banach.

El interés que nos ocupa en el presente articulo es la representacion integral
de cierto tipo de medidas vectoriales, o para ser més precisos, la formulacién
de algunas versiones equivalentes al teorema de Radon-Nikodym para espacios
de Banach. Como se ha mencionado anteriormente, este resultado no es valido
en general para cualquier espacio normado completo, por lo que la clase de
espacios donde este teorema se verifica es conocida como la familia de espacios
de Banach con la propiedad de Radon-Nikodym.

En este trabajo presentaremos cuatro versiones equivalentes de la propiedad
de Radon-Nikodym de un espacio X: el teorema de representacion de Riesz para
operadores lineales en L' y con valores en X, el teorema de Lewis-Stegall sobre
factorizacién a través de I' de operadores lineales en L' que toman valores
en X, un resultado sobre diferenciabilidad casi en todas partes de funciones
absolutamente continuas f : [0,1] — X y una caracterizacion geométrica del
espacio en términos de dicha propiedad.

Es necesario mencionar que existen diversas caracterizaciones de la pro-
piedad de Radon-Nikodym para un espacio de Banach X. Algunas de ellas
establecen simplemente propiedades de factorizacion de ciertos operadores li-
neales, otras aseguran la existencia de maximos de funcionales lineales acotados
en ciertos subconjuntos de X; asimismo, otras caracterizaciones describen de
algin modo la geometria del espacio de Banach, o establecen convergencia en
L' de martingalas uniformemente integrables, acotadas en L' y con valores en
X, o bien, aseguran la existencia de limites radiales de funciones armonicas
definidas en el disco unitario y con rango en X. Estas y otras formulaciones
pueden consultarse en [1], [2], [3], [4] ¥ [5]-

Existen generalizaciones muy interesantes de la propiedad de
Radon-Nikodym de un espacio de Banach, tal es el caso de la propiedad anali-
tica de Radon-Nikodym cuyo objetivo es clasificar aquellos espacios de Banach
para los cuales toda medida vectorial con valores en dicho espacio y con coefi-
cientes de Fourier cero para frecuencias negativas, sea representable como una
integral de Bochner. Algunas equivalencias de esta propiedad aseguran la exis-
tencia de limites radiales de funciones analiticas definidas en el disco unitario
y con valores en X (ver [2], [4]) o bien, existencia de limites radiales de funcio-
nes conjugadas de temperatura definidas en el cuadrado unitario y con valores
en X (ver [8]), asi como también convergencia de toda martingala analitica
acotada en L! ([7]), o bien, separabilidad del espacio de martingalas analiticas
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acotadas en LP y con valores en X ([11]). Aunque no tendremos oportunidad
de abordar esta propiedad en el presente manuscrito, puede resultar motivante
para el lector conocer algunos de estos resultados que en la actualidad conti-
nidan siendo objeto de estudio e investigacion. Este articulo esta organizado en
seis secciones. En la segunda seccién introducimos la herramienta y resultados
estrictamente necesarios para establecer el planteamiento correspondiente al
enunciado del teorema de Radon-Nikodym. Asimismo, destacaremos algunos
ejemplos que nos ilustraran la trascendencia de dicho problema. En las siguien-
tes secciones iremos estableciendo cada una de las caracterizaciones a las que
nos referimos en parrafos anteriores.

2. Medidas vectoriales e integral de Bochner

Sean X un espacio de Banach, {2 un conjunto no vacio y % una o-algebra de
subconjuntos de €. Diremos que una funciéon v : ¥ — X es una medida vectorial
(o medida vectorial o-aditiva) si v(&) =0y

I/( UEZ> = ZV(EZ)

i=1
para cada coleccion (E;)$2, de elementos de X, ajenos por pares.

Debe notarse que para que esta definicion tenga sentido, la serie >, v(E;)
debe converger incondicionalmente en X. En alguna literatura (como [5] y [6]),
se utiliza la expresion medida vectorial o-aditiva o medida vectorial numerable-
mente aditiva para designar a una funcién como v, mientras que la expresiéon
medida vectorial se utiliza solamente cuando la funcién de conjunto es fini-
tamente aditiva. Por ejemplo, si ¥ es la o-algebra de subconjuntos Lebesgue
medibles de [0, 1], la funcion v : ¥ — L]0, 1] definida como v (F) = xg es
solo finitamente aditiva, mientras que la funcién v, : ¥ — LP[0,1], 1 < p < o0,
definida como v,(E) = xg es o-aditiva. También, la funcién 7 : ¥ — X tal
que 7(E) = T(xg), donde T : L'[0,1] — X es un operador lineal continuo, es
o-aditiva.

La variacion |v| de v es la medida no negativa definida en el espacio medible
(Q, %) como

vI(B) = sup {3 Iw(E))]x }.

donde el supremo se toma sobre el conjunto de todas las particiones finitas de
E en subconjuntos medibles E;. Cuando |v|(2) < oo, diremos que v es una
medida de variacion acotada (o variacion finita). Posiblemente, los siguientes
ejemplos nos ayuden a entender el alcance de esta restriccién para v:

a) Si @ = Ny ¥ = 2" entonces cualquier medida v en ¥ esta determinada
por alguna eleccion de vectores x; € X tal que z; = v(i) para cadai € Ny
Y2, x; converge incondicionalmente en X. Asi v sera de variacion acotada

L, . . . [e’e]
si y solo si la serie converge absolutamente, es decir, >~ .~ [|z;|| x < oo.
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b) Si ¥ es la o-algebra de subconjuntos Lebesgue medibles de [0,1], X =
LP0,1, 1 <p < ooy v, : % — X esta definida como antes, entonces v,
tiene variacion acotada si y sé6lo si p = 1.

Diremos que la medida de variacién acotada v : ¥ — X es absolutamente
continua con respecto a la medida no negativa y finita u (o también decimos
que v es p-continua), lo cual escribiremos v < p, si se verifica alguna de las
siguientes condiciones equivalentes:

a. vl < p.
c2. w(E)=0=v(F)=0.
c3. Ve > 0,36 > 0 tal que u(F) < 6§ = |V|(E) <e.

Notemos que, en particular, v < |v|.

Enseguida abordaremos el concepto de medibilidad vectorial. En lo sucesivo,
1 representaré siempre una medida no negativa finita definida en una o-algebra
Y. de subconjuntos de €.

Una funcion simple f = E?Zl TiXE;, Ti € X, se llama medible si E; € X
para cada ¢ = 1,...,n. De manera general, una funcién f : Q@ — X se llama
medible (o fuertemente medible) si existe una sucesion (f,)°2; de funciones
simples medibles tal que || fn(w) — f(w)||x — 0 cuando n — oo para casi toda
w € .

Un resultado muy famoso conocido como teorema de medibilidad de Pettis
establece que f : 2 — X es medible si y so6lo si se cumplen cada una de las
siguientes condiciones:

i) f es débilmente medible, esto es, para cada x* € X*, la funcion escalar
(x*, f(+)) es medible en el sentido usual.

ii) Existe E € ¥ con u(E) =0 tal que f(Q\ E) es un subconjunto separable
de X.

Ahora, veremos como integrar funciones vectoriales. Cuando f es una funciéon
. . n .
simple, digamos f =3>"." , z;xg,, definimos

[ fdn=>" ().
Q@ i=1

En general, si f :  — X es una funcion medible, diremos que f es Bochner
integrable si existe una sucesion (f,)52 ; de funciones simples medibles que
converge a f casi en todas partes y tal que

/||fn_fm||XdM—>O si m,n — oo.
Q
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Dado que || [ fadp — [o fadullx < Jollfn = fmllx dp, podemos definir la
integral de Bochner de f como

Para E € X definimos [, fdu = [, fxedp.

Se puede verificar facilmente que este limite no depende de la eleccion de
Ia sucesion ()32, que [, [1f]1x diu < o0 y que || f;, fdullx < f, |fllx dp. De
hecho, es sencillo demostrar que f : @ — X es Bochner integrable si y s6lo si
[ es medible y [, || f]lx dp < oo.

El espacio de clases de equivalencia de funciones Bochner integrables f :
Q — X con lanorma || f|l1 = [, || fllx du se denota por L'(u, X). Los espacios
LP(u,X), 1 < p < oo se definen de manera natural.

Las propiedades de la integral de Bochner son similares a las propiedades
conocidas en el caso escalar. Por ejemplo:

P;: Se puede demostrar el teorema de convergencia dominada para estas inte-
grales.

Py: Si v(E) = [, fdp entonces v es una medida vectorial p-continua y de
variacion acotada y [v|(E) = [, || fl|lx dpu.

Ps: Si f : 2 — X es Bochner integrable, Y es un espacio de Banach y T €
L(X,Y) entonces T o f : 2 — Y es Bochner integrable y (T, [, fdu) =

fQ(T © f) dp.

Py: Si f :]0,1] = X es Bochner integrable en [0, 1] con respecto a la medida
de Lebesgue, entonces para casi toda s € [0, 1] se verifica

1 s+h
i o [0 = F6) i dt =0
y por consiguiente
1 s+h
lim — t)dt =
i o [ @i = 5o

para casi toda s € [0, 1].

Cuando X sea el campo de escalares, escribiremos simplemente LP(u).

3. La propiedad de Radon-Nikodym

La cuestién que nos interesa indagar en este articulo puede formularse asi:
;,Cuando una medida vectorial resulta ser una integral de Bochner indefinida?
Para poder responder esta pregunta, iniciaremos la presente secciéon con algunos
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REPRESENTACION DE MEDIDAS VECTORIALES 135

ejemplos que nos permitirdn introducir de manera natural la condicién reque-
rida por el espacio de Banach X, a saber, la propiedad de Radon-Nikodym.

Si (Q,%, 1) es un espacio de medida finita y v es la medida vectorial

wE) = [ rau

para alguna funcion f : € — X Bochner integrable, sabemos que v es u-
continua y de variacion acotada en X.

Reciprocamente, supongamos que v : ¥ — X es cualquier medida vectorial
p-continua y de variaciéon acotada cuyo rango es un subespacio Y de dimen-
sién finita de X. Como en dimensién finita todas las normas son equivalentes,
podemos suponer sin pérdida de generalidad que Y es el espacio euclidiano
K™ (donde K =R o C); asi v : ¥ — K", por lo que v = (v1,...,V,) donde
v;j + ¥ — K es una medida escalar u-continua y de variacion acotada para

cada 7 = 1,...,n. Por el teorema de Radon-Nikodym para medidas escalares
podemos encontrar funciones f1,..., f, € L*(u) tales que para cada E € ¥ y
cadaj=1,...,n

mmzéﬁm

De aqui se obtiene la representaciéon

wm:wa

donde f es la funcion integrable f = (f1,..., fn) : Q@ — K™.
En general, esto no ocurre para cualquier integral de Bochner, como lo

veremos a continuacién.

Ejemplo 1. Sea du = dt la medida de Lebesgue en [0,1] y ¥ la familia de
Lebesgue medibles de [0,1]. Para cada n € N definamos A, : ¥ — R por

)\n(E)z/ sen(2"wt) dt.
E
Si E € %, sea A(E) = ()‘n(E))ZO:y Usando el lema de Riemann-Lebesgue

podemos demostrar que A es una medida vectorial con valores en el espacio de
sucesiones cg; ademés resulta ser p-continua y de variacién acotada.

Supongamos que existe una funcién Bochner integrable f : [0,1] — ¢ tal
que para cada subconjunto medible E de [0, 1] se tiene

ME) = /E Fdp.

Si expresamos f = (f,)52,, donde f, : [0,1] = K, vemos que cada f,
es una funcion medible pues f, = A, o f, con A, : ¢¢g — K definido por
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Ap(x) = Tpy @ = (25)52 4, €l cual es un funcional lineal continuo. Ademas, se

tiene la representaciéon para cadan € Ny cada E € ¥

A (E) = /E Fo(t) dt.

Se sigue de lo anterior que f,(t) = sen(2"nt) para casi toda t € [0, 1].

Si ahora consideramos los conjuntos
E, = {t€[0,1]: falt) > 1/v2},

podemos demostrar que u(E,) = 1/4 para cada n € N. Por otra parte, puesto
que
{t€[0,1] : f(t) ¢ co} = limsup E;
obtenemos
u({t € [0,1]: £(t) & co}) > limsup u(F;) = 1/4

y de esto resulta que

n({t € 10,1]: F(t) € co}) < 3/4

lo cual es imposible. Por tanto, A resulta ser una medida vectorial con valores en
co, p-continua y de variacion acotada que no posee derivada de Radon-Nikodym
respecto a p.

Ejemplo 2. Sea (2,3, 1) un espacio de medida finita sin 4tomos. Si definimos
v: Y — LY(u) como v(E) = xg entonces v es una medida vectorial u-continua
y de variacion acotada. Si existiera una funcion Bochner integrable g : Q —

L'(u) tal que
V(E)Z/ gdu
E

para cada E € X, entonces definiendo el operador T' : L>(u) — L'(p) como
T(f) = fQ fgdu, vemos que T es un operador compacto por lo que {T(xg) :
E € Y} es un subconjunto relativamente compacto de L'(u); pero por otra
parte, puesto que i no tiene &tomos podemos encontrar una sucesion (F, )22 ; C
3, tal que pu(E,) = uw(Q)/2 y wW(E,AE,) = u(Q)/4 si m # n, por lo que
IxE, = XBWlh = p(EnAER) = p(Q)/4 y ast {T'(xg,) : n € N} no posee
subsucesién convergente, lo cual es absurdo.

De nueva cuenta, se tiene un ejemplo de una medida vectorial u-continua y
de variacién acotada sin derivada de Radon-Nikodym respecto a pu.

En el mismo sentido, tenemos el siguiente:

Ejemplo 3. Sea X = C[0, 1], du = ds la medida de Lebesgue en [0,1] y ¥ la
familia de Lebesgue medibles de [0, 1]. Definase v : ¥ — X como v(E)(t) =
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,u(E N [O,t]). Entonces |v| = p por lo que claramente v es p-continua y de
variacion acotada. Si pudiéramos representar para cada F € X

M(Eﬂ [O,t]) z/Ef(s,t) ds,

entonces necesariamente f(s,t) = 1 para casi toda s <ty f(s,t) = 0 para casi
toda s > t. Pero en tal caso, f(s,-) ¢ X, lo cual es imposible.

Como en el caso escalar, existe una relacion muy cercana entre la existencia
de derivadas de Radon-Nikodym y la representabilidad de operadores lineales
en el espacio L. Los siguientes ejemplos nos muestran esta situacion:

Ejemplo 4. Sea (2,%, u) el espacio de Lebesgue correspondiente a [0,1] y
definamos T : L'(u) — ¢ como

o0

ri-( [  f(t) sen(2 ) (o))

n=1

Entonces T € L£(L'(p),co) y el ejemplo 1 nos permite demostrar que es
imposible encontrar una funcion g € L (u, co) tal que

Tf=/01fgdu

para cada f € L'(u). Asi, el operador T no es representable.

Ejemplo 5. Sea (2,X, u) un espacio de medida finita sin 4tomos y 7" el ope-
rador identidad en L*(y). Si existiera g € L>(u, L*()) tal que

f:Tf:/Qfgdu

para cada f € L'(u), en particular tendriamos que xp = [, gdu para cada
E € ¥, lo cual es imposible de acuerdo al ejemplo 2 y esto muestra que T no
es representable.

Las relaciones existentes entre los ejemplos 1 y 4 y entre los ejemplos 2
y 5, no son meramente accidentales, como lo veremos a continuacion. Antes
requerimos dar las siguientes definiciones.

Definiciéon 1. Diremos que un espacio de Banach X tiene la propiedad de
Radon-Nikodym con respecto al espacio de medida (2, 3, u) si para cada medi-
da vectorial v : ¥ — X, p-continua y de variacion acotada, existe una funcion
g € L*(p, X) tal que v(E) = [, gdu para cada E € 3.
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Diremos que un espacio de Banach X tiene la propiedad de Radon-Nikodym
si X tiene la propiedad de Radon-Nikodym con respecto a cada espacio de
medida finita.

Definicién 2. Diremos que un operador lineal acotado T : L'(u) — X es
Riesz representable (o representable) si existe una funciéon g € L (u, X) tal

que T'f = [, fgdu para cada f € L'(u).

De acuerdo a los ejemplos 1 y 2, ¢o no tiene la propiedad de Radon-Nikodym
y L*(u) tampoco, si g no tiene dtomos. Asimismo, los ejemplos 4 y 5 exhiben
operadores lineales con valores en ¢y y en L!(1), respectivamente, que no son
representables.

El siguiente resultado establece una relacion fundamental entre ambas pro-
piedades. Su demostracion es directa y sencilla y la omitimos.

Proposicién 1. Dado T € L(L'(u), X), definase A : ¥ — X como \(E) =
T(xg). Entonces T es representable si y sdlo si existe g € L' (u, X) tal que para
cada F € X

ME) = /E gdp.

En tal caso, g € L>(u, X) y para cada f € L*(u) se tiene que

T(f) = /Qfg dp.
Ademds ||| = gl so-

La conexion precisa entre las propiedades definidas anteriormente se esta-
blece en el siguiente teorema cuya prueba esbozaremos de manera muy general.

Teorema 1. Sea X un espacio de Banach y (2,3, u) un espacio de medida fi-
nita. Entonces X tiene la propiedad de Radon-Nikodym con respecto a (2,5, 1)
si y sdlo si cada operador T € L(L'(u), X) es representable.

Demostracion. SiT € L(L'(u), X) y definimos A(E) = T'(xg) en ¥, obtenemos
una medida vectorial y-continua y de variacion acotada. Si X tiene la propiedad
de Radon-Nikodjm con respecto a (Q, X, i), existe g € L' (u, X) tal que A\(E) =
I} g 9dpy por la proposicion 1 concluimos que T es representable.

Reciprocamente, sea A : ¥ — X una medida vectorial y-continua y de varia-
cion acotada. Aplicando el teorema de descomposicion de Hahn a las medidas
escalares |\| y u, es posible encontrar una sucesion (F,, )22 ; de conjuntos ajenos
de ¥ tal que Q = |J.2 | E, y una sucesion de operadores (T,)52; definidos en
la clase de funciones simples escalares tales que

To(f) =Y a;A(En N A))
j=1
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si f= Z;ZlanAj. Cada T, puede extenderse a un operador en £(L*(u), X)
y asi, existe g, € L>°(u, X) tal que

Tu(f) = /Qfgn dp.

Definiendo ¢ : 2 — X como g(w) = gn(w) si w € E,, obtenemos una funcion
en L'(u, X) tal que

A(E) = / gdu,
E
esto es, X tiene la propiedad de Radon-Nikodym respecto a (2, %, u). of

Hasta el momento sélo conocemos dos espacios que no tienen la propiedad de
Radon-Nikodym: ¢ y L' (1) cuando p no tiene atomos. Puede demostrarse que
el espacio de sucesiones I! tiene la propiedad de Radon-Nikodym, al igual que
todo espacio de Hilbert, todo espacio de Banach reflexivo y todo subespacio
de un espacio dual separable. También, los espacios de Hardy sobre el disco
unitario HP(D), 1 < p < 00, y el espacio L(IP,19), 1 < ¢ < p < 00, tienen la
propiedad de Radon-Nikodym. Por otra parte, los siguientes espacios no tienen
la propiedad de Radon-Nikodym: ¢, [°°, L*°[0,1], C(Q2) si Q es un espacio
topologico compacto y Hausdorff, L(X) si X = LP. Una lista més amplia de
ejemplos puede encontrarse en [5].

Otro hecho interesante de resaltar en torno a la propiedad de Radon-
Nikodym lo constituye el siguiente resultado, cuya demostracién puede con-
sultarse en [5]:

Si (2,3, 1) es un espacio de medida finita, 1 < p < 00 y % + % =1,
entonces LP(u, X)* es isométricamente isomorfo a L(u, X*) si y sdlo si X*
tiene la propiedad de Radon-Nikodym con respecto a pi.

4. El teorema de Lewis-Stegall

En esta secciéon presentaremos otra formulaciéon equivalente de la propiedad
de Radon-Nikodym. Esta formulacién destaca de manera singular el papel del
espacio de sucesiones I'. Fue establecida de manera implicita por D. Lewis y
C. Stegall en 1973 y de manera explicita por H. Rosenthal en 1975.

Teorema 2. Un espacio de Banach X tiene la propiedad de Radon-Nikodgm
con respecto al espacio de medida finita (2,3, 1) si y solo si todo operador
lineal acotado T : L* (1) — X admite una factorizacion T = LS,

T
Lip) — X

ll
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donde L:1* = X y S: L' (u) — I* son operadores lineales continuos.

En tal caso, para cada € > 0, los operadores L, S pueden escogerse de tal
modo que ||S|| < [|T[|+e y [ L] < 1.

Demostracion. Supongamos que T : L*(u) — X admite tal factorizacién. Pues-
to que [' tiene la propiedad de Radon-Nikodym, existe una funcién Bochner
integrable con respecto a u, g : Q@ — I! tal que para cada f € L'(u) se tiene
que

S(f)= | fgdp.
Q

Asi, para toda f € L'(u) se verifica

7(7) = LS() = [ Fita) dn
y como para casi toda w € ) tenemos que

IL(g(@))llx < [IL{l[lg (@)l < L[ gllzoe ey

entonces L(g) € L*(u, X). Por consiguiente, T es Riesz representable y asi X
tiene la propiedad de Radon-Nikodym con respecto a (2,3, u).

Reciprocamente, supongamos que X tiene la propiedad de Radon-Nikodym
con respecto a (2,3, ). Sea T : L'(11) — X un operador lineal acotado. Puesto
que T es representable, existe g € L>(u, X) tal que

T(f)= [ fgdu
Q

para cada f € L' (1) y [T = [|g]loc-

Sea £ > 0. Dado que g es medible, es posible encontrar una sucesion (f,,)n%,
de funciones medibles que toman una cantidad a lo sumo numerable de valores
en X y tal que para cadan € N

9
lg ~ Fulle < oy

Sean g1 = f1, gn = fn — fn—1, n > 2. Entonces, para cada n € N
" €
Hg_ ngH :Hg_fn||oo<w- (1)
m=1 o0

Ahora, escribamos para cada n € N

o0
gn = E Ln,kXEp i
k=1
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donde (E,, )52, es una sucesion de elementos de ¥ ajenos por pares.

Notese también que para cada n > 2 tenemos

£ £ £
ol = 1 = Faall < 1 = gl + g = Frca | < sy + o < gy
por lo que para toda n > 2,
€
Znkllx < n1
Enseguida, definamos S : L*(u) — I*(N x N) mediante
SUmE) = enslx [ Fau
Enk
para f € L'(u). Asi, se tiene que
ISPl = ZZ fovalx| [ s
=1 k=1
< Sllals [ Wdn+ XSt [ 11ldn
k=1 B, n=2k=1 .k

Ahora, como para toda k € N,

lz1kllx <llg1lle < llg = 91lloc + llglloo
9
= llg = filloo +llglloc < 5 + 1T,

y también ||z, x||x < /2" para cada n > 2, se sigue que

ISl < (IT] +¢/2) Z/ Ifldu+zzzn/ fldn

n=2k=1
1711+ 2) [ 171w
esto es, |S(f)lln < (IT]| + ¢)||fllx para cada f € L'(u). Por tanto, ||S|| <

T + €.
Ahora definamos L : [*(N x N) — X mediante

[SSINCS)
T,k
an k § E Qo k
n=1k=1

il x
(con la convencién usual § = 0).
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Vemos que

| L (o)) llx < ZZ k| = [[(cn,k) s

por lo que || L|| < 1.

Finalmente, notamos que si f € L'(u1), entonces

(w3)1) = 250 = L (llenallx [ 5 rau))
—ZZumnx/ ftnk

n=1k=1 H‘T”k”X
=Z/fgndu

n=1 Q

Qfgdu=T(f),

donde la pentltima igualdad se obtiene aplicando el teorema de convergencia

oo
dominada ya que por (1) se tiene que Y g, = g casi en todas partes (de hecho,

n=1
uniformemente excepto en un conjunto de medida cero) y para cada n > 2,
n
Lan| <= Zom| +lole ez lgle <t tole
m= ']

De cierta forma, el teorema anterior destaca el papel que juega el espacio
de sucesiones I!' en la propiedad Radon-Nikodym de un espacio de Banach. A
primera vista, pareceria que todo espacio con dicha propiedad contiene una
copia de [!; sin embargo, el espacio de Hilbert {2 tiene la propiedad de Radon-
Nikodym y claramente, I2 no contiene alguna copia de I* (sabemos que [ esta
propiamente incluido en [1).

Aunque no lo demostraremos aqui, vale la pena mencionar que el teorema
anterior junto con el hecho de que todo espacio dual separable tiene la propiedad
de Radon-Nikodym, pueden ser utilizados para demostrar el siguiente resultado:

Teorema 3. Sea B un subespacio complementado e infinito dimensional de
LY[0,1]. Si B es isomorfo a un espacio dual separable entonces B es isomorfo
all.

Una demostracion de esta afirmacion puede consultarse en [10].
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5. Diferenciabilidad y propiedad de Radon-Nikodym

En esta seccion abordaremos de manera muy general, la conexién existente
entre la propiedad de Radon-Nikodym de un espacio de Banach X y las pro-
piedades de diferenciabilidad de funciones definidas en un intervalo de la recta
y con valores en X.

Definicién 3. Sea f: I — X, donde I es un intervalo de la recta y sea ¢ > 0.
Diremos que la funciéon f es e-diferenciable en #( si existen § > 0y xg € X
tales que

1/ (to + h) — f(to) — haollx <elhl
para cada h que satisfaga |h| < 4.
Notemos que f es diferenciable en tg si y sélo si f es e-diferenciable en dicho
punto para cada ¢ > 0.

Como en el caso escalar, podemos definir la nociéon de funcién vectorial
absolutamente continua y funcion Lipschitz, a saber:

Definicién 4. Sea f: I — X, donde I es un intervalo de la recta.

(1) Diremos que f es Lipschitz, si existe una constante positiva C' tal que
1£®) = f(s)|lx < C|t — s| para todo par de puntos t,s € I.

(2) Diremos que f es absolutamente continua en I, si para cada ¢ > 0 exis-
te & > 0 tal que Y i ||f(t)) — f(t;)|]|x < € para toda coleccion finita
de subintervalos de I ajenos por pares {(t;, )}, que satisfaga

i (ti —ti) <6

El siguiente resultado, cuya demostraciéon presentaremos de manera par-
cial, establece una relaciéon precisa entre estas nociones, diferenciabilidad y la
propiedad de Radon-Nikodym.

Teorema 4. Sea X un espacio de Banach. Los siguientes enunciados son
equivalentes:

i) X tiene la propiedad de Radon-Nikodgm.

ii) Toda funcion absolutamente continua f : [0,1] — X es diferenciable casi
en todas partes.

i11) Toda funcion Lipschitz f : [0,1] — X tiene un punto de e-diferenciabilidad
para cada € > 0.

Demostracion. i) = ii) Sea f : [0,1] — X absolutamente continua. Si V :
[0,1] — R denota la variacion de f, es decir,

V(t) :sup{ZHf(sj) —f(sj21)|lx :0=850 <81 <+ < Sy zt},
j=1
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entonces V es una funcion real absolutamente continua. Por consiguiente,
existe una medida positiva finita p en [0, 1] que es absolutamente conti-
nua con respecto a la medida de Lebesgue y tal que V(t) = pu([0,t]).
Definamos A : B[0,1] — X, donde BJ0, 1] es la familia de subconjuntos de
Borel de [0, 1], del modo siguiente:

Si A es abierto, expresamos A = (J(a;,b;) donde {(a;,b;)}, es una co-
leccién ajena por pares y a lo sumo numerable de intervalos abiertos, y

definimos A(A) = >, (f(bs) — f(a:)).

Si A es cualquier boreliano, escogemos una sucesion decreciente de con-
juntos abiertos {G,}52; tales que A C G, y u(Gp) — w(A). Como
w(Gp \ Gp) — 08l m,n — oo entonces existe 1im,, o, A(G,,) y asi pode-
mos definir A(A) = lim,,—, o0 A(Gh)-

No es dificil demostrar que A esta bien definida y que resulta ser una
medida vectorial de variacion acotada tal que para cada A € B[0,1] se
verifica [|A(A)||x < u(A); asi A < p. Como X tiene la propiedad de
Radon-Nikodym, existe una funcién Bochner integrable g : [0,1] — X tal
que

£(£) = £(0) = A([0,4]) = /O o(s) ds.

Se sigue de la propiedad P, de la seccion 2 que f es diferenciable y
f(t) = g(t) para casi toda t € [0, 1].

44) = i1) Toda funcién Lipschitz es absolutamente continua en [0, 1] por lo
que la conclusiéon es inmediata.

449) = 1) La demostracion de esta implicacion requiere de una herramienta
més sofisticada, a saber, la teoria de martingalas en espacios de Banach,
la cual, por razones de espacio y claridad, no consideramos en este ma-
nuscrito. Sin embargo, el lector interesado puede consultar [1] para una
demostracion de esta implicacion, y [5] para un estudio profundo de la
teoria de martingalas en espacios de Banach.

La demostracion iii) = i) que aparece en [1], al parecer, fue publicada por
vez primera en 1994 por S. Quian (ver [9]). La demostracion de i) = i) se ob-
tiene de manera directa a partir de la teoria clasica de funciones absolutamente
continuas.

6. Geometria de espacios con la propiedad de Radon-Nikodym

La teoria de martingalas de funciones Bochner integrables permite conectar la
propiedad de Radon-Nikodym con propiedades geométricas de un espacio de
Banach X. En esta secciéon mencionaremos brevemente un par de propiedades.
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Definicién 5. Diremos que un subconjunto D C X no es o-dentable si existe
e > 0 tal que cada x € D tiene la forma x = ) ;- a;z;, donde y .o o = 1,
a; >0, x; € Dy |z — 2;]|x > ¢ para toda i.

Un ejemplo de un conjunto no o-dentable lo constituye un J-arbol infinito
acotado.

Recordamos que un drbol infinito en X es una sucesion (x,)%2; en X con
la propiedad x,, = (22, + 2,+1)/2 para cada n € N. El siguiente diagrama nos
ilustra este concepto:

xg/xl\zg
1:4/ \x5 xﬁ/ \:E7

Resulta atil pensar que x; es el tronco del arbol y que z;, para j = ok ok 4
1,...,251 — 1 es el k-ésimo crecimiento anual. El ejemplo prototipo de un
arbol infinito no trivial puede encontrarse en el espacio L'[0,1): Sean z; =
X[0,1)» T2 = 2X[0,1/2), T3 = 2X[1/2,1) Y en general, x; = 2k71XI;m- para i =
2k=1 . 28 _1yk>1, donde

Ies = (=225 =257 4 1) /257,

Observemos ademés que ||z1 — 22|l1 = 1 y en general se tiene que ||z, —
Zonll1 = ||®n — Z2nt1]j1 = 1 para cada n € N.

Un é-drbol infinito en X es un arbol infinito (z,)22, en X para el cual
|2 — zanllx = 0 ¥y ||Tn — Z2nt1]|x = 0 para toda n € N; el ejemplo anterior
en L1[0,1) constituye un ejemplo de un 1-arbol infinito.

La teoria de martingalas en espacios de Banach permite demostrar que no
existe un espacio de Banach con la propiedad de Radon-Nikodym que contenga
un d-drbol infinito acotado.

Definicién 6. Diremos que un subconjunto D C X es no dentable si existe
€ > 0 tal que cada x € D esta contenido en la envolvente convexa y cerrada
del complemento relativo a D de la bola abierta B.(z).

Se tiene entonces que todo conjunto no o-dentable es no dentable, o equi-
valentemente, dentabilidad implica o-dentabilidad.

Puede demostrarse que un espacio de Banach que contiene un conjunto no
dentable acotado es un espacio de Banach sin la propiedad de Radon-Nikodgm.

El siguiente resultado, que presentaremos sin prueba, es la evidencia de que
la propiedad de Radon-Nikodym es una propiedad geométrica de espacios de
Banach.
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Teorema 5. (Ricffel-Maynard-Huff-Davis-Phelps) Sea X un espacio de Ba-
nach. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) Todo subconjunto acotado de X es dentable.

(2) Todo subconjunto acotado de X es o-dentable.

(8) X tiene la propiedad de Radon-Nikodgm.

Es posible obtener propiedades geométricas espectaculares, equivalentes a la
propiedad de Radon-Nikodym. Por ejemplo, se puede mostrar que un espacio
de Banach X carece de dicha propiedad si y sblo si existen un subconjunto
A cerrado y acotado de X y un subconjunto K convexo, abierto y acotado
tales que A C K y ambos conjuntos poseen la misma envolvente convexa y
cerrada. Igualmente, puede probarse que un espacio de Banach carece de la
propiedad de Radon-Nikodym si y solamente si posee un subconjunto A cerrado
y acotado tal que ningun funcional lineal continuo alcanza un valor maximo
en A. Estas y otras caracterizaciones sorprendentes, pueden consultarse en la
excelente monografia [5].

1]

2]

3]

4]

[5]

[6]
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